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Séminaire CHOQUET 2301
(Initiation & l'analyse) ’
15e année, 1975/76, n°® 23, 1% p. 13 mai 1976

FONCTIONS ENTIERES ET THEOREMES DE RANACH—STE INHAUS
DANS CERTAINES ALGEBRES COMPLETES .

par Mohamed AKKAR

Te Insroductions.
MM

Certaines algebres topologiques ou bornologiques fournissent & l'aide du calcul
fonctionnel holomorphe de nombreux exemples de fonctions “usuelles" qui sont des
fonctions analytiques en dimension infinie. Dans ces algébres on sait donc définir
toutes les fonctions entieres. Il se trouve que la plupart de ces algébres sont de
Banach ou construites a l'zide d'algébres de Banach : c'est par exemple le cas des
algébres localement multiplicativement convexes (qui sont des limites projectives to—
pologiques d'algébres de Banach, [7], [9] ow [13]) ou des algébres bornologiques
multiplicativement convexes (qui sont des limites inductives bornolegiques d'alge=
bres de Banach, [2], [11]).

Ici on se propose d'étudier le probléme réciproque : dans quelle mesure la proprié—
té que des fonctions entiéres opérent sur une algdbre bornologique convexe entraine-
t-elle des propriétés de richesse de la bornologie de l'algdbre. Ce probléme a été
étudié dans [14] ol on caractérise les algébres bornologiques multiplicativement
convexes, a base dénombrable saturée, complétes et commutatives. Le cas des algébres
topologiques a été traité, il y a plusieurs années, dans [21]+ Le probléme est abor—
dé ici d'une fagon différente : on adopte un point de vue fonctionnel en liant les
propriétés particulidres de la bornologie de l'algébre 3 des propriétés bornologi~
ques de ecertaines familles de fonctions, essentiellement les fonctions puissancese
Cela nous permet d'apporter quelques compléments a [14] et surtout de mettre en évi-
dence certaines propriétés qui jouent le rdle, dans le cas non commutatif, de la
multiplicativité de la bornologie (dans le cas gommutatif ces propriétés sont équi-
valentes a la multiplicativité de la bornologie). Les resultats obtenus ici sont
duaux de ceux de TURPIN [16] et WAELBROECK [19] et 1'équicontinuité des fonctions
pulssances dans le cas topologique est remplacée par le fait que les fonctions puis—
sances sont pseudo—équibornées dans le cas bornologiques Notons également que, dans
le cas particulier d'une algébre de Silva, nous donnons une démonstration simple,
fondée sur les fonctions analytiques. Signalons enfin, qu'il existe un lien trés

étroit entre le probléme examiné ici et des théorémes de type Banach-Steinhause

2. Définitions et rappelse
mmw\l\lw\l\w

Rappelons qu'une algébre topologique localement convexe E est une algébre munie.

d'une topologie d'espace localement convexe pour laquelle la multiplication est sé-—
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parément continue.

Une algébre bornologique convexe est une algébre munie d'une bornologie d'espace
bornologique convexe (e« b. c.) pour laquelle la multiplication est bornée, c'est-—
a-dire que le produit de deux parties bornées est borné. L'algébre sera dite complée-
te si 1l'es be C. sous=jacent est complet, c'est-a-dire s'il existe ume base dont
tout borné disqué B engendre un sous—espace vectqriel de Banach quand on le munit

de la norme, jauge de B .

Si E est une algébre localement convexe séquentiellement complete, alors la fa—
mille des parties bornées (pour la topologie de E ), définit une strudture d'algé—

bre bornologique convexe compléte sur E .

Un élément =x d'une algebre bornologique convexe est dit régulier (voir [11] ou
[18]) s'il est absorbé par un disque borné idempotent, ou ce qui est équivalent, s'il

existe un scalaire X > O tel que la suite (xn/hn)n soit bornée.

Une algébre bogmologique convese E est dite multiplicativement convexe (en abré-
gé a. b. me co) si tout borné de E est réguliery c'est-a-dire absorbé par un disque

borné idempotent. On dit, dans ce cas, que la bornologie de E est multiplicative.
Une telle algébre est limite inductive bornologique (et méme une réunion filtrante
croissante) d'algébres semi-nomnées (qui sont de Banach quand l'algébre E est

compléte).

Une bornologie sur une algebre est dite a base dénombrable s'il existe une famille
dénombrable (Bn)nGN de parties bornées telle que tout borné de l'algébre soit con—
tegu dans un Bn . "Elle est dite 3 base saturée, ou que sa bornologie est saturée,
si la M-fermeture d'un borré est encore bornée. Donc, si E est une algébre borno-
logique convexe & base dénombrable, saturée et compléte, alors elle admet une base
(Bﬁ)n telle que, YV n , Bn est un disque borné, complétant, M-fermé, et vérifiant
Bh'Bh = Bn+m .

DEFINITION fa - Soit E une algebre bornologigue convexe unitaire. On dit gue la
fonction entiére Zn a z" opere dans E si, pour tout x € E , la série Zn a_ "
converge au sens de Mackgy dans E .

Si E est une algébre localement cenvexe, dont le produit est une application bor-
née, alors E est une algébre bornologiquc convexe quand on la munit de sa bornolo-
gie canonique ; dans une telle algébre, une fonction entidre Zn a 2" opére si, et
seulement si, Zn a x| converge (topologiquement) dans E pour tout x .

N . (s . . n
Dans une algébre bornologique convexe générale, une fonction entiére Zn an z
s . . n A
opére si la suite (a «x )n converge vers O au sens de Mackey, pour tout x , ou
n

tout simplement si la suite (an xn)n est bornée pour tout x .

Dans la suite, on désignera par & 1l'algébre de Fréchet des fonctions entiéres

complexes munie de la topologie de la convergence compacte. L'ensemble des fonctions



23-03
entiéres opérant dans une algébre bornologique convexe E est une sous-algébre de
& « Elle est en général non fermée dans & : en effet si on considéere l'algebre de
Fréchet E = L® d'Arens [3], l'algébre des fonctions entiéres qui apérent dans E

est réduite aux polyndmes, donc elle est ron fermée dans & .

DéFINITION 2, - Soient E et F deux e. V. t. ou deux espaces vectoriels bornolo—

giques (es Ve b.) et (@n)n une suite d'applications de E dans F . On dit que la

suite (cpn)_n est pseudo~équibornée si, pour tout borné B de E , il existe une

constante o > O et un borné B! de F tels que :

¥y xeB, ¢n(x) € an’Bt sy ¥ Nie

Il est clair qu'une suite d'applications équibornée, de E dans F est pseudo-

équibornée et que la récirpoque est inexacte.

PROPOSITION 3. — Une algebre bornologique convexe commutative est multiplicative-

. . . . . n
ment convexe .si, et seulement si, la famille des applications x -> X (n E,E) est

pseudo-équibornée.

Démonstratioms - Si B est un borné d'une a. be. me ¢co E , on sait qu'il est ab-

sorbé par un disque borné idempotent B, . Il existe donc o > O tel que B c aB1i

1
et, pour tout x dans B, ona x7/o € By o
Inversement, supposoms que la famille x -=> x" est pseudo-équibarmée. Soit B un

borné de E . Il existe un réel @ > O et un borné B, de E tels que s: X" est

dans an Bm » VYN et ¥ xeB, Comme B et B1i pelvent 8tre choisis disqués, on
en déduit a l'aide de la formule classique de polarisation (voir [19], p. 122, par
exemple) que : B" ¢ (2e)" &° B, « Si B, désigne l'enveloppe idempotente de B/2qe
om.a B/2we < 82 c Bﬁ « Le borne B est donc absorbé par le borné idempotemt B2
et par suite l'algébre E est multiplicativement convexe.

Remarque. - La proposition précédente est la propriété duale du résultat de TURPIN
[16] affirmant qu'une algébre localement convexe commutative est localement multi—
plicativement convexe si, et seulement si, la famille des fonctions puissances

x = x" (n € N) est équicontinue en O .

3. Fonctions entiéres qui opérent et fonctions puissances.
NWWW\W\MWWWMMMMN

PROPOSITION 4. - Soit E wune algébre bornologique convexe, commutative, compléete

N . , . n . . \ N
et a base dénombrable saturée. Soit /Zn an z une fonction entiere qui opére dans
1/n )
E telle que a, > Q, ¥ n et (an )n tende vers O en désroissant. Alors la

. . . n , . ,
famille des applications x —>—an X est pseudo—-équibornée.

Démonstratione — Soit (Bn)n une base de bornologie de E , formée de disques

vérifiant Bn'Bn = Bn+~1i s Chaque Bn étant Mackey-fermé. Soit B wun borné disqué
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et complétant dans E . Pour tout entier n , considérons :
- - R . p L o
Fo={xekg; ap x" e Bn s U p elﬁ}

ou EB% désigne l'espace de Banach engendré par B et normé par la jauge de B . lLe
borné Bn] étant Mackey-fermé, il s'ensuit que Pn est un fermé de EB « De plus,
la ;uite (a xp) est bornée pour tout x dans E ; donc EB = LL Fn « En vertu
du‘théoréme de Baire, il existe n e‘Hn tel que Fn ait un point intérieur. Il

0

existe donc x. dans F et >0 tels que toutoélément Xx de B s'écrive

0 n
x= oy - xo) sy OU Yy € Pn « La suite (an)n étant telle que Qal/n)n_ soit dé-
croissante vérifie l'inégal?té an.s ag 8, Ppour tout n3 k. Si xe€B et

meN, ona
~

a
n _ neo n_ n n. n k. _ n-k
X T =g = g () sy v e (- xR
k. “n=k
Mais y et Xq sont dans F_ « Donc pour tout entier p g Q yp et a_ xP
Ny p "0
sont dans B. . Comme B est disqué et vérifie B 4B c R .y comme: de plus
ng ng ng ng ny+t

on a

a
-n N n n
271 Y (k) <

k=0 &y an-k
on canclut que @
-n n __n R
et donc
n ~” D
a, X € (2q) Bho+1i y ¥ n et ¥y xeB.

. . n A .
Ce qui prouve que la suite x - a, x est pseudo—~equibornées

COROLLAIRE 5. - Soit E wune algébre localement convexe, commutative, séquentielle-
ment compléte et 3 base de bornologie dénombrable (ou plus généralement une. algébre

bornologique convexe, commutative etmpléte et 3 base dénombrable saturée) dans la-

guelle operent toutes les fonctions entiéres i alors, pour toute fonction entidre

)y n . n . .
n qn X la suite x —»—qn_x est pseudo—equibornée,

. . . n . N . . .
Démonstration.. -S8i 2 an z est une fonction entiere, il existe ume suite (ozn)r1

telle que an >0, V¥V n, (a;/n)n tende vers 0O en décroissant et |an| < o

¥ n (cela suppose évidemment que a_ ~est non nul pour une infinité dtentiers n ) s

il suffit de considérer la suite définie par
- /pyn
« = (SUpp?nlapl ) e
On a évidemment

ianl < @ ¥ n et a$,n7= suppan(lapll/p) tend vers O en décroissante
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Montrons maintenant que la suite x - a_ X est pseudo-équibornée. Ceci est évi-
dent si la suite (an) est nulle & partir d'un certain rang, autrement il existe
(o[n)n comme,ci—gessus telle que |aq| So s VR D'aprés la proposition 4 , la
suite x -=> o X est pseudo-équibornée, Pour tout borné B de E , il existe
B >0 et un borné disqué B' tel que o X7 e Bn B' pour tout x € B ; donc

n
a X € Bn B' pour tout n € N et pour tout x € B .

Nous allons établir maintenant un théoréme qui permet, dans le cas d'une algébre
bornologique convexe compléte, 3 base dénombrable saturée (sans hypothése de commu-
tativité) de déduire des propriétés bornologiques sur la suite de fonctions x -> xn,
a4 partir des m@mes propriétés sur les suites de fonctions x —> a X s OU (an)n

est une fonction entiére.

THEOPEME 6. - Soit E wune algébre borpologique convexe, compléte et 3 base dénom-

brable saturée dans laquelle toute fonction entiére (an)n est telle que la suite

n . A . . n
X =>a X soit pseudo—équibornée ; alors la suite x ->x est elle-méme pseudo-

équibornée.

Démonstrations - Soit & 1l'algébre de Fréchet des fonctions entiéres. Il est faci-
le de voir que tout voisinage V de O dans & contient un voisinage V. de O

du type
(o o B) = {(Ch)n €& ; lcnl < aBn‘, ¥ n}
e ¢ et B sont deux réels positifse

. n ‘s . . 2 .
Pour montrer que la suite x -—> x  est pseudo—équibornée, considérons un borné B

de E « Pour tout couple dfentiers k et p , scit
X , n
&k,p = {(Cn)n €& ;3 yxeB, ¥y nxelﬁ:, C.n X e p Bk} ’

ou (Bk)k désigne une base de la bornologie de E formée de disques bornés, M-fer-
més. L'ensemble

o

- g . n n
0k9p1x9n {(Cn)n < ! Cn x ep B

1)

est disqué il en est de méme de & . Par

. k kyp,Xyn

suite, Ek p? intersection de tels ensembles, est également un disque fermé, On a
9

est donc fermé dans & . Comme B

supposé par hypothése que toute fonction entiére (Cn) est telle que la suite de
n

fonctions x = C_ X' soit pseudo~équibornée. Ceci entraine que & = Uk o 5k 0 et
.. ’ . ~ . . , ,
que chaque disque fermé Sk p est non vide a.partir d'un certain rang. En vertu du
9
théoréme de Baire, il existe k. et p,. dans N tels que & contienne un
0 O ~ ko,pO

voisinage de O de la forme (g 4 B) o0 « et B sont deux réels positifs. Pour

toute fonction (Cn)n de & , vérifiant lCnl < aBn , ¥ n,ona

n n
Cn X" € py Bko s ¥ n et Vv xebB .
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o n .
Il en est donc ainsi de Cn = of « Ce qui donne

aBn X e pg B

k sy Y X€EDB et ynelN,
O ~

clest-a—dire x e (po/s)n . Q_T B, « Donc on a montré qu'il existe un borné B, et

un nombre réel positif BO tels qué x € B entraine xn/sg € B, « Ce qui signifie

1
. n ‘s .
que la suite x -=» x est pseudo=équibornee,

Ramargues.

1° Dans la démonstration précédente, on peut remplacer £ par n'importe quelle
sous-algébre § fermée dans & (donc § sera une algébre de Fréchet) et ainsi
prouver, par application du théoréme de Baire, que si tout élément (Cn)n de &
est tel que la suite de fonctions x —> Cn X' soit pseudo-équibornée, alors la suite

n o .
X => x est elle-méme pseudo-équibornées

2° Le théoréme 6, ainsi que la proposition 3, ont mis en évidence la propriété sui~
vante : la suite des fonctions puissances (xn)n est pseudo—équibornée. Cette pro~-
priété est équivalente dans une algébre bornologique (non forcément commutative, ni
convexe) au fait que tout borné de l'algébre est équirégulier ([19], equiregulat
boundedness, p. 123) et généralise la propriété de multiplicativité de la bornologie
dans le cas conveze et commutatif., Cette situztion est comparable au cas topologique,
ou, la propriété dtéquicontinuité en C de la suite des fonctions puissances (xn)
généralise et joue, duns certains cas, le rdle de la multiplicativité locale des ?

algébres localement convexes commutatives [16].

A partir du théoréeme 6, on retrouve le résultat principal de [15] :

COROLLAIRE 7. - Si E est une algébre borrologique convexe commutative, compléte

et 3 base dénombrable saturée, alors E est une a. be m. c. si, et seulement si,

les fonctions entiéres opérent sur E .

Démonstration. — D'aprés le corollaire 5, pour toute fonction entiére (an)n y la
. . n .. p P .
suite de fonctions x — a, x est pseudo—équibornée, par conséquent il en est de
. A . n < oy
méme, d'aprés le théoréme 6, de la suite x =» x .« Or cette derniére propriété est

équivalente, d'aprés la proposition 3, au fait que E est une a. be M. Cee

4. Caractérisation des algébres bornologigues 3 base dénombrable aU opérent les fonc—
WWWW\WWWWWW

tions entiéres,
e e (Y VLV V. V.V V)

Dans ce qui suit nous allons donner un théoréme dual du résultat de TURPIN dans
[16] (voir également [17], th. (10.2.10)) qui afiirme que dans une algébre topologi-
que localement convexe de Fréchet (non nécessairement commutative) les fonctions
entidres opérent si, et seulement si, la suite des fonctions puissances (xn)n est

équicontinue. en O .

Dans une algébre bornologique E , dire glune fonction entiére (an)n opére dans
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E , équiveut au fait que la suite de fonctions x ﬁ>~an X' est simplement bornée
dens E o Un théoréme, comme le corollaire 5, qui affirme que, pour toute fonc+iom
entiére (an)Im qul optre dans :E , la suite x - a_ XY est pseudo~éguihonnée, est
en quelque sorte un: théorére de type Banach-Steinhaus.. Dans.la suite, on vz &$tablir
deux tels théorémes (pour des polyndmes homogénes) qu'cn appliguora eu-Gas. des-elgibres.

THEOREME 8. — Soient E et F deux e. b. cs complets, la bornologie de F étant

4 base dénombrable saturde, SOit’((Pn)n une_suite de polyndmes homogénes bornés

telle que, pour tout n e N, Pn soit de degré n . Si la suite (Pn)n est sime

plement bornée, alors elle est pseudo—équibornde.

N

Démonstratione — Nous allons donner une démonstration gnalogue a celle de la pro-

position 4. Soit (Bn)n une base de la bornologie de F ; formée de disques complé—
tants, M-fermés et vérifiant Bn'Bn c Bh+ﬁ « Soit B un disque borné compiétant de

l'espace E . Pour tout entier n , soit
Fn ={x € EB;; Pq(x) € Bh » 1 g€ §§ .
C'est un fermé de EB. ear les pelynimes Pq sont supposés bornés, donc M-conti-

n
tel gue le fermé F soit
0 Ny
d'intérieur non vide. Soit Xq € Fn et @ >0 tels que xO +gB<cF o Ceci
o -
signifie que, pour tout entier n , on a

nus. Comme la suite (Pq)q est simplement bornée, il s‘ensuit que EB = Un F .

D'aprées le théoreme de Baire, il existe un entier n

Pn(_xo + QB))Y < Bno .

Appliquons meintenant une technique de transport & l'aide de la Bormule suivante

(5] :
T en -
Phpx) = ;Tnzg:o (- )P (g) Pn(xo + PX) .

Puisque P (xo +gB) < B, on en déduit que
n no

P (oB/n) = =137 (- 1)"P B, .

e

Comme. Bﬁ est convexe, on obtient
0

n
(63
=2.P (m il
Pn(ozB/n) = (B) r R
c'est-a-dire
P (B) ¢ (/)" — B ¥ n el
n W /. ’ n!» 9 .

D'aprés la formule de Stirling on conclut que

P(B) © (2¢/a)"B. , ¥ nelN.
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Ce qui prouve que la suite (Pn) est pseudo~équilornée.
n

Remarque. - Le théortme précedent est valable dans le cas plus général o F est
un e. v. b. (espace vectoriel bornologique) exponentiellement galbé, ciest-a-dire

tel que pour tout borné B de F , 1l':nsemble UN>O zﬁ#@ 2™ B est encore “orné

(ces espaces sont étudiés dans [17].)

COROLLAIRE, - Si E est une algdbre bornologigue couvexe compléte (ggnxnécessa@»

rement commutative) dont la bornologie est & base dénombrable saturée, alors la

. n L. , . . .
femille (x )h est_pseudo-equibornée si, et seulement si, toutes les fonctions en-

tieres opérent dans E .

Démonstration. — Si les fonctions entiéres opérent dans ltalgébrd E , cela signi-
fie que, pour toute fonction entidre (an)n ; la suite de fonctions x —» a X7 est
simplement bornée. Ce sont des polyndmes homogénes boznés, donc, d'aprés le théoréme
précédent, pour toute fonction entidre (an)n » la suite de fonctions x > a, X
est pseudo-équibornée. Par conséquent, diaprés 1z théoréme 6, la suite x > X" est

pseudo~éguibornée.

Inversement, supposons qu'il en soit ainsi. Tout borné est donc équirégulier, en
particulier tout élément est régulier. Soit (C )  uns fonction entiére $ pour tout
n’n

élément x de E , il existe un borné disqué, complétant et idempotent, tel que x
n

O e
-

apgrtienne & l'algébre de Banach Ep o Il est claiz @’ ws. ova la sinie Zﬁ L E

converge dans EB »

e Algébres de Silva.

A~
On se propose, dans ce qui suit, de caractériser, dans le cas non nécessairemant
commutatif, les algébres bornologiques convexes Ju Silza sur lesquelles opérent tou-

tes les fonctions enti®¥es (ouw tout au moins ceiles d‘ine sous algékre fermée 9§

de l'algebre & des fonctions entiéres).

Rappelons qu'un e, b. c. E (espace bornologique convexe) est de Schwartz si tout
disque borné A de E est absorbé par un disque borné B , tel que l'injection
callonique EA - EBS soit compacte. Un e. b. c. de Schwartz, 3 base dénombrable, est
appelé e. bo c. de Silva ou espace de Silva. Une algébre bornologique convexe est

une algebre de Silva si l'e. b. ¢. sous—jacent est de Silva.

La démonstration du théoréme suivant, fondée sur la théorie des fonctions analyti-~

ques, est de nature différente de celles qu'on a vues Jjusau'a maintenant.

/ N
THEOREME 10. —- Soient E et F deux e. b. c. topologiques (c'est—a-dire dont la

bornologie est définie par la famille des parties bornées d'un_e. *. c,) complets,

tels que E soit de Schwartz. Si CPn)n est_une suite de polyndmes homogdnes bornés .

——rmts

avec P de deqré n, ¥ n e N, simplement bornée, alors la suite (Pn)n est

z

équibornée.
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Démonstration. Soit B' un disque borné complétant de E . Pour tout entier
n G,E , considérons la restriction de Pn a l'espace de Banach EB' . L'applicaﬁion
Pn est continue de BB' dans ltes 1. co F (muni de la topologie a laquelle est
associée la bornologie de F ). EB' étant un espace de Baire, d'aprés le théoréme.
(542.) de [6], la fonction A(x) = Zh Pn(x) est analytique de Ep, dans l'e. l. ca
E , au sens de [6] (cf. définition p. 90). C'est donc une fonction continue. Soit
B un disque borné de E , fermé pour la topologie de E , donc M-fermé pour la
bornologie de E . Puisque E est un e, b. c. de Schwartz, il existe un disque
borné complétant B' dans E , contenant B et tel que B soit relativement com-
pact dans EB' s donc B est compact dans EB' « Mais, d'aprés le début de cette
démonstration, la fonction A est continue de EB' dans F , donc A(B) est un
borné de F 4 Ce qui montre que la fonction A est bornées Si C est un disque
borné complétant de F , tel que A(B) © C , alors la fonction A est analytique de

1'espace de Banach ‘EB dans l'espace de Banach FC o D'apres la formule de Cauchy

on a s
= 2 A(n) (n) _ _1_ | AOK) o .
Pn(x) == A (0)ex = Zni,Jlx|=% 0+ dn 3
donc on a

”Pn(“)“C,S M (constante) 4 ¥ x € B

car x> A(Ax) ( A tel que |A] =1 ) est bornée de By dans F. , ce qui signifie

que Pn(B) © MB' pour tout n € N et que la suite (Pn)n est équibornée.

COROLLAIRE 11. - Si E est une algébre bornologique convexe, camplete, topologique

et bornologiquement de Schwartz et si A(x) 32::—0 Pn(x) est une série de puissances

(ouy ¥ n, Pn est un polyndme homogéne borné, de degré n ) gui opére dans l'al-

gébre E , alors la suite (Pn)n est équibornée.

THEOREME 12, - Bans une algébre bornologigue convexe de Silva E s les trois pro-

priétés suivantes sont équivalentes @

o

5 de l'algébre & , opérent

(1) Les fonctions entidres d'une sous=—algebre fermée

dans E .

(2) Toute fonction entiére opere dans E .

(3) La_suite de fonctions x -» x" (n e N) est pseudo—équibornée.

Dans le cas o E est comnutative, E est une a. b. m. Ce. si, et seulement si,

E yérifie l'une des trois propriétés précédentes.

Démonstration. - D'aprés le corollaire 11, ci-dessus, nous savons que, pour toute
n

fonction entiére (Cn)n opérant dans E. , la suite de fonctions x —> Cn X est
équibornée, Si (Bk)keN désigne une base dénombrable de la bornologie de E , formée

de disques bornés M-fErmés, et si B est un borné disqué de E , on considére, poum
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tout entier k € N, le sous—ensemble de &

& n _
gk = {(Cn)n,€ 3 ¥YxeB, ¥n e'g ’ Cn‘x € Bk} .

Puisque, pour tout k , By est un disque fermé de E , il en est de méme de 5k,
dans l'algebre de Fréchet & . Par appdication du théoréme de Baire, un raisonne—
ment identique a celui du théoréme 6, montre que la suite des fonctions puissances

x = x" est pseudo-équibornée. On vient donc de montrer que (1) éntraine (3).

Comme: dans le corollaire 9, on montre facilement que, si dans une algébre borno-
. R . . . n
logique convexe compléte, la suite des fonctions puissances x => x est pseudo—
équibornée, alors tout élément est régulier, et les fonctions entidres opbrent dans

1'algébres Ainsi (3) entraine (2), alors que l'implication inverse est évidente.

 Enfin, si l'algébre E est commutative, nous savons déja, d'aprés la proposition
3, qu¢e E est une a. be me c. si, et seulement si, la suite (_xn)n est pseudo-

équibornée,

Remardues et problémes. — Nous nous sommes efforcés dans ce qui précéde de trou—

ver des eonditions nécessaires et suffisantes sur une algébre bornologique E s CON=~
vexe, a base dénombrable et compléte, pour que les fonctions entidres opérent dans

E , dans le cas ol E n'est pas forcément commutative. Le probléme de savoir si

ces conditions sont équivalentes & la multiplicativité de la bornologie de E ,
reste ouvert. Les démonstrations données dans les propositions 3 et 4 dépendent de
fagon essentielle de l'hypothése de commutativité (formule de polarisation par

exemple),

La situation est identique dans le cas topologique [27]]s Si E est une algébre
de Fréchet non eommutative, sur laquelle opérent les fonctions entieres, on sait,
d'aprés un résultat de TURPIN que la suite (xn)n est équicontinue, mais on ne
sait pas, si dans ce cas, l'algébre est nécessairement localement multiplicative~
ment convexe. Un autre probléme, de méme nature que ceux qu'on vient d'évoquer, est
le suivant : Bst-ce qu'une algébre bornologique convexe non commutative dont 1'en—
semble des éléments invefsibles est Mackey-ouvert et telle que l'application
X - x-1 soit M-continue, est nécessairement une a. be. me ce ? On sait uniquement
que, dans ce cas, tout borné est équirégulier [1]. Le méme probléme se pose pour
une algebre localement convexe & inverse continu ; est—elle localement multiplica—
tivement convexe ? Dans le cas commutatif, cela est vrai d'aprés [(16].
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