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Séminaire: CHOQUET 22-01
(Tnitiation & l'analyse)
1%e année, 1975/76, n° 22, 8 p. 6 mai 1976

DEUX ESSAIS DE GéNEﬁALISATION DU‘CRITERE DE GROTHENDIECK
(Compacité faible.des ensembles de musures)

par Steplen SIHONS

CROTHENDIECK a démontré dans (4], théoréme 2, le résultat suivant : soit M 1ltes—
pace de Banach de mesures de Radon bornées sur un espace localement compact S , et
soit A un sous-ensemble borné non vide de M , alors les deux conditions (1) et (2)

sont équivalentes.
(1). A est relativement o (M , M!)=compact,

. , e
(2) p(Gn) —> 0 uniformément pour |, € A quand {Gn}n;m est une suite d'ouverts
disjoints dans S .

Nous allons discuter deux tentatives de généralisation de ce résultat j; d'abord

dans le cadre des ELC, et ensuite dans le cadre des espaces de Riesz.

Plus précisément, nous allons donner pour les ELGC une condition analogue 3 (2) qui
est nécessaire (mais malheureusement pas suffisante) pour qu'un sous-ensemble: soit
faiblement relativement compact (voir Théoréme: 3 et Remarques 4). Nous donnerons
ensuite une condition analogue & (2) pour les espaces de Riesz, et nous démontrerons
que cette condition équivaut & dire que A est "presque" contenu dans un intervalle
(voir théoréme 7). On peut utiliser nos résultets pour démontrer, et méme généraliser

1timplication (2) == (1) pour certains espaces de Riesz localement convexese Ces

résultats comportent aussi des applications 3 la théorie des mesures vectoriellese

Soit N={n: nx>1} et &={F: FcN, F est fini} « Si {xn}n>1t est une

suite dans um espace vectoriel, et F € §, nous mettons Xg =ZneF X,

Te Condition pour les ELC.
. . ‘ ] . 1" ) ,-
Soit E wun EIC avec dual E' et bidual fort E" . {an}n>m et {bh}n;ﬁ repré

senteront toujourw des suites dans E!', ”

LEMME. T - Les quatre conditions de (3) a_(6) sont équivalentes et impliquent (7).

(3) Lt'ensemble {aF : Fed} est équicontinu dans E!' ,

(4) Il existe une semi-norme continue p sur E telle que
VxeE et Fe §, | (x aF)l < p(x) «

(5) Il existe une semi-norme continue q sar E telle que

ixcE et Fes, I |<x,an>|Sq(x)..e
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(6) Llapplication T , définie par T(x) = {(x , an>}neN s €st une application con—

tinue de E dans by .

(7) Vg eE", 2neN ](an_ y )| <.

Nous dirons alors que la suite {an}n>1i a_les sommes partielles déquicontinues

(SPE), si les conditions de (3) 2 (6) sont satisfaites,

Démonstration. — Il est trivial que (3) <== (4) et (5) <= (6). L'inégalité

SUPP ZneF '(X ? an)l <4 SUPE l(x ? aF>|

implique que (4) <=3 (5), Finalement, si g € E" , il existe un borné B dans E

tel que ¥ a € E' , ‘(a ’ g)i < sup](B ’ a)| o Nous choisissons p comme dans
(4). Alors

VEes, lZnGF (an ’ §>| = l(al:j ’ g” S SUP'RB ’ ap)l < sup p(B)
d'ou

VFes, 2 &l s 94w,

donc (7) est satisfaite

LEMME 2. - Soit @ AA E . Les deux conditions (8) et (9)sontalors équivalentes

(8), Si la syite {an}n21 a SPE, alors les séries ZneN l(x , an>| convergent uni-—

formément pour x € A

(9) si la suite {bm}m>1 a SFE, alors (x , b ) - O uniformément pour x €A ,

Démonstration. ~ Il est trivial que (8) = (9). D'autre part, si (8) est faux, il

existe une suite {an}nat avec SPE,
€>O, no<n1§<n2‘<.-.EN et X,h,)(Q,.o.EA_

tels que

¥ meN, 2 |(x ad >e¢ .
< ]

-nm-_ 1 \n<nm1 m n
Puisque chaqye a, nfapparalt qu'une seule fois, en multipliant chaque a, parun

scalaire de valeur absolue 1 , nous pouvons donc supposer que

vmeN, zﬁm_1sn<nm (x_ an> (est réel et) > ¢

De plus, d'apres (5), {an}n>1 a toujours SPE. Mettons

alors, ¥V meN , (X, » B ) >¢ « Come {b}

. a. SPE, nous avons démontré que
> _
(9) est fauxe

’ \
THEOREME 3+ ~ Soit ¢ A#A CE . Si Asatisfait 3 1'une des ccnditions (10) oy (11)




2203

suivantes, alors (8) et (9) sont satisfaits. En particulier, (8) et (9) sont satis—

faits si A est relativement o(E , E')-compacte

(10) Toute suite extraite de A a une valeur d'adhérence pour o(E , E')

(1) Toute suite extraite de A a une sous=suite Cauchy pour o(E , E') .

une suite dans: E' avec SPE. Définissons

T:E > Ly
comme dans (6)e Puisque T est continu, T est aussi (uniformément) continu pour
o(E , E') et U(£1,’ zm) « Si (1Q) est vrai alors toute suite extraite de T(A)s a

une valeur d'adhérence pour 0(£1 s k) o S1 (11) est vrai, alors toute suite extrai-

Démonstrations = Soit {a }

nzh

te de T(A) a une sous-suite C(£1‘, 4 _)~Cauchy, donc 0(%1:, zm)-convergente,(puis-
que 4, est faiblement complet pour les suites). Dans chacun des deux cas, T(A)

est relativement c(£1:, Lm)—compact,et nous déduisons donc des critéres bien connus
pour la compacité relative dans (£150(£1,(m))) (voir par exemple [2], I¥, 13.3) que

(8) est vrai.

. Remarques4. - Il suit du théoréme 3 que (1) == (2), car si {G }n>1 est une suite
d'ouverts disjoints dans S , et si a € T¥ est défini par (pm an) = “(Gh)’ alors
la suite {an}n?m aSPE (yFed, “aF“ <1) .

Il peut arriver que (8) et (9) soient satisfaits, mais que (10) et (11) soient

faux. Soit
E=C(0,1) et A={x: xekE, 4] <

Pour voir que (10) et (11) sont faux, il suffit de considérer la suite {x }n>1 ’
extraite de A , ou x (t) = sin 2rnt . D'autre part, E' est un espace Ll s donc
faiblement complet (pour les suites), d'ou E' ne contient pas de sous-espace iso—
morphe & Cy o Si {b} . a SPE, nous déduisons. de (7) et d'un résultat de BES~
SAGA et PELCZYNSKI (v01r L1]).que ,bA] - 0, dtol (x , b ) -> Q uniformément
pour x € A . Alors (9) ect vrai.

Nous remarquons aussi que si E = ¢y et A= {x: - ||¥] < 1}, alors (10)

est faux, mais (11) est vrai.

2+ Condition pour les espaces de Riesz,

Soit E un espace de Riesz (pas nécessairement archimédien), et soit I un sous—

*
ensemble non vide de E+ ={a : a est une forme linéaire positive sur E} .

Nous allons démontrer que si & #A S E et A est borné dans un sens qui sera

précisé plus tard, alors les conditions (12) et (13) sont équivalentes.
(12) Vvael et ¢>0, 3yeE telque v xeh, ((|lx|]-yv)",a <e.

(1B8) (x, a ) -> 0 uniformément pour x € A quand {a } est une suite dise

nzl
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* N .
jointe dans E+ majorisée dams I (c'est-a-dire que V¥ n # m
E 0
an € s an A am =
et 3ael tel que V¥ n, a <a).

Nous commengons par des faits élémentaires sur les espaces de Riesz,
LEMME 5,
o) vx,y €E_ et ¢,8>0, (x-82)"Aoz<[/(x+B)lz;
+ + +
(b) ¥ x ,¥,z€E_» (x- VWinzes (x=-y)F-(x-2)"+x=-2) Ay ;
* *
(c) v ze E, et a€E_, 1a,ce€ E, tel que
(i) v x e E,., (x, az} = SUPy. (XA Az 4 a) ,
(i1) a, $a,
(iii) Si x e E,s 20 et xguz, alors (x,a ~~az) =0,

(iv), Si x € E et xAz=0, alors (x, a,) =0 ;

*

(d) Si yeE, aeE et z= y+ s alors (y , az) =(z 4, a) j

() ¥ xeE et aekE

+ * +

* ]
y 3be E+ tel que b<a et |(x, b) | ;,%(|x| y -
Démonstration.

(a) Posons u = (x = Pz). A oz « Alors (o + B)u < o(x — pz) + Blaz). = @x 4 d'ou

U< [of (o +B)]x , donc u < [of(a + B)Jx » Ceci implique le résultat recherché cer

ut = (x —-Bz)+ A oZ e

(b) Nous remarquons que, puisque z > 0 ,

(x-y=-2)"=(x-y)vz-z=(x-y)fvzez=s(x=-y) = (x-y) Az,

De méme, (x —y -2z)*¥ = (x -z)" = (x - z2)¥ A Y « Nous obtenons donc le résultat
voulue

(c) Nous utilisons (i) pour définir a s et vérifions facilement les propriétés
(i1), (iii) et (iv). (Voir par exemple [3], 318, pe 83)e

(d) (y az) = (y+ ’ az) -y , az) » Nous obtenons le résultat voulu en. remar—
quant (d'aprés (c) (iv)) que ¢y~ , a) =0. '

(e) Comme (|x| , a) = (x*, a) + (X 4 a) , soit (x+ y 8 ;;%{le s @) ou

x 4, a) > %(|x| s @) 4 le résultat découle de (d) avec soit Yy =X, s0it y=~x

Nous allons montrer maintenant que a, est toujours "complémenté" par rapport a
a e

4 \ ¥*
THEOREME 6 = ¥ z € E et a e€E sy a A (a—a )*'= O .
+ = + z z

Démonstrations. — Puisque a, A (a = az)* = [aZ A (a —-az)]+, il suffira de montrer
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que
{14) a, A (a - aZ) <0.

Soit x € E+ et e > 0 o Puisque la fonction A > ((x - }\z.)+ ¢ @) est positive

et décroissante, il existe o > 0 tel que
(15) VA>a, ((x=2z)% y 2y > ((x —az) , a) = ¢ &

Nous choisissons § > o tel que [o/(x + 8)] (x4, a) < ¢ et alors, d'aprés le

lemme 5(a), ((x - 8z)¥ A @z 5 a) < ¢ « Nous déduisons de ceci que
(16) PAZE, ((x-Aa)taez,a)<e.
Nous déduisons donc de (19), (16) et du lemme (k) que

+
=B, ((x = az) A Az , a) <2¢ .

I1 est évident que cette derniere inégalité reste valable pour tout A > O ; nous

déduisons donc du lemme 5(c)(i) et (iii) que
((x - az)+ . az> <2 et (XANoaz, a -~az) =0,

donc

i

(x a_ A (a - az)) ((x —»az)+ t XAz, a A (a -—az))

A

((x - az)+ 9 8,) + (XA oz, a —«aZ)

$2€+O=25-

Comme ceci reste vrai pour tout x € E+ et ¢ > 0, nous avons établi (14), ce

qui démontre le théoréme.

*
Soit {a } une suite extraite de E_ . Nous dirons que les sommes partielles
n 1'1211 +
de {a . sont majorisées dans I s'il existe a € I tel que,

VEed, aGpg < a.

THEOREME 7+ - Soit B # A < E . Nous allons considérer les quatre conditions sui~

vantes @

() vael et ¢>0, Bye E, tel que, V x €A, (x| - y)* s 3 < € o

(17 Les séries znam (lxl ’ an> convergent uniformément pour x € A gquand

- * « 0 - ’
{an} " est une suite dans E+ dont les sommes partielles sont majorisédes dans I .
Il>/ 1

(18) (le ’ an> —> O uniformément pour x € A guand {a } est une: suite dis—

) % n’nz’
jointe dans E Majorisée dans I .

(1B), (x, a ) - O uniformément pour x € A guand {a }n>1 est une suite dis—

jointe dans E mgjorisée dans I .

Alors (12)‘=; (17) == (18) === (13). Or si

(19) yael, sup{|&| , a) < ® ,
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alors les quatre eccnditions sont égquivalentesa

Démonstrations. — Il est trivial que (12) == (17) == (18) , et il est évident,

grice au lerme 5(c), que (18) <=s (13). Pour la derniére partie, nous supposons que

(19) est vraiyimais que (12) est faux. Nous allons donc démontrer que (18) est fauxe

Choisissons a € I et g >0 tels que ¥ y e E+ s 3 xe€hA &l que
+
<|x|"Y) y 3) €
et soit M = sup(lAl y 8y <@,

Construisons inductivement une suite {xn} -1 d'éléments de A tels que
Vsl

g nelN, (x| = (gl vieeev fx L INT 5 2y 2 ey

n—1
ou o = 2" We o v neN , mettons
Y, = |xn| - &n(lel V oeee V txnl)', zh 5 #:’ ék t =a .
L'inégalité ci-dessus peut s'écrire
ynelN, (xn y A) = E
alors, d'aprés le lemme 5(d), <Yn ’ bn> > ¢ , c'est-a—dire que

x b aby e+ alxglveevix 4l ,n).

Ceci implique, premiérement, que

(20) fneN, (Ixnl » b ze

et, dduxiéemement, que qn(|x1J Voeso V lxn_1| ’ bn) < (lxnl ’ bn) s Par consé-—
guent ¢

(21) pm<n, (x|, ) g2t

Pour tout m> 1, mettons am = (b - bp)+ « S1 1T<m<n, alors

Ap>m' N

a <(b -p

+ + .
n n n+m) sb et a < (bm —-bh)‘ < (a -rbh)

donc, d'aprés le théoreme 6, a_ A a = O « D'auwtre part, ¥ m> 1 ,

bAb?Y> e/

Axplay = e by by =V A by

dtaprés (20) et (21). Nous avons donc démontré que (18) est fauxe

Remarques 8. — Il est intéressant de comparer le théoréme 7 avec le résultat
suivant de FREMLIN (voir [3], 81 H, p. 223-225) : soit F un espace de Riesz ar—
chimédéen, E wun espace vectoriel réticulé de formes linéaires relativement bor-

nées sur F , et A un sous-ensemble non vide o(E , F)-bomné de E. . Si’

(x an) - 0 uniformément pour x € A , gquand {an}n;_'1
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est une suite disjointe dans F+ majorisée dans P+ s alors
Y a € F+ et ¢>0, 3YyeE€e F+ tel que: ¥ x € A, ((le - y)+ sy @) < g e

I1 ne semble pas qu'il soit possible de déduire 1l'un de ces deux résultats de

1tsutre.
Cette question nous améne 3 considérer la version suivante affaiblie de (18)

(22) (le ’ an) - 0 uniformément pour x € A , quand {an}a;1 est une suite dis~

jointe dans I majorisée dans I .

Il s'agit maintenant de trouver une condition sur I qui gerantit que (19) et

THéOREME 9. — Supposons que

* .
by,ceE , bAac=0 gt b+rcel==bel gt cel,eth AACE.
Alors (19 et (22) == (12).
*
Démonstration. — Si a € E+ , mettons
* +
Ba={b: beE , b<a et bA (@ -b) =0} .

La distributivité de E+ nous permet de voir zisément que Ba est fermé pour les

inf et les sup « Si b , ¢ € Ba , alors

(b=c)A(a=(b=c)=(b=-c)a(a-b+c)<b=c)A(b+c)A (a=-b+c)

(b —c)A(bA (a=-Db)+c)s(a=-c)A (ba (a -—b)+ +c)

(2 - A¥A(0+c)=0.

A

Nbus avons donc démontré que

)F eBa.

b ,ceBa=(b=~-c

(En fait, Ba est un réseau boolden complet). Regardons maintenant la démonstra-
tion du théoreme 7., Il découle du théoréme 6 ¢t de ce gque nous venons de dire que

¥ nelN, bn € Ba et donc ¥y nelN, a, € Ba . Cependant puisque a el , BaclI

et donc ¥ neN, a, € I « Nous obtenons ainsi le résultat voulu.

Remarque 10, - Il y a d'autres résultats connus sur les suites disjointes dans les
espaces de Riesz (En particulier, voir [3], 24 H, p. 56-58, et [5])e
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