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DEUX ESSAIS DE GÉNÉRALISATION DU CRITÈRE DE GROTHENDIECK
(Compacité faible des ensembles de mesures)

par Stephen SIMONS

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’analyse)
1,5~e année, 1,97~/7b, n° 2 ~, 8 p. 6 m a i 197~6

GROTHENDIECK a démontré dans [4], théorème 2, le résultat suivant : soit M l’as2014

pace de Banach de mesures de Radon bornées sur un espace localement compact S , et
soit A un sous-ensemble borné non vide de K , alors les deux conditions (1 ) et (2)
sont équivalentes.

(J.’). A. est relativement ~)-compact,

(2) (Gn) ~ 0 uniformément pour p e A quand {Gn}n1 est une suite: d’ouverts

disjointe dans S .

Nous allons discuter deux tentatives de généralisation de ce résultat ; d’abord
dans le cadre des ELC, et ensuite dans le cadre des espaces de Riesz.

Plus précisément, nous allons donner pour les ELC une condition analogue à (2) qui
est nécessaire (mais malheureusement pas suffisante) pour qu’un sous-ensemble soit
faiblement relativement compact (.voir Théorème. 3 et Remarques 4).. Nous donherons
ensuite une condition analogue à (2) pour les espaces de Riesz, et nous démontrerons
que cette condition équivaut à dire que A est "presque" contenu dans un intervalle
(voir théorème 7) On peut utiliser nos résultats pour démontrer, et même généraliser
l’implication (2) ==> (1,) pour certains espaces de Riesz localement convexes.. Ces
résultats comportent aussi des applications à la théorie des mesures vectorielles.

Soit ? = (n,: n ~ 1.) et S = (F s P c N , F est fini} ., Si est une

suite, dans unn espace vectoriels nous mettons xF =03A3n~F xn .

1. Condition pour les ELC.

. Soit E un ELC avec dual E’ et bidual fort E" . {an}n>1 et {bn}n1 repré-
senteront toujours des suites dans E’. 

n. 
~ 

n ~ 1

1.. - Les quatre conditions de (3) à (6) sont éQuivalente.s et impliquent (7).

(3) L’ensemble F est équicontinu dans E’ ,

(4) II existe une semi-norme continue- p sur E. telle que

V x eE et F ~ S, )(x , 1 $ p(x)..
(.5) Il existe une semi-norme continue q sar E telle pue



(6). L’application T , définie par = {(x , an)}n~N , est une application con-
tinue. de E dans b

Nous dirons alors que la suite {an}n1 , a les sommes partielles équicontinues
si les conditions de (3) à (6) sont satisfaites.

implique que (,4) ~..-.~ (5). Finalement, si S E E" , il existe un borné B dans E.

tel que y a ~ E.’ , |(a , 03BE)|  sup| (B , a)| . Nous choisissons p comme dans

(4.),. Alors

donc (,7). est satisfait.

Soit ~~A=E . Les deux conditions (8) et~ (9) sont alors équivalentes:

(8). Si la suite {an}n1 a SPE., alors les séries 03A3n~N )(x , an~| 1 convergent uni-
formément pour x ~ A .

(9) Si la suite. {bm}m1 a SPE, alors (x , bm~ ~ 0 uniformément pour x =A ,

Démonstration. - Il est triviaL que (8) ~ (9). D’autre part, si (8) est faux, il
existe une suite fa ~ . avec SPE.’

Puisque chaque a 
n n’apparaît qu’une seule fois, en multipliant chaque a. parun

scalaire de valeur absolue 1 , nous pouvons donc supposer que

De plus, d’après ( 5 ); 9 a toujours SPE. Mettons

/ B

THEOREME 3. - Soit 03A6 ~ A ~ E . Si A satisfait à l’une dM conditions (10} Qu (11")



suivantes, alors (8.) et (9) sont satisfaits. En particulier. (8) et (9) sont satis-

faits si A est relativement 03C3(E , E’ 

(10} Toute suite extraite de A a une va leur d’adhérence pour 03C3(E , Et) 4’

(11) Toute suite extraite de A a une sous-suite Cauchy pour Q (E , E’) .

Démonstration. -- Soit une suite dans E’ avec SPE. Définissons

comme dans (,&#x26;). Puisque T est continu, T est aussi (uniformément) continu pour
a (E , E’ ): et 03C3(l1 , l~). Si (1;Q) est vrai. alors toute suite extraite de T(A),j a

une valeur d’adhérence pour 03C3(l1 , l~) . Si (,1;1). est vrai., alor.s toute suite. extrai-

te de T(à.) a une sous-suite a Ce. 1 1 ’ £ C° )auchy, ’ donc a (à3 l, , 2 
Cr> 
)-convergente (puis-

que l1 e.st faiblement complet pour les suites). Dans chacun des deux cas, lT(A,),
est relativement a (l1 , l~)-compact et nous déduisons donc des critères. bien connus
pour la c ompa c it é relative dans (l1,03C3 (l1,(~))) ( vo ir par exemple 121 ,, Iv, 13 .3 ) que
(,8) est vrai. 

,

Remarques 4. - Il suit du théorème 3 que (1) ~ (2), car si est une suite

d’ouverts disjoints dans S , et si a e M+ est défini par ( 1 an) = (Gn), alors
la suite {an}n1 a SPE ( F ~ F , ~aF~  1) .

Il peut arriver que (8) et (9) soient satisfaits, mais que (lO) et (11,) soient

faux. Soit

Pour voir que (10) et (11) sont faux, il suffit de considérer la suite fx ~ . ~
extraite de A , où xn (t) = sin 203C0nt . D’autre part, E’ est un espace L1 , dona
faiblement complet (pour les suites), d’où E’ ne contient pas de sous-espace iso-

morphe à Co . a SPE, nous déduisons. de (7) et d’un résultat de BES-
SAGA et PELCZYNSKI (voir [1]).que ~bm~ -> 0 , d’où (x, bm) ~ Q uniformément

pour x E A.. Alors (9) est vrai.

Nous remarquons aussi que si E = Co et A = x E E , ~x~  alors ( 10)
est faux, mais (11,) est vrai.

2. Condition pour les espaces de Riesz.

Soit E un espace de Riesz (pas nécessairement archimédien), et soit I un sous-
*

ensemble non vide de E~ ~ (a : a est une forme linéaire positive sur E) .
Nous allons démontrer que si ~ ,~ A C E et. A est borné dans un sens qui sera

précisé plus tard, alors les conditions (12) et (13) sont équivalentes.

(12) ~ a eI et e > 0 , tel que V (( )x) - y)~ , a)  E .
(103B2) (x, an) ~ 0 uniformément pour x E A quand {an}n1 h est une suite dis-



jointe dans E*+ majorisée dans 1 (c’est-à-dire que V 

Nous commençons par des faits élémentaires sur les espaces de Riesz.

LEMME 5.

Démonstration.

Ca), Posons u = (x - pz.) A Alors (,o/ + p)u $ pz) + = d’où

~$ [o/((ï + donc + Ceci implique le résultat recherché cer
u = (.x 2014 A az .

(,b) Nous remarquons que, puisque z > 0 .

De même, (x - y. - z)~ = (x - z)~ - (x - z),~ A y . N,ous obtenons donc le résultat
voulu.

(c) Nous utilisons (i) pour définir a 
z 

, et vérifions facilement les propriétés
(.ii), Ciii) et (iv). (Voir par exemple [3], 31i8, p. 83).

(d) (y, a~) = y  a~) - (y , a ) . Nous obtenons le résultat voulu en. remar-

quant (,d’après (,c) (iv) que- (y" , a ) = 0 .

Nous allons montrer maintenant que a est toujours "complémenté" par rapport àz



Soit x ~ E et E > 0 . Puisque la fonction À ;~~ ((x - ?~z.)+ ; a) est positive.
et décroissante, il existe a > 0 tel. que

Nous choisissons ~3 ~ a tel que ~)~ (x , a)  e e:t alors, d’après le

lemme 5(a), ((,x - A a)  e . Nous déduisons de ceci que

Nous déduisons donc de ( ~~~),. (16,) et du lemme 5(h) que

Il est évident que cette dernière inégalité reste valable pour tout À ~ 0 ; nous

déduisons donc du lemme. 5,~,c.~.( i) et que

Gomme ceci reste vrai pour tout x e E+ et e > O , nous avons établi ( 14) , ce.

qui démontre le théorème..

*
Soit {an}n>1 une suite extraite de E .. N-bus dirons que les sommes partielles

 + --. > > "-

de {an}n1 sont majorisées dans I s’ il existe a e I tel que,.. --

, v

THEOREME 7.. - Soit Nous allons considérer les quatre conditions sui-

vantas:

(,1:’T’ Les an~ convergent uniformément pour x ~ A quand
, * 

......._.......,.......

{an}n1 

est une suite dans E 
+ 

dont les sommes partielles sont majorisée.s dans I .

(18) (|x| , an) ~ 0 uniformément pour x ~ A quand {an}n1 1 
e.st une suite dis-

jointe dans E+ majorisée dans I .

(13) (x , an) ~ 0 uniformément pour x E A quand {an}n 1 
est une suite dis-

jointe dans E*+ mejorisée dans I .

Alors ( 12 ), ~ (17) ~ (18) ~ (13). Or si.



alors les conditions sont équivalentes~

Démonstration.. - Il est trivial que (12) =~ (1.7) ==~ (118) , e.t il est évident,

grâce au 5~,c), que ~,18) ~ ~ (13). Pour la dernière partie, nous supposons que.

(19) est vrai,mais que (12) est faux. Nous allons donc démontrer que (18) est faux.

Choisissons a E I et E > O. tels que ~ y ~ E+ ,  x ~ A tel que;

et soit M 

Construisons inductivement une suite £x ~ ~~, d’éléments da A tels que
.

L’inégalité ci-dessus peut s’écrire

alors, d’après le lemme 5(d),, (y , b ~ ~ ~ , c’est-à-dire quen n

Ceci implique, premièrement, que

et, deuxièmement, que v... v Ix n~-~ ~ , b ~ ~ n par consé-

quent : 
~ ~ 

Pour tout m > 1 , mettons am = p>m(bm - bp)+ . Si. 1  m  n , alors

donc,_ d’après le théorème 6, a = 0 . D’autre part, ~ m  1 ,
m n

d’après ~;~~~ et (.il,). Nous avons donc démontré que (18) est faux.

Remarques 8. - Il est intéressant de comparer le théorème 7 avec le résultat
suivant de FREMLIN (voir [3], 81 H:, p. 223-225) : soit F un espace de Riesz ar-

chimédéen, E un espace vectoriel réticulé de formes linéaires relativement bor-

nées sur F , et A un sous-ensemble non vide ~ ~E ~ d&#x26; E... 5..



est une suite disjointe dans F majorisée dans F+ , alors

Il ne. semble pas qu’il soit possible de déduire l’un de ces deux résultats de

l’autre.

Cette question nous amène à considérer la version suivante affaiblie de (18) :

(22) (|x| , an) ~ 0 uniformément pour x E A , {an}n1 est une suite dis-

jointe dans I majorisée dans 1 .

Il s’agit maintenant de trouver une condition sur l qui garantit que (19) et

(22) ~ (12).

THÉORÈME 9. - Supposons que

, 
-~

D émon s trat ion. 2014 Si a e E ~ mettons

La distributivité de E nous permet de voir aisément que Ba est fermé pour les
+

inf et les sup. Si b, o E Ba , alors

Nous avons donc démontré que

(En fait, Ba est un réseau booléen complet). Regardons maintenant la démonstra-
tion du théorème 7, Il découle du théorème 6 et de ce que nous venons de dire que

V n e N , bn E Ba et donc ? n e N , Cependant puisque a e I , Ba c l

et donc V n e ? , an E 1 . Nous obtenons ainsi le résultat voulu.

Remarque 10. - Il y a d’autres résultats connus sur les suites disjointes dans les

espaces de Riesz (En particulier, voir [3~, 24 H, p. 56-58, et [5] ).~
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