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Séminaire CHOQUET 20-0%
(Initiation & l'analyse) ) ‘
15e. année, 1975/76, n® 20,3 P« 22 avril 1976

QUELQUES RESULTATS NOUVEAUX SUR LES CONES FAIBLEMENT COMPLETS

par Alain GOULLET de RUGY

1e Caractérisation des cdnes Erofilés.

Te Tie THéORﬁME. - Soit E un espace vectoriel réticulé muni d'une topologie d'e.

ly cs s¢ localement solide. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Fout .idésl d'ordre fermé de E est l'intersection des idéaux d'ordre maxi-

maux le contenant.

(b) Tout idéal d'ordre fermé de E , distinct de E est contenu dans un idéal

d'ordre maxinale

(c) Toute face fermée du cdne El est l'enveloppe connexe fermée de la réunion

de ses génératrices extrdiales.

(d) Toute face fermée du cdne El , non réduite 3 {0} , contient une forme réti-—

culante non nulle.

(e) Pour tout s. e« V. coréticulé de dimension finie F de E et tout idéal

dlordre fermé G de E tel que Fn G = {0} , la propriété d'extension suivante

a lieu : Toute forme réticulante sur F se prolonge en une forme réticulante sur

E , nulle sur G,

1.2+ Commentaires. — La propriété (a) est une des caractérisations des espaces_de

Dini. Les propriétés (a) et (&) sont équivalentes du fait de la dualité bien connue
entre les idéaux d'ordre fermés de E et les faces fermées de El « La propriété
(¢) est une des caractérisations des cbnes El qui sont profilés. Sur ces questions,

on consuttera [6].

Dans [4], j'avais montré 1'équivalence des propriétés (a) et (b), lorsque E pos—
sédait une unité topologique. On doit 3 FLOSSER [2] de s'étre affranchi. de cette
hypothése restrictive. La propriété (e) qu'il,a mise en évidence est 1'étape inter—
médiaire essentielle pour montrer que (d) implique (c), et donc dualement que (b)

implique (a).

2. Liaison entre chapeaux et localisation des mesures coniquess
WWWWWWW\WWW’W

247« La notion de chapeau d'un cbne a été introduite par CHOQUET. Le résultat de
base étant que, si X est un cdne convexe faiblement gomplet, toute mesure conique
maximale sur X de résultante dans un chapeau de X est localisable. Plus récem-
ment, dans [3] et [7], on a remarqué qu'un résultat identique était obtenu en sup-

posant seulement que la mesure conique a sa résultante qui est borne supérieure de
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points qui appartiennent & des chapeaux de X .

Ainsi, si X est un cbne réticulé presque bien coiffé, toute mesure maximale
est localisables Malheureusement, la réciproque est fausse comme le montre l'exem—

ple suivant 3

2.2, Exemple. — Il existe un cbne faiblement complet réticulé X , possédant une

face propre F et une partie compacte T telle que :
- Toute mesure conique maximale de résultante dens F est localisable sur T,
-~ Aucun point de F nt'est dans un chapeau de X ,

~ Toute mesure maximale est localisable.

2.3. Conjecture. — Il existe un cdne faiblement complet réticulé sans génératrice
extrémale et ol toute mesure maximmle est localisable. L'exemple précédent ne con-
vient pas, car il posséde de nombreuses génératrices extrémales. Dans cette direc-
tiom, je n'ai qu'un exemple d'un cbne faiblement complet réticulé sans génératrice

extrémale sur lequel il y a des mesures maximales localisables.

2.4, Remafgue. — Lorsque le cdne faiblement complet réticulé considéré est pres—
que bien coiffé, on peut utiliser les résultats trés fins de CHOQUET et MEYER sur
les mesures maximales sur les convexes compacts. Ainsi, si F est ume réunion dé-
nombrable de fermés contenant la réunion Xc des génératrices extrémales de X ,
toute mesure conique maximale posséde une localisation concentrée sur F . J'ignore
si un tel résultat subsiste si, au lieu de supposer que X est presque bien coiffé,

on suppose seulement que toute mesure maximale est loca.isable.

2,5, Remarque. — Le terme de chapeau d'un cOne désignant une partie convexe com—
pacte de celui-ci de complémentaire convexe, bienqque consacré par l'usage, n'est
guére satisfaisant. Sauf peut-8tre lorsgqu'il est universel. Partant du dessin d'un
chapeau d'un cdne dans le plan, on s'attend a ce qu'un chapeau soit "gros" dans le
cdne considéré. Or en dimension infinie (par exemple dans 'Ei ) il est presque tou-
jours '‘betit". Il serait plus satisfaisant pour l'intuition de lui préféret le terme

d'écaille ou de copeau.

3« Comparaison des cdnes profilés et presque bien coiffés.

.3.1w On se place toujours dans la situation suivante : E est un e. ls c. réti=
culé muni d'une topologie localememt solide, et on s'intéresse au cdne E; des
formes lindaires positives continues sur E . On dit que le cbne a la propriété de
 10calisation.si toute mesure conique maximale sur El de résultante dans E; est
localisable en une mesure de Radon sur E! + {0} . Il revient au méme de dire,
sans parler de mesures coniques, que tout élément L € E; est résultante d'une

mesure de Radon portée par la réunion ROE;) des formes réticulantes non nulles de



20-03
E .

Rappelons que le structurel de E , notée Str(E) est l'espace topologique sépa=-

ré quatient de R(E;) par la relation d'équivalence d'alignement.

3.2, THéORﬁhE. - Supposons que le structdrel de tout idéal principal de £ soit

universellement mesurable dans son compactifié de Stone—Cech. Alors pour que El

ait la puopriété de localisation, il suffit (et il faut) que E; soit profilé.

3¢3. Cas particuliers. — La condition de 1'énoncé précédent est réalisée lorsque

E est métrisable. Dans ce cas, le structurel de tout idéal principal de E est un
%3 [4]. Elle est aussi réalisée lorsque E est un espace de Dini a structurel lo—
calement compact. Dans oe cas, le structurel de tout idéal fermé de E est homéo-

morphe a une partie ouverte du structurel de E .

344+ Comne dans le paragraphe 2, il n'y a pas égalité entre la propriété de loca—
lisation et le fait d'@tre presque bien coiffé. La raison n'est cependant pas la
méme. Dans le cas présent, cela tient & ce cue le cBne El n'est pas nécessaire—
ment complet, et on ne peut pas affirmer que l'enveloppe convexe fermée d'une par—-
tie compacte de E; est compacte, slors que cette propriété est la principale mé—~
thode de construction de chapeaux de E; « Il y a cependant plusieurs cas ol 1l'éga-
1ité reste. D'abord lorsque E est tonnelé, car la proprieté des enveloppes conne-—
xes mentionnée ci-dessus reste vraie. Ensuite, il y a le cas ou la topologie de E
est plus fine que le topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes
de R(E;).. Ici il reste suffisamment de compacts équicontinus dans R(EL) , donc.
de compacts, dont l'enveloppe convexe fermée est compactes Enfin, il y a le cas ou
E est métrisable : Tout compact de R(El) est réunion dénombrable de compacts

équicontinus. Ici encore il y a suffisamment de compacts équicontinue dans. Ei;.
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