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Séminaire CHOQUET 1501
(Initiation & l'analyse) ]
15e annde, 1975/76, n° 15, 11 p. 19 février et 4 mars 1976

CAPACITéS INVARIANTES FAR TR.NSLATION

par Michel TALAGRAND

L'objet de ce travail est 1'¢tude, dans certaines situations, de l'ensemble des
points extrémaux d'un simplexe de mesures de Radon sur un espace localement com—
pact, qui sont invariantes par l'action d'un groupe localement compact. Le cas que
nous étudions plus précisément, celui des capacités, peut aussi se voir comme une

g¢néralisation naturelle du shift de Bernoulli sur {0 , 1} .

I. Préliminairess

On désigne par G un groupe localement compact, par m une mesure de Haar a gau-
che sur G , et par E un espace localement compact. Notons bien que ni E , ni G

ne sont a priori supposée métrisables ou dénonbrables a 1'infini.
On suppose que G opére sur E par une application
G x E -—= E
(3 s X) = geX

continue. L'élément g de G détant fixé, lfapplication x = gex est donc un ho—
méomorphisme de E o Notre objet est l'¢tuce du cbne & des mesures de: Radon > O
sur E qui sont invariantes par l'action de G , et de l’ensemble &(8) des points

de 3 qul sont sur des génératrices extrémales.de % + On munira & de la topolo-—
gie vague.

Désignant par %(T) 1'espace des compacts d'un espace topologique T , on dira

que G agit proprement sur E si la condition suivante est vérifiée
(AP) T Kex(E) , 3Lex(G): gédL=KngK=0,
Supposons (AP) vérifiée. Alors l'applicaticn 9y
G —=>E
g > gex
est propre, dant la mesure by 7 image de m par By o est bien définie.
Désignons par R 1la relation d'équivalence, définie sur ’5: x E par
(@ g x) R@", x') ==1 s €G X' = s.x
{av = A(s)

ol A désigne la fonction module de G . On montre, sans trop de peine, que (grice

a (AP)) l'espace topologique T =»g5:’x E)/R est séparé et Hocalement compact.e



15-02

Ceei étant, on a le résultat suivant, gui décrit complétement la situation s

THEOREME 1. - L'application
thE-,g
(¢ 4 x) = ¥

est compatible avec R et définit un homéomogphisme de T et g(3) « De plus,
53) v {0}

est fermé.

Il est naturel de se demander, dans le cas générali, quelles relations il y a entre
le fait que 3 possdéde une base compacte (resp. soit kien coiffée) et les propriétés

de l'action de G o Crest ce que nous.allons examiner maintenant..
Désignons par R' la relation d'équivalence sur E , définie par
XR' y==>=x &Gy ,
et par T' 1'espace topologique E/R . Lorsque (AP) est vérifiée, T!' est séparé et

localement compacte

ASSERTIONS 2. ~ Considérons les assertions suivantes

(a) 3 possé ne base compactes

(b) 1l existe un compact X de E tel que G.X =E .

(c) T' est compact.
(d) 3 est bien coiffé.

(e) Il existe une famille dénombrabge (Xn)n de compacts de E tels que
U G.X = E .
n n

(f) Toute partie discréte fermée de T' est dénombrablee

(g) T*' est dénombrable & 1'infini.

Ceci étant, nous avons les implications suivantes.

THEOREME 3¢ - (a) w (b) et (&) = (d) = (f) »
De plus, si (AP) gst vérifide, on a aussi
(2) => (b) === (c) et (g) == (e) = (d) = (f) .
Supposons de nouveau (AP) vérifiée. Puisque, grice au théoréme 1, on connait les
génératrices extrémales de 3 , il faut se demander quand un point de & peut se

représenter par une mesure sur T . Il n'y a pas en général de représentation canoni-
yue. Nous devrons nous contenter d'un résultat partielsiL'application

R x E
R X - E

(¢ y x) = x
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définit, par passage au quotient, une application continue de T = &(8) sur T'.
Supposons que cette application ammette une sélection continue ¢ : T' - &(J)

(Ce sera le cas si G est unimodulaire. Voir aussi le théoréme 8 plus bas).

Désignons par CC(E) 1'ensemble des fonctions continues sur E & support com—

act, on a alors le théoréme suivant
p )

7 N
THEOREME 4. - Pour toute mesure w de 3, il existe une unique mesure de Radon

v sur T' telle quq pour toute ¢ de CC(E) s On ait

wle) = [0 0(xe) aux)

En particulier, pour tout compact L de E , on a

(L) =JTJ' 8 (x) (L) du(x) «

De plus, la_correspondance ainsi définie est un homéomorphisme lorsque o et

l'espace M+(1‘)v des mesures de Radon >0 sur T sont munis de la topologie vaguee
L_espace Z

Nous allons maintenant traduire les résultats obtenus dans un autre langage, ce-
lui des capacités. Pour toute référence concernant les capacités, voir 1touvrage de
base de G. CHOQUET [1]. Voir aussi [2] pour des précisions concernant les théorémes

de représentation des capacités.

Considérons d'abord le cas des capacités monotones d'ordre infini sur E . L'es-
pace ¥(E) des compacts de E s muni de la topologie classique, est localement

compact. Etant donné un compact L de E , définissons
L={L'e%E); L'cL
c'est un compact de ¥(E) . Ceci étant, le rdsultat fondamental est le théoreme de

représentation suivant.

V4 AN
THEOREME 5 (CHOQUET). = A chaque capacité f » monotone d'ordre infini, sur E ,

correspond une unique mesure B Sur ¥(E) telle que, pour tout compact K de E,

on ait

£HK) = u(K) .

De plus, cette correspondance définit un homéomorphisme lorsque le cBne des ca-

pacités monotones d'ordre infini sur E et M+(3(E)) sont munis de la topologie
Yague.

Désignons par M le cBne des capacités monotones d'ordre infini sur E qui
sont invariantes par l'action de G , et par g7 1ltensemble des points de

qui sont sur des gémératrices extrémales de I .

Puisque G agit sur E , il agit naturellement sur %(E) . Le théoréme 5 montre

que la situation est du type précédemment étudié, au remplacement prés de E ‘par
X(E) .

LEMVE 6, - L'action de G sur E vérifie (AP) si, et seulement si, l'action de
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G sur X(E) wvérifie (AP).
Supposons désormais (AP) vérifiée, jusqu'au théoréme 8 inclus.
Etant donné un compact K de E, désignons par fK la capacité donnée par
fK(L)=m({t ; teK c L})
*
Soit R la relation d'équivalence sur R _x *(E) o définie par
(Q”K)‘R(Cf' !.:K')'Q—";HSQG {K':s.K
o' =4(8) «

Ces notations étant fixées, on déduit du théoréme 1 le théoréme suivant ¢

THEOREME 7. - L'application
N |
fi;x X(E) = m
o 9 K = OlfK

est compatible avec R , et définit, par passage au quotient, un homéomorphisme de

(B:xﬂi(ﬁ))/ﬁ sur &(m). . De plus, &(m y {0} est fermé.

Prenons par exemple E =G , avec l'opération de G sur lui-méme, définie par les
translations a gauche. On peut alors préciser les résultats des théorémes 3 et 4. Pour
celay soit ®' la relation d'équivalence sur %(E) , définie par

KR Kle=s31seG, Kt = s.K &

Désigmons par K 1la classe d'équivalence dtun compact K , et par © 1'espace to-
pologique localement compact ¥(E)/R «

Pour un compact K , désignons par I la capacité
-1
9y = SUP o b (s).fK o
Elle ne dépend que de K .

Ceci étant, on a le théoréme suivant.
THEOREME 8.

1° M posséde une base compacte si, et seulement si, G est compacte

2° T est bien coiffé si, et seulement si, G est dénombrable 3 1'infiniie

3° Pour toute f de M, il existe une unigque mesure de Radon y sur U telle
que:

£ (L) =JU g¢(L) dv(K) pour tout compact L de G s

De plus, cette coreespondance définit une homéomorphie lorsque M et M*(U) sont

munis de la topologie vagues

Considérons maintenant le cas des capacités alternées d'ordre.imfini sur E o Soit
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$(E) 1l'ensemble des fermés non vides de E . Etant donné un compact L de E-,

définissons
Li={Fe8E)s; FnL#ZD .

Plagons sur $(E) 1la topologie usuclle (une: base de voyisinages d'un ferm? F
est constitude d'ensembles de la forme (El Aeeenl nL™ sQUy pour 1 = 1 gy P o
[o]
FnlL #O ,etol FnL=0 ). Pour cette topologie, L est compact. On a le

résultat suivant, analogue du théoréme 5, et également dl a CHOQUET.

THEOREME 9. - A chaque capacité f alternée d'ordre infini gur E correspond

une unique mesure de Radon | sur S(E) telle que, pour tout compact K de E , '

on ait
£(K) = u(K)

De plus, cette cormespondance définit un homéomorphisme lorsque le cdne des capa-

cités alternées dlordre infini sur E, et M+(3(E)), sont munis de la topologie

vague.
Désigrgons par @ le cdne des capacités alternées d'ordre infini sur E qui sont

invariantes par ltaction de G , et par &(®) 1'ensemble des points de & qui
appartiennent a des génératrices extrémales de d .

G opére de fagon naturelle sur &(E) , de sorte que l'étude de ( revient, gré-
ce au théoréme 9,acelle d'un cdne de mesures invariantes. Mais, et c'est 1la que les
choses deviennent intéressantes, l'action de G sur SE) ne vérifie (AP) que si
G est compact. Le cas ou G est non compact et ol l'action de G sur E vérifie
(AP), est suffisamment précis pour qu'il y ait “eaucoup & dire, tout en étant infini-
ment plus riche que le cas traité pa» le théorépc 1. Clest l'étude de ce cas qui
fait l'objet des paragraphes suivants. Avant de l'aborder, et pour conclure le pré-
cédent paragraphe, terminons—en avec le cas o G est compact, ce qui est mainte-
nant affaire de routine.

Désignons par R la relation d'équivalence sur &E) , définie par
FRF*a=23 s e€G, F' = s.F

J

( G étant compact, la fonction module vaut identiquement 1 ).

Etant donné un fermé F de E , soit fp la capacité sur E donnée par
F(L) =m({t € G5 (t.F)n LAMY
pour tout L de X(E) . Ceci étant, on a le résultat suivant.
THEOREHE 10. ~ L'application
3(E) ~>d
F > e
est compatible avec R . L'application de ‘Ei x (6(E)/R) dans & que l'on en dé-

du.t ’ . * B
it est un homéomorphisme de R x (35(E)/R) sur &(@) . De plus, &) U {0} est
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fermé.

11, Cagacités invariantes : premiers résultats.
(Y a e a e a oo avaV oS ol an oV W oW oV o g

On suppose désormais G non compacts Par capacité sur E , on entendra maintenant

"capacité alternée d'ordre infigpi sur E invariante par l'action de G ". L'on s'au-

torisera tout abus de langage possible en identifiant une capacité et la mesure sur

S(E) qui la représente.

On suppose que l'dction de G sur E vérifie (AP) uniquement lorsque il en est

fait mention ,

Une capacité f sur D sera dite bornée ou non bornée suivant que SUPKcE £(K)
est fini ou non, c'est-d-dire suivant que la mesure représentative de f est bornée

OU NONe
La proposition suivante, conséquence facile du théoréme 3, est ytille pour montrer

que & posséde des éléments extrémauxe

PROPOSITION 11, - @ possede une base compacte si, et seulement si, il existe un
compact X de E tel que G.X =E .,

, Supposons que l'action de G sur E vdérifie (&P). Alors, étant donnés deux com=—
pacts K et L de E, l'enmemble {t €G j; t.Kn L #PfZ} est compacte On peut
donc définir la capacité fK par

fK(L) =m({t €G; t.&KnL#fZ} .

*
Soit R la relation d'équivalence définie sur ’5+ x ¥(E) par

(@ yK) R(a' y K') =135 €G §K'=s.l<
(oz' =A(s) «

On a alors le résultat suivant, qui montre que la situation est beaucoup plus com-
pliquée que dans les cas étudiés dans le paragraphe 1.

THEOREME 12.
(i) L'application
¥*
R x%(E) - a

est continue et & valeurs dans &(&) « L'application guotient n'est pas un homéomor—
Ehi Smee

(ii) Il existe un élément de &(d) non borné qui n'est pas de la forme of

K [ ]
Dans la deuxiéme assertion de ce théoréme, on précise "non borné", car nous verrons
plus tard (théoréme 20) qu'il y a beaucoup d'éléments extrémaux bornés. La démonstra—

tion est assez technique, mais se simplifie beaucoup, quand G est moyennable, grice
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au théoréme. 24 et au fait que l'ensemble des points extrémaux d'un convexe compact

est fortement tamisable.

III. Construction et exemples de capacités "extrémales" (1).
et et ala e e aael e e e e ate ot et et e o 8 o L St i A A N e e e e e

Nous allons tout d!abord étudier une méthode permettanc de construire des capaci-
tés extrémeles a l'aide d'éléments extrémaux d'autres cdnes (cbnes de mesures, de

capacités, etce)e

Revenons a la situation du groupe G opérant sur un eSpace E , et soit | une
mesure de Radon sur E . On dit qu'un ensemble [ -mesurable B est p—invariant,
si, pour tout élément t de G , Ba(teB) est localement p-négligeable. L'idée

du lemme suivant est bien classique en théorie ergodique..

LEMME 13s - Soit w €3 « Les conditions suivantes sont équivalentes 3

(i) u est dans &3) .

{ii) Pour tout ensemble -mesurable, B , qui est p-invariant, soit B , soit

Cc

B” , est localement p~négligeable.

Ce lemme est la clef du théoréme suivant.

THEOREME 14. - Soient E, et E,

G opére continliment. Soit By € &%81) . Soit D

dee: espaces localement compacts sur lesquels

un sous—ensemble de E1 qui est

7
um~mesurable et inveriant par l'action de G . 8oit ¢ wune application de D1 dans

E2 s vérifiant les propriétés suivantes :

- ¢ gcommute avec l'action de G .

- @ est mesurable lorsque E est muni de la tribu des ensembles M1-mesurables

1
et E, de sa tribu de Baire.

-~ Pour tout K compact GS de E2 s ON a “1(¢-mQK)l <+

Alors la mesure imsge ., de wy, bar ¢ est définie. et appartient & 8@52) .

N

Lorsque E2 est métrisable et dénombrable & 1'infini, la preuve est & peu pres
immédiate. Dans le cas général, il y a quelques complications techniques, mais
standards,

Le théoréme 14 est la base du théoréme suivant, qui nous intéresse plus directe-

mente

THEOREME 15. - Soient E et E' deux e8paces localement compacts sur lesquels

G opére continlment. Soit p wun élément de &(&".. Soit h wune application de

¥(E) dans l'ensemble des parties p-mesurables de E' , de mesue finie, qui commu-

te _avec l'opération de G , et qui vérifie, pour tous compacts K et L de E 3

h(K u L) = h(K) u h(L) .

1 . . . . ‘s
(') Par abus de langage, nous dirons parfois extrémale au lieu de "sur une généra-

trice extrémale",
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Alors l'application f , définie par
f(K) = ianCf,,LEK(E) p(m(L))

est une capacité extrémale.

Ce théoréme a pour corollaire un certain nombre de récultats analoguesou l'on dé-
finit Wne capacité & partir dtobjets divers (capacités, applications alternées d'or—
dre infini, valuations) qui peuvent se représenter par des mesures (voir [2]). Il

serait fastidieux de les énoncer, aus$si allons-nous donner des exemples concretse

Exemple: 16. - Prenons E = G , et supposons que G ne soit pas unimodulaire. Il
existe alors des fermés F non compacts de G tels que, pour tout conpact K de
G, on ait m(KF) < ® (Par exemple F = L§=1 £, ou A(t) <1 )¢ Alors 1'applica—
tion K —» m(KF) est une capacité extrémale. De plus, si m(KF) = om(KF') pour
tout K, alors il existe s € G tel que F=F's et A(s) =q «

Exemple 17. — Supposons G discret et infini, et toujours E =G .

Soit A un compact, et A une mesure » O de masse 1 sur A . Munissons

B =«AG de la mesure produit |, . Le groupe G opére canoniquement sur B par l'ap—

plication (shift)
(t, (as)seG) - (ast)%G .

La mesure |, est invariante et extrémale dans l'ensemble des mesures invariantes.

Ainsi, si M est un ensemble mesurable, l'application
U .
KG) = R
est une capacité extrémale.
Exemple 18, = Soit H un groupe localement cor: ct opérant sur E , et 9 un

homomorphisme continu de G dans H , tel que 6(G) = H . Cet homomorphisme définit
une opération continue de G sur E . Scit L un compact de E , et g une capa—

cité extrémale de CIH (ensemble. des capacités alternées d'ordre infini sur E in-
variantes par l'action de H ). Alors l'application

K = g(g(K).L)

est extrémale dans }e cbne a(S .

Supposons maintenant E =H , et g =y une mesure de Haar 3 gauche sur G « On
peut montrer alors que la copacité K = y(¢c(K).L) admet une écriture canoniques.
Flus précisément, il existe un compact L' de H tel que y(o(K) L) = y(a(K) L)
pour tout compact K de G, et que y(0(K)«(d nL')) >0 dés que l'ouvert ©
rencontre L' et que K # @ . Réciproquement, si L' et L" sont deux compacts
de H vérifiant la propriété precédente, et tels que, pour tout compact K de G,

on ait

v(0(K)eL")= au(a(K)oL")
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alors il existe t €H tel que L' =L"1t et o= Aﬂﬁt) .

Il serait intéressant de trouver d'autres cas d'une telle écriture canoniques

Exemple 19. - Soit é le compectifié de Stone—ééch de G . C'est un compact, sur
lequel opere G . Supposons qu'il existe sur G une probsbilité  invariante par
ltaction de G (on dit alors que G est moyennable. Voir [3] pour une excellente
introduction aux groupes moyennables). L'ensemble de ces probabilités (on les appelle
des moyennes) forme alors un simplexes Supposons que y soit un point extrémal de 02

simplexes Soit F wn fermé de E . Alors la fonction de compacts

K > infy_ov(ft €Gy tnF? 21+

est une capacité extrémale.

Cet exemple est trés important, car il admet une réciproque partielle (voir théo=~
réme 25).

Voici maintenant une méthode complétempent différente pour construire des capacités

extrémales.
/ N
THEOREME 20, - Soit f wune capacité sur E vérifiant la propriété suivante @

]
Ji=1 ORI o _G_'E (Ki) i=1 PR o
tout réel e > 0, il existe un point ¢ de G el gue

de compacts de E et

(P) Pour toutes familles finies. (Ki)

t) 1 -—
£(K, U tKE) 3 £(K) + £(KE) — ¢

—f (K)

Alors g K-—=1-¢ est une capacité extrémale.

Lorsque (AP) est vérifiée, les capacités du type fy vérifient (P)e

Lorsque G est moyennable, le théoréme 2C peut &tre précisé. Avec les mémes nota—

tions, nous avons le résultat suivant :

THEOREME 21. - Supposons G moyennable. Alors les conditions suivantes sont équi-
valantes.

(1) f yvérifie (P).

(ii) Pour tout compact K de t et tout réel ¢ > O, il existe un point f de
G telque f(Ku tK) »2f(K) = ¢,

(iii) f ne majore (au sens de @ ) aucune capacité bornée.

(11ii) g est extrémale et SURK e (E ) g(K) = 1.

PROPOSITION 22+ — Supposons G et E métrisables, et E dénombrable a 1'infini.
Alors, s'il existe un élément de @& borné, il n'existe pas d'eneemble analytigque de
5(E) qui mfcontre chaque classe d'équivalence modulo l'action de G en un point
unique ( 2) .

2 . . .
(%) I1 y avait une erreur dans notre démonstration, et nous ne savons prouver que
le cas ou G est discret et agit proprement sur E .
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Dtapreés les résultats précédents, cette situation egt réalisée dés qu'il existe
un point x de E tel que ltapplication t -> tex de G dans E soit propre.

Lorsque G est discret, on peut méme remplacer "analytique" par "universelle-

ment mesurable" dans 1l'énoncé de la proposition 21.

IV. Etude plus fine dans le cas ou G est moyennable.
Lt e e e o S Y e e e e e ol

e e el ate aaratataa e

On suppose désormais que l'action de G sur E vérifie (AP).

PROPOSITION 23, - Prenons E = G . Supposons gue l'ensemble des capacités de la

forme gf,, soit vaguement dense dans & . Alors G est moyennable.

K

Le théoreme suivant est bien surprenant.

THéOREWE 24, - Supposons G moyennable. Alors, pour tous COmpacts L1 g oo g L.n
de E , tout élément f de d , et tout réel ¢ >0 , il existe un réel ¢ et un
compact K de E tels que

‘f(Li)—@fK(‘Li)lgg , 121,22, eee 5N e

En particulier, l'ensemble des capacités de la forme aﬁK~ est vaguement dense

dans &

Dans la preuve de ce théoréme, la moyennabilité de G s'utilise a travers ha
condition de FOLKNER (Voir [3]).

Ce régultat implique en particulier que &(A) est dense dans @ .« Quand E
est métrisable et dénombrable a l'infini, % est métrisable, et &(&) est un
G6 dense de d , ce qui laisse bien peu d'espoir de pouvoir en déterminer les élé-
ments.

Désignons par B l'ensemble des capacités de & , telles que leur mesure repré-
sentative ait une masse < 1 . C'est un simplexe. Soit &(®) 1'ensemble de ces
points extrémaux. Il serait intéressant de savoir si &(B) est dense dans ® . La
difficulté provient de ce qu'on ne connait pas de famille agsez "riche" d'éléments

de &(B) » On a quand méme le résultat partiel suivant.,

/ \
THEOREME 25, - Suppososs que G soit de la forme R" x H s U H est un groupe

localement compact possédant un sous—groupe distingué compact H!' , tel que le

quotient H/H' soit abélien, discret et semi-simple. Prenons E = G ., Alors l'en—--

semble des capacités de la forme

K = ., (m(K)L),

ou G' désigne un guotient compact de G , de mesure de Haar normalisée My 9 ou

m désigne l'homomorphismm canonique, et ou L désinne un compact de G', est

dense dans Bm (et est contenu dans &{8) d'aprés l'exemple 18).

Voici maintenant la récipfoque partielle de l'exemple 19, annoncée plus haute

N
THEORELE 26. - Supposons G et E dénombrables 3 1'infini, G moyennable et E
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métrisable. Il existe alors un fermé F de E tel gue, pour tout f de &, il

existe une moyenne y ¥Eérifiant, pour tout compact K de E

v

£(K) = infy ov([T€G 7 GLAT z7%) .

De plus, si f est extrémale, on peut choisir y extrémale.

I1 serait fort intéressant d'obtenir un résultat analogue concernant les capacités
non bornées. Il faudrait pour cela posséder des outils assez fins de théorie esgodi-

que, qui n'existent pas encore. (Espérons que c'est pour bientdt !)

Dans un tout autre ordre d!'idées, il est soumaitable d'obtenir une caractérisation
des capacités de la forme afK daps 1'epgemble des capacités extrémales. Supposons
que G opére transitivement sur E . On a alors E = G/GO o Gy o dtaprés (AP),
est compact. Soit m' wune mesure invariante de t « Ceci étant fix¢, nous avons la

caractérisation suivante :

THEOREME 27. — Supposons G movennable et unimodulaire (et E = G/GO Yo Alors,
pour une capacité f de d les conditions suivantes sont équivalentes

(1) Il existe ¢ > 0 tel gue, pour tout compact K de E , on ait
£(K) » et (K)

(ii) La mesure représentative de f charge {Fp: Lc X} pour un certain compact
X de E.

En particulier, si f est extrémale, la condition (i) équivaut au fait que f soit
de la forme of ( L compact de E ).

Dtaprés l'exemple 16, on voit qu'il est nécessaire de supposer G unimodulaire.

Mais est-il nécessaire de supposer G moyennable ?
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