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(Initiation & l'analyse)
1Be année, 1975/76, Communication C12, 9 p. Juin 1976

étUDE DE CERTAINES TOPOLOGIES SEMI=-VECTORIELLES

4
par Frangois APERY

Le but de ce traveil est de prouver qu'une topologie définie sur un'E?espace;vesub
riel de dimension finie, invariante par translation, séparée, et admettant une base
de voisineges de O équilibrés et absorbants, est compatible avec la stucture d'es-
pace vectoriel. Ce résultat est faux si on ne suppose pas la topologie séparée. Ces
propriétés définiront une classe de topologies, dite classe ¢ , contenant la classe
"0 introduite par LELONG dans [3]. Nous donnerons un crit&re d'appartenance a la

classe { qui rectifiera la proposition 3 de [3].
E designera un R—espace vectoriel, T une topologie sur E , et A\E) llensem-

ble des sous—espaces de dimension finie de E «

DEFINITION 1. = T est dite semi-yectorielle si T est invariante par transla—

tion et si elle induit une topologie vectorielle sur chaque sous—espace de dimension

finie de E .,

La plus fine des topologies semi~vectorielles sur E est la topologie finement
ouverte définie par
Te ={Qc<E; yMenlB), GnMe IM}
ot T, désigne la topologie vectorielle séparde sur M o KABUEANI et KLEE montrent

M
dans [1] que T est vectorielle si, et seulement si,

dim E < %y .

LEMVE 2. - On _suppose que T ®@st séparée, invariante par translation, et admet

une base de voisinages de O symétriques. On suppose de plus que, pour un M € A(E)

donné, la trace Ty de T sur M est vectorielle., Alors M est fermé pour T .

Preyve. — Soit Xy € ET, et soit v un voisinage de O ouvert symétrique tel que
e —
v nl

M soit cempacte On a

imy s myel rm(xo + V) 3

on pose Vo =My +V e v. étant symétrique, on a Xq € VO s et T étant invariante

par translation, Vo € T « Soit ¢ un ultrafiltre plus fin que la trace du filtre
T . T '
dés veisinades de 40 suxr U N M “« Vg n o est compact, dcrue ¥ coaverge

T
N T e . .
vers  x, € Yo nM y ¢t T Ctant siperde X4 '=—xC , donc Xp e M .

L'ut.lité de ce lemme vient de ce que T K n'est pas nécessairement uniformisable,
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comme le montre l'exemple suivant.

Soient E et F deux Erespaces vectoriels en dualité biséparante, et soit ©
une topologie localement convexe séparée sur E compatible avec la dualité, on note
Gf la topologie la plus fine sur F coincidant avec o(F , E),, sur les ensembles
Z—équicontinus de F o Bans (2], pe 270, KBTHE montre que Gf est invariante par
translktion, séparée, et admet une base de voisinages de O équilibrés et absorbants.
Dans [4], VALDIVIA construit un exemple ou Gf n'est pas reguliére, donc non uni-

formisablee

On note Ae 1'union des intervalles ouverts symétriques contenus dans une partie
A de E,

LEMVME 34 = On_suppose que T est invariante par translation et admet une base de

voisinages de O équilibrés. Soit M wun hyperplan de E . Alors M est fermé pour

T ,si, et seulement si, il existe une forme linéaire continue f sur E , telle que

ker £ =M o

*
Preuve. - Soit M wun hyperplan fermé, et f € E tel que ker f = M . Soit Xq € E

tel que f(xo) >0,o0ona E\MeT, et T étant invariante par translation

(E\M) - %, € T

0 e (E\M) - x5 «
T admettant une vase de voisinages de O équilibrés, ((E\M) —-xo)e est un voi-

sinage de O , or
Xg, * ((E\M) - xo)e'=:QE\(M - XO))e,+ xg = {y €E : £(y) > 0} ,

donc {y € E, f£(y) >0} est un voisinage de chacun de ses points, c'est donc un

ouvert, et f est continues

LEMME 4. - Si T est invariante par translation et admet une base de voisinages

de O équilibrés, alors il en est de méme de la topologie guotient de E/M pour

tout sous-espace M de E .

Ce résultat est évident,

DEFINTION 5¢ ~ On dira gue T est da la classe T si T gst invariante par

translation et admet une base de wisinages de O équilibrés et absorbantse.

LEMME 6o - Si T est de la classe T, T est moins fine que la topologie fine-

ment ouverte Tf .

Preuve. - Il suffit de démontrer le résultat en dimension finie.

En dimension 1, il est vrai, et on le suppose vrai en dimension inférieure ou

égale a n ., On se place dans le cas

dimE =n+ 1«
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Soit ||«|| une norme sur E , et £ la sphére unité associée. Soit ( un voisina—

ge T-ouvert de O , on pose
3 (x) = int{{n] 5 Az £ Q)
et on suppose que
inf{jQ(x) ; xeyx} =0Q

£ étant compacte pour la norme ||+ , il existe une suite (y ) de ¥ et

n’nz0
Xq € T tels que

.l 3 = ') .ll |1’ —— x = (’
1 nn—-»w JQ(YI‘X) » 1 N0 !‘ n d' '
T étant de la classe T s ON a

AUeT, OclU, Usaq,

{

BXg =Xy Xgs M AO, x el

Soit H un hyperplan vectoriel ne contenant pas Xy e La topologie T étant in-

variante par translation, d'aprés l'hypathése de récurrence, la trace de T sur

H + X, est moins fine que la topologie de la norme ||| + donc

1e¢>0: {xeH+ Xy 3 i|x - xm” <egeclUn (H+ xl) .

On note Dn la droite vectorielle passant par Yy, 0 et {zn} = Dn n (H + xm)
quand D0 (H+x,) #8 « On 2 alors

DN (H + x1) D
AN: n M= { et
2, = x4l <
donc
n>N==z el
et coome: U ¢ Q, s on a
n>N== JQ(Zn) > 1

ce qui contredit lim

o JQ(Yn) = 0 , donc

inf{%oﬁx) 5 xeg} =g>0
et

Hx) s ||« 1)< QS Q.

PROPRIETE 7. - Si T est de la classe T Séparée, alors T est semi-vectorielle.

Preuve. - Il suffit de démontrer le rcsultat en dimension finie. La propriété est
vraie en dimension 1, on la suppose vraie en dimension inférieure ou égale a3 n , et

on se plaee dans le cas ou dimE.=n + 1,
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Soit E = M@ N une décomposition en somme directe algébrique de E , ol
dim jj=n .

Dtapres le lemme 2, M est fermé pour T ety d'aprés les lemmes 3 et 4, la topo-
logie quotient de E/M est vectorielle séparée. La projectionisur N paralléle-
ment a M

TT Y
E ——£>-N
est donc continue et par suite l'applization coordonnée:

n+1.
E >R ’

suivant une base de E 4 est égakement continue, ce qui montre que la topologie

vectorielle séparée sur E est moins fine que T , et d'aprés le lemme 6, on a

Si T n'est pas séparée, la propriété 7 n'est plus vraie j; en effet, si on pose

Z . s s .
E =R, et si @ désigne l'ensemble des bandes verticales

~

2
UX,Y)EE ;lx~a‘<e},a€E, e >0

ou l'on a enlevé un nombre f ini de demi~droites verticales,

alors @ est une base pour une topologie T invariante par translation et admet-
tant une base de voisinages de O équilibrés et absorbants .Il est aisé de consta-
ter que ltaddition (x , y) == X + Yy n'est pas continue quand E est muni de la

topologie T .

La raison essentielle en est que, pour un voisinage de O ouvert ¢ , Qg n'est

pas nécessairement ouvert.

On peut appliquer la propriété 7 & la class2 ¢ dont voici la définition.

DEFINITION 8. - T est dite de la classe (¢ si les applications

X ==X + a

{

(A, x) = Ax

sont continues,
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~

La propriété suivante a comme conséquence que la classe T contient la classe ¢.

PRORRIETE 9, - T est de la classe ¢ si, et seulement si, T est invariante

par translatior et admet une base @® de voisinages de O équilibrés, stable par

homothétie non nulle, telle gue s

(a) vxeE, yBeg, iB €@, 3e¢>0: B'+)J—¢ex, ex(cB.

PREUVE ..

Condition suffisante : lLes voisinages de ® é&tant équilibeés, l'application

()\ 9 X);' - )\X
est continue en (0O , O) « Soit Xo.# Q, et O un voisinage ouvert de O , oma
1iBeB ¢« Be

et @' étant stable par homothétie, B/Zxo € @, de plus
i AB: _
In =2l < Il = T Q

donc l'application (A , x) = AXx est continue en (xo_, 0) pour tout Ao réel.
La condition (g) implique la continuité de 1'application (A , X) => x + Axy en

(0, 0) , dfautre part les translagions sont continues, donc l'appbication
— - X =
(A x) = Ax xo) + (A AO)xO * N Xg = X
est continue en (A » X4) 3

Condition nécessaire : La continuité des translations et de ltapplication

(L, Xx) = \x

entraine celle des applications (A , x) == X + Aa , ce qui donne la condition (a).

Nous allons donner maintenant deux exemples de topologies qui vérifient certaines
conditions de la propriété 9, et qui ne sont ni de la classe ¢ , ni de la classe

T e

Exemple 10. - On ceisidére les groupes topologiques quotients
¢
b

B —'—'95/1_1,%,‘ p,>0,

et on définit T comme la topologie initiale des morphismes P, * Les applications
(A 4 X) = x +2a sont continues, et T est une topologie de groupe, séparée, sur
55 » mais aucun voisinage de O n'est borné, dmnc le seml voisinage de O équili-

bré est R, et T n'est pas de la classe T «

Exemple 1le = On suppose dim E = “p » et on note (eo ) @y 5 wee g @ ees) UNE

n
base de E . On définit l'application E —2— RY par

i
ol o) = —
alx eh) 2n.’
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n
x A1 2 e = 5(x) = supnjxn| ’
au xn est la composante de x suivant en .
On pose

NGx) = a0f(Z By Hy v =

N>0, NO) =0, Nx)=N-=x)
Lim N(gx) =0, N(x +y) g N(x) + N(y) 3

soit x #0 , on suppose

i N N | mo i
1(y )11§i‘ v 3= ¢y < 2k i Z:L=']s Y= X
alors
i 1
- sup_ly| < i
Vi, 1‘Si\<mf,‘ Qu.
i i P
Y =4 2 e P. 2 k -
p; &
On pose
i
o = Z§ ? B =Zy
sup_| i1 <= ' 2pi e .3
(ol <59t ez e
. !
I={1<j<nm; sup |Y§| N ;iﬁ
om a
-~ - i = i
o _Eﬁ(gjel.yn).en g o = ZjeI Yy o
o
5 J ) < b
lo, | < sesival ZJ-EJ; 2(y”) <k
donc

Supn|dn‘ < ;% ’

o x =g +8 , et en prenant k suffisamnent grand, et en raisonnant sur les com—

posantes de x , ona x £y +p , donc

N(x) 20 «

Finalement la topologie T , définie par N sur E , est une topologie de groupe

sém rée. Soit M e A(E) , alors
i ng nzny == e £ M,

soit x e M tel que N(x) < —%— y alors
2 0
i ' s el < mo i
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avec

: . . . i
Or e ¢ M, donc on peut supposer, en supprimant éventuellement certzins Yy
i
dans la décomposition de x , que

. i i
i, odpniynl <o
donc
i i i T
e b= 2y vl < 2l < 2y 6 < g
donc.

supn|xnl < ;‘56 .
Réciproquement, on a
(
N\X) S Supnlxnl 9

donc les suites qui tendent vers O dans M , pour N , et pour la norme supnlxnl,
sont les mémes ; par suite, les topologies corresponcantes sont identiques. Finale-

ment ,
T est semi-vectorielle .
D'autre part, on a

. n
- lim_ N(2 .en) =0,

SO N

_lim — =0,
m—an

et N(ehL = 1, donc l'application (A , x) => Ax n'est pas continue en O , et

T n'est pas de la classe 7 &«

Application & 1'étude des convexes compacts d'un espace vectoriel topologique. —
Nous allons donner un procédé de construction d'une topologie de classe T a partir

d'une topologie vectorielle. Ce procédé utiiise les convexe8 compacts d'un e. Ve te,

et peut trouver une application dans le théoréme de Krejn—#iil'man. On pose
? = {Q <Egj; v K convexe , T-compact, 3 Q'eT, QnK=g"n K} .

T est la topologie la plus fine ayant les mémes convexes compacts que T « Si on
note ® lt'ensemble des parties conveszes équilibrées absorbantes de E , et
T& ={Q<Es vxeu, 3BeB, B+xcQ} .

Tw est la topologie localement convexe la plus fine sur E . On a T =-Tf s C€
W

qui montre que si T est vectorielle séparée, T n'est pas nécessairement vecto-

riellee.
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PROPOSITION. 12, - Si T est vectorielle séparée, T est de la classe T sepa-

Téee

Preuve. ~ T est invariante par translations et séparce. D'autre partg tout
segment (- x 4 X} est convexe T-dowpdlct, donc. les iﬁuoisinages de O sont absor-
bants. De plus les homothéties x -=> Ax sont T-continuese Soit Q € T y O €
et soit K wun convexe T-compact non vide. On pose K' = conv(KW - K) enveloppe

convexe de KI - K , K' est un compact équilibré convexe, donc
HQ!E.B’, Oeq': Q'OZK=QO2K,
donc

Q. n (2K'). =g

." .
o o n (2K*) 3

D -

or KgK'g¢ (2K')e , donc.

0. nK=0

' K o
e e n 9

oxr Qé € T 4, donc on a Q€ T s ce qui montre que T admet une base de voisinages
de O équilibrés.

En utilisant la topologie T on démontre la propriété suivante ¢ si T est vec-—
torielle séparce, et si pour tout x # O , il existe un hyperplan vectoriel H ne
contenant pas x et intersectant tout convexe compact suivant un compact, alors le
théoréme de Krejn-Mil'man est vrai pour T (tout convexe compact est l'enveloppe

fermée de ®es points extrémaux).

Ge CHOQUET m'a fait remarquer que sans utiliser la topologie T on pouvait démon—

trer la propriété begucoup plus générale suivante s

PROPOSITION 13. - On_suppose gue tout point x de E admet une base de T-voi~

sinages ¢étoilés en x et que, pour tout convexe T-compact K et tout couple

(x y y) de points distincts de K s 11 existe un hyperplan affine séparant stric—

tement x et y , et dont tous les translatés coupent K suivant un compacte

Alors T verifie le théoréme de Krejn-Mil'mane

*
Preuve., - Soit K wun convexe T-compact de E et 4 € E . Supposons
(a + ker g) A K 5 T-compact, y a €E ,

et soit x , y € K tels que 2(x) < z(a) < 4(y) , alors il existe un voisinage V
de x étoilé en x tel que

Kn Ve {zekK;s(z)#a(a)}

orr K0V est étoilé en x , donc
KnVe{zekK; 4(z) <z(a)} ;s

par suite {z € K; 4(z) <4(a)} et demme {z eK; 4(z)>4(a)} sont des
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ouverts relatifs de K « a étant choisi arbitrairement, 4 est continue sur K .
Donc une forme linéaire est continue sur K si, et soulement si, tous les translatés

de son noyau coupent K suivant un compacte

On note FK l'espace vectoriel des formes linéaires continues sur K . D'apres
1thypothése, la topologie faible o(E , FK) est séparée sur K , or sa restriction
a K est moins fine que la restriction de T a K qui est compacte, donc K est

compact pour la topologie localement convexe ¢(E , EK) « On a finalement

G(E QPK) T

K = conv(g (K)) = conv(E (K)).

o &(K) désigme l'ensemble des points extrémaux de K .
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