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Séminaire CHOQUET 1=01
Initiation a l'analyse
15e année, 1975/76, n° 1, 6 p. 23 octobre 1975

SUR LES FONCTIONS AFFINES
QUI VERIFIENT LE CALCUL BARYCENTRIQUE

par Michdle CAPON

1. Position du probldme et définitions.

Rappelons le probldme qui a été posé dans [1] @

Etant donné un convexe compact K , on notera 8(K) 1'espace des fonctions qui
vérifient le calcul barycentrique sur K , BQ(K) 1l'espace des fonctions qui sont
de clagse de Baire ¢ sur K , et ﬂd(K) 1l'espace des fonctions de classe affine

o sur K,
On a évidemment toujours ﬂa(K) c (BQ(K) n 8(K) pour tout ordinal o .
On se propose de chercher une inclusion du type
C L]
BO[(K) n 8(x) ay(K)

~ Nous allons rappeler les résultats de [1], et en donner de nouveaux qui donnent
des réponses dans certains cas particuliers. Nous traiterons également le cas de

(O ’ 1)5 » qui a de nombreuses applications,

2. Méthodes qui permettent de simplifier le probléme.

La proposition suivante est démontrée dans [1], et permet de ramener le problime

a un convexe compact métrisable.

PROPOSITION 1. = Soient K un convexe compact, et f un élément de @a(K)nQ(K).

11 existe un convexe compact métrisable Y , une surjection affine continue ¢ de

K sur Y, un élément ¥ do 8 (Y) n8(Y) tel que Top=f.5 K estun

simplexe, Y est aussi un simplexe.

La seconde proposition va nous permettre de supposer que K est un convexe com-

pact symétrique.

'PROPOSITION 2, - Soit K un convexe compact plengé dans A'(K) , soit f um

élément de Ba(K) n 8(K) , alors le prolongement canonique de f a

B = conv(K U = K)

t 4 9 .
est un élément de Bl+u(B) n 8(B)

Démonstration. — Considérons le triplet (Y , ¢ s ¥) donné par la proposition 1,

Notons encore ¢ la surjection affine continue de A'(K) sur A'(Y) qui prolonge

P o
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Soit F 1le prolongement canonique de f & B = conv(K u - K) .

~

Soit F le prolongement canonique de f & 2
F-’-’ﬁu(po

conv(Y U = Y) . On a évidemment

Il

I1 suffit donc de montrer que F est dans Bl+a(Z) n $(2) . Toute mesure maxima~

le sur Z étant portée par (Y U = Y) , il est facile de voir que F vérifie le
calcul barycentrique maximal sur Z . Or 2 est métrisable, donc F vérifie le
calcul barycentrique sur 2 .

D'autre part, considérons la surjection h de (0, 1) x Y x Y sur Z » donnée

par
hA y x4 y) =k = (1=-\)y.
Soit s une section de premidre classe de Baire de h

s(z) = (A (z) , () , y(2)) .

On peut écrire :

F(z) = A(z) fx(2)] - (1 = A(z)) Hy(z)] .

On vérifie aisément que le second membre est une fonction de classe (1 + a) au
plus.

3. Résultats obtenus par ces méthodes.

Rappelons les résultats obtenus dans [1].

THﬁORﬁME 3s = Pour tout simplexe S , on a QI(S) n Q(S) Cidd+1(S) .

THﬁORﬁME 4e = Soit K un o~polytope (au sens de PHELPS [4]), alors

(x) .

aad(K) n 8(K) < awl

THEOREME 5. — Soit K 1la boule unité du dusl d'un espace de Lidenstrauss, alors
(k) < a .
aaa(K) n 8(k) w_l(K)

THEOREME 6e - Soit S un simplexe, et soit K un sous convexe compact de S

tel que A'(K) soit complémenté dans A'(S) , alors :
8 (&) n8(x) = d (x) .

14041

Démonstration, — On peut identifier A'(S) a un produit

A'(S) = a'(K) x B .

Notons B 1l'enveloppe convexe de (K U - K) , et E1 la boule unité de R .

En remplagant S par kS, on peut supposer que S est contenu dans B x E1 .
Soit f un élément de @u(K) n 8(K) . D'aprds la proposition 2, le prolongement
canonique de f & B est dans @1+Q(B) n 8(B) . Nous le noterons encore f .

Posons F(x , h) = f(x) pour tout (x , h) € B x B, . Il est aisé de vérifier que

1
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F est un élément de lBl_’u(B x El) n 8(B x El) , donc FIS est un élément de
® +U(S) n 8(S) . En appliquant le théordme 3 au simplexe S , on en déduit que Fls

est de classe affine (1 + o + 1) sur K .

Définitior. -~ Rappelons que K est un PB~polytope &1 sens de Phelps s'il existe

un simplexe S et des fonctions (hi)i<n affines continues sur S , telles que
= {X € S hl(X) = hZ(X) = cee = hn(X) = O} .

PHELPS a démontré que A'(XK) est alors un sous-espace complémenté dans A?(S)
L4].

Nous pouvons donc énoncer le corollaire suivant.

COROLLAIRE 7. - Soit K un B-polytope, alors

asa(K) n oK) ca (x) .

1T+or+l

4. Cas particulier de (0 , 1)§ et ses applications.

CHRISTENSEN a démontré dans [ 3] le résultat suivant :

THéORﬁME 8. = Toute fonction affine borélienne sur (0 , 1)§ est continue,

Pour une démonstration de ce résultat, on peut aussi voir [2]. Nous allons tirer
de ce théoréme de nombreuses conséquences concernant 1l'étude des fonctions affines

boréliennes sur un convexe compact K .

THEOREME 9. - Soit K 1la boule unité de L7(T , % , W e ot p est une mesure

o=-finie, alors toute fonction affine borélicune sur K est continue,

Démonstration, ~ Soit f wune fonction affine borélienne sur K , et soit A un

élément de la tribu ¥ , posons
m(a) = £(g,) .

m est une fonction additive d'ensemble sur ¥ , nous allons montrer que clest
une mesure absolument continue par rapport & p . Soit en effet, (An)nEN une
suite d'ensembles deux & deux d15301nts, chaque A étant &lément de ¥ . Considé-
rons 1l'application & de (0 , 1]~ dans K , définie par

o((x ) = % 1.

n=1 n A

On vérifie aisément que 6 est affine continue, donec f o 6 est affine boré-
lienne sur (0 , 1)E s (£ o8) est done continue, et on en déduit 1'égalité

£fo0((x)) =2 m(a) .

Prenons Xn = 1 pour tout n , alors 9((Xn)) =«1U A

n=1 n

On a done f(lU A ) = m(LZ An) = 2:;1 m(An) .
nn

Ceci montre que m est une mesure, et on voit aisément sur la définition qu'elle
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est absolument continue par rapport & p . Il existe donc un élément g de L’(u)

tel que
I‘lA.g dp = f(lA) pour tout A e % .

Comme les combinaisons lindaires des fonctions caractéristiques sont denses en

norme dans L (u) » cette égalité reste vraie sur K .
f g dy = f(p) pour toute o €K

Ceci prouve que f est continue,

THEOREME 10. = Toute fonction affine borélienne sur un convexe compact K véri-

fie le calcul barycentrique dénombrable. En particulier, elle est bornée.

Démonstration. = Soit f affine borélienne sur K , et soit X = 2;;1 A Xy
o Ay 20, in=1 et x, €K .

i
Nous supposerons X, = f(xo) =0,
Considérons 1'application ¢ : (0 , 1}E —~> K , définie par

0((a)) = 5 o M), -

n 'n’’n
Comme précédemment, on montre que 6 est affine continue, donec (f o« 8) est

continue,
On en tire 1'égalité f o 9((an)) = zle a, M, f(x ) . En prenant @, =1 pour
tout n 4, on obtient

f(xo) = :_1 A, f(x ) .

La seconde partie du théordme est une conséquence facile de la premidre,

Nous allons maintenant démontrer la stabilité par produit d'une famille de con=~

vexes compacts pour lesquels on sait résoudre le probldme posé au début,

THEOREME 11. = Soit (Ki)ieI une famille de convexes compacts qui vérifient

1

&E(Ki) n 9(Ki) c GB(Ki) pour tout 1 , alors si on pose K = U.GI Ki s Qn a ¢
8 (K) n $(x) Caa+1( K) .

Démonstration., - Nous supposerons que O est dans K, « Soit f wun élément de

qy(K) » il est facile de voir que f(X) ne dépend que d'une infinité dénombrable

d*indices Xi .

D'une maniére précise, il existe J < I , dénombrable, tel que si on note uy

1'injection canonique de ﬂieJ K. dans K (en mettant O pour toute coordonnde
non dans J ), et PJ la projection de K sur T&EJ Ki s alors on peut écrire
f=f°u OP L]

J J
I1 suffit donc de démontrer que (f o uJ) est de classe affine (B + 1) sur

nieJ Ki « Ceci nous permet de supposer que K = nagy Kh « Notons encore w,
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[ resp. Pn] 1'injection [resp. : projection] canonique de K, deans K [ resp. :

de K sur K_].
n

LEMME 12, = Pour tout X = (X )nEN dans K , on a

£(X) = Zm J(Eeu )(X) .

En effet, soit @ 1'application de (0 , ljﬁ dans K définie par
0((a)) = (o X)_o
@ est affine continue, donc f o 6 est aussi continue. On en tire
£ o 8((ay)) o (£ 0 u )(x) .
Si @, = 1 pour tout n , e(a )
£(X) = Zm (fou)(X)zzm £ou oP

Or, pour tout n , (f o u ) est dans ® (K ) n 9(K ) » donc dans @& (K ) « Par
conséquenty f o u ° P est de classe afflne B sur K , Les sommes flnles

il

n=1

X 5 done

=1 f o w o Pn sont encore de classe affine B , donc f est de classe affine

(6 +1) .
Remargge. ~ Si on considére, pour chaque n , un X dans Kn tel que
If.u(x)] “fou”—e/2
on montre facilement que

S lE e ul <48

n=1
La convergence de la série a lieu en norme, mais &_(X) n'est pas fermé en norme
en général dds que B > 2 (voir WILLIAMS [6]). Cependant il 1'est si B =0 ou 1,
d'aprés un résultat de WILLIAMS [5]. On a donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE 13, = Soit (Ki)iEI une famille de convexes compacts qui vérifient

Qu(Ki) n 9(Ki) c GO(Ki) [ resp. al(Ki)] H
alors K = ﬂieI Ki vérifie
(BQ(K) n 8(K) < ﬂO(K) [ resp. al(K)] .

Nous allons maintenant donner une dernidre application qui permet d'utiliser le
théordme 10,

THEOREME 14, - Soit K un convexe compact tel que & soit dénombrable, alors
toute fonction affine, et dans B (K) , est dans al(K) .
o =20 dans

D'aprés la proposition 1, il existe en effet un convexe compact métrisable Y ,

¢@ une surjection affine continue de K sur Y , et f é&lément de QQ(Y) tel que

fogw=7f, Comme il est facile de voir que ¢(8K) o & , & est donc dénombrable,

et porte toute mesure maximale. D'aprés le théoréme 10, ¥ vérifie le calcul bary-
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centrique maximal sur Y , donc le calcul barycentrique, et par congéquent f 1le

vérifie sur K . Il suffit de voir que T est dans al(Y) .

D'autre part, & étant dénombrable, on peut trouver une suite a, de A(Y)

telle que
o lagl < F -
20 ah(X) —_— ?(X) pour tout x e & .
D'apreés le théoreme de Lebesgue, on a
f(X) = lim & (X) pour tout X , car F e 8(1) .

COROLLAIRE 15, - Soit K un convexe compact tel que & soit clairsemé, alors
toute fonction affine, et dans Ba(K) y est dans al(K) .

Considérons le triplet (Y , ¢ » £) donné par la proposition 1. Comme EYcp(&K) »

EY est un compact métrisable clairsemé, donc dénombrable.

D'apreés le théordme 14, f est de premiére classe affine, donc il en est de méme

pour f ,
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