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IL EXISTE SUR Cb(R) DES MOYENNES INVARIANTES

ET NON TOPOLOGIQUEMENT INVARIANTES

par. Michel TALAGRAND

Séminaire CHOQUET
(.Initiation à l ’ analyse)
1,5e année., 1~975/’T~.9 Communication C.9, 2 pt Mai 1t976

Une moyenne m sur R est une forme linéaire, positive, sur des,’ 

~’V 

fonctions continues bornées sur R , quk de plus e.st telle que = 1i . 

moyenne m sera dite invariante si elle vérifie, pour toute f de Cb(R), et tout

réel r :

où f est donnée par = f(t + r).. Une moyenne m. sera dite topoloqiquement
invariante, si. pour toute f de toute: m de L.(p) ~ on a

Nous allons montrer qu’ il existe des moyennes invariantes, non topologiquement
invariantes ce qui résoud un problème de [1] (p. G8)a

Désignons. par 03BB la mesure de Lebesgue.. sur R . Etant donné un sous-ensemble lA
w

de R , réunion f inie d’ intervalles dis joints, désignons Nar A’ la réunion des

intervalles de même milieu que ceux de A et de longueur double.
i

Soit D la famille des réunions finies A d’intervalles de R , à extrémités
N

rationnelles, et telles que

La famille D’ . étant dénombrable, il en existe une énumération D = (A ~ .

Il existe suite croissante (a ~, de réels telle que l’intervallen

contienne. un translaté A + t de A .

n n n

Soit f une fonction continue sur R, vérifiant les conditions suivantes s

Si. m- est une moyenne topologiquement invariante, on a
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Mais d’après (1) et la construction de f , on a

__.

nécessairement m(f). $ ~ ~
D’autre part, si F est une partie finie de R , il est clair qu’il existe un

A de D tel que F C A.. Il existe dont un réel t tel que :

On déduit alors de [2], théorème 4, qu’il existe une moyenne  sur R, ! 

riante, et telle que = 1..

Ainsi.  est une moyenne invariante qui n’est pas topologiquement invariante.

C~ Qs ~s L~‘s

Remarque. - Ce résultat s’étend, avec une démonstration analogue, à tout groupe

localement compact métrisa.ble, dénombrable à l’infini, non discret ( ), et qui 
de une moyenne invariante sur l’ensemble des fonctions bornées (non nécessairement

continues).
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(*) et non compact ! t


