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Séminaire CHOQUET C9-01
(Initiation a l'analyse)
15e année, 1975/76, Communication C9, 2 p. Mai 1976

IL EXISTE SUR Ch(R) DES MOYENNLES INVARIANTES
ET NON TOPOLOGIQUEMENT INVARIANTES

par kMichel TALAGRAND

Une moyenne m: sur R est une forme linéaire positive sur 1l'espace- CE(B) des
fonctions continues bornées sur R , quk de plus est telle que m(%) = 1 . Une
moyenne m sera dite invariante si elle vérifie, pour toute f de Cg(RL et tout

réel 1T
m(f) = mer) )

ou £ est donnée par fr(t) = f(t + r). . Une moyenne m sera dite topologiquement

invariante,si, pour toute f de Cb(R) y toute ¢ de L1(R) s ON a
20, g =1=mn(f) =n(p=* £) .

Nous allens montrer qu'il existe des moyennes invariantes, non topslogiquement

invariantes ce qui résoud un probléme de [1] (p. 28).

Désignons par A la mesure de Lebesgue sur R . Etant donné un sous—ensemble A
de R , réunion finie d'intervalles disjoints, désignons par A' la réunion des
~

intervalles de méme milieu que ceux de A et de longueur double.

Soit D la famille des réunions finies A d'intervalles de R , & extrémités

rationnelles, et telles que
(1), ¥ t ek, Aﬁ[t , t o+ mj nAY) € %..
La famille D' étant dénombrable, il en existe une énumération D = (Am) .

Il existe une suite croissante (an) de réels telle que lfintervalle

1)

[an + 1, I

contienne un teanslaté An + tn ae A o
n

Soit f wune fonction continue sur R , vérifiant les conditions suivantes :
- 0<f<t,

f = 1
l__Uﬂ@n +t,) ’

—

Elr\ Uar +t) " Q-

Si m est une moyenne topologiquement invariante, an a
x+7%
m{f) = m(x ->.jx £(t) dt) .



Co-2
Mais d'aprés (1) et la construction de f 4 on &
X+ %
oij f(t) dt <3 4+ 7 x€R

. . . 1
d'oll nécessairement O < m(f) < f’.

Dtautre part, si F est une partie finie de R , il est clair qu'il existe un

A de D tel que F < A . Il existe dont un réel t tel que :
y xeP, (Pt('x>'=1"

On déduit alors de [2], théoréme 4, qu'il existe une moyenne  sur R , inva-—

riante, et telle que (£f) =1 .
Ainsi |, est une moyenne invariante qui n'est pas topologiquement invariante.

Ca Qo' E. D’o

pemargue. — Ce résultat s'étend, avec une démonstration analogue, a tout groupe
* Y
localement compact métrissble, dénombrable 3 1'infini, non discret ( ), et qui posse-
de une moyenne invariante sur l'ensemble des fonctions bornées (non nécessairement

continues).
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