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Séminaire CHOQUET £8-01
(Initiation & l'analyse)
15e année, 1975/76, Communication G8s 2 p. Février 1976

Lt IMAGE RéCIPROQUE.D'UN.ULTRAFILTRE SUR N
PAR UNE APPLICATION QNTINUE SURJECTIVE
N'EST PAS BORELIENNE

par iicbel TALAGRAND

THEOREME. ~ Soient K et L deux compscts, et ¢ une surjection continue de K

sur L . Soit A une partie de L . Alors si Q-T(A) posséde la propriété de Baire

forte, il en est de méme de A .

Démonstrafion. — Supposons que ¢-1(A) posséde la propriété de Baire forte. Soit
L' un fermé de L + Prouvons que A n L' posséde la propriété de Baire relative—~
ment & L' . La famille des compacts M de K tels que (M) = L' est inductive
pour l'ordre inverse de l'inclusion, donc posséde un élément minimal K! . Par
hypothese, Q_m(AQ n K' posséde la propriété de Baire relativement & K' . Il exis=~
te donc un fermé F de K' et un ensemble maigre rG de K' tels que

Ay nK)AF=G.

(o
On én déduit
ol (A) n KA o(F) € 4(G) .
Puisque ¢(K') = L' , on a
| elo "B n KM =An L,
dtou

& 0 L) A o(F) © 9(G)

Puisque ¢(F) est un fermé de L' , il suffit pour conclure de prouver que 9(G)

est maigre dans L' , ce qui résulte du lemme suivant @

LEMME. - Sgient K et L deux compacts, et ¢ une surjection continue de K
sur L . Supposons gue, pour tout fermé M de K , on ait

(1) (M £AK) = (p(M) AL)
Alors, pour tout fermé F de K, on a
(o]

F=p) = (4(7) =) .

Démqpsﬁ;ation. - Soit un fermé F de K tel que ; =0 et @(f?) AP . Si

y € g{F) , il existe un x € N tel que y = p(x) , puisque ¢ est surjectives Il
existe alors un voisinage ouvert W de x tel que $(W) C?@(E) . Puisque. F est
vide, V =W\ F est non vide, et (V) ¢(F) < (K \ V) , d'ou

oK\ V) 2 [p(K\ V) U (V)] = (K) =L,



C8~02

ce gui contredit l'hypothése (1), et termine toute

N
COROLLAIRE, —Si L ={0, 1} et A est un ultrafiltre non trivial sur N,

¢-1(A)‘ nlest pas borélien.
On sait en effet que la partie A de L n'a pas la propriété de Baire.

Ce résultet répond 3 une question posée par D. H. FREMLIN aw Séminaire, lors de

son eéjour 3 Paris.
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