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L’IMAGE RÉCIPROQUE D’UN ULTRAFILTRE SUR N

PAR UNE APPLICATION CONTINUE SURJECTIVE

N’EST PAS BORELIENNE

par Michel TALAGRAND

Séminaire CHOQUE!
(Initiation à l’analyse)
lise année, 1975/76, Communication C8, 2 p. Février 1976

THÉORÈME. - Soient K et L deux compacts, et 03C6 una surjection continue de K

sur L . Soit A une partie de L , Alors si possède la propriété de Baire

forte, il en est de même de A .

Démonstration~ - Supposons que possède la propriété de Baire forte. Soit
L’ un fermé de L  Prouvons que A n L’ possède la propriété de Baire relative-
ment à L’. La famille des compacts M de K tels que (p(M) = 1~ est inductive

pour l’ordre inverse de l’inclusion, donc possède un élément minimaL K’ ~ Par

hypothèse, n K’ possède la propriété de Baire relativement à K’ . Il exis-

te donc un fermé F de K’ et un ensemble maigre -G de K’ tels que

On en déduit

Puisque (p(K~) = L’ , on a

Puisque est un fermé de L’ , il suffit pour conclure de prouver que 

est maigre dans L’ 9, ce qui résulte du lemme suivant :

Soient K et L deux compacts, une surjection continue. de K

sur L . Supposons que, pour tout Ni de K, on ait

Alors, pour tout fermé F de K, on a
0

Démonstration. - Soit un fermé F de K tel que Î = / et 03C6(F) / / . Sià --..°--

y e ôl’%1 , il existe; un x c N. teL que y = 03C6(x) , puisque ç e st surjective. Il~ 

- 
’ 

o

existe alors un vois ina ge- ouvert ’11 de; x tel que ç(?l) C ,($).. Puisque. F est

vide, V = W N F est non vide, et ç(,V) C ç(F)  ç(,,K N Y) , d’où
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ce qui contredit l’hypothèse (1), et termine tout..

COROLLAIRE. - Si L ={0 , 1}N et A est un ultrafiltre non trivial, sur N ,

-1‘ ( A. 7, as borélien.

On sait en effet que la partie A de L n’a pas la propriété de Baire..

Ce résultat répond à une question posée par. D. H:. FREMLIN au; Séminaire, lors de

son séjour à Paris..
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