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Séminaire CHOQUET C3-01
(Initiation a 1'analyse) )
15e année, 1975/76, Communications n® 3, 4 p. Décembre 1975

SELECTION MESURABLE DE MESURES MAXIMALES

par Michel TALACR.ND

Soit X wun convexe compact d'un e, 1. c. s. Pour chaque x € X , notons Mi
1'ensenmble des mesures maximsgles (pour 1'ordre de CHOQUET) qui représentent x , et
M; l'ensemble des points extrémaux de Mi . Dans le cas ou X est métrisable,
l'existence d'une sélection borélienne x ~-> m_ € M (resp. M%) a été établie
dens [1] par M, RAO (resp. dans [ 2] par W. SMITH).

Nous allons exposer une méthode trés élémentaire qui permet d'améliorer ces ré-

sultats.

Notons S(X) 1'ensemble des fonctions convexes continues sur X , L'espace
1(X) des probabilités sur X sera toujours muni de la topologie faible. La ré-

sultante d'une mesure y € I (X) sera notée r(p) .

THEOREME 1. - Supposons X métrigable, Il existe alors une sélection borélienne

X —>m € Mx » de premiére classe de Baire,

Démonstration. -~ S(X) est séparable. Soit (fn)nEN une partie totale de S(X)

formée de fonctions de norme < 1 .

Soit h 1'application p -—> (r(p) » (u(f)) ) de Mi(X) dans E x Y . Elle
est affine continue. Son image est donc un convexe compact X , qui est contenu
dans X x (- 1, 1)~ » puisque “f | < 1 pour tout n . Cette application est in-
jective, puisque S(X) étant total dans C(X) , la famille (fn)n est aussi tota-
le dans C(X)

Désignons par W (resp. W ) la proaectlon canonique de E x RK sur E (resp.

de RE sur le n-iéne facteur de R~ )

Soit € 1la fonction numérique continue (yn) — 2;;1 2—i(1 - yi)2 y définie sur
(-1, 1)E e Pour x € X =m(K) , définissons

K(x) = {y € (~1.1¥ , (z,3) € K} , ot ofx) = inf{e(y) s yek(x)}.

La compacité de K implique aisément que ¢ est s. c. i. La convexité de K(x),
et le fait que §((y + y')/2) < &(y) si £(y) = €(y') et y#y' , impliquent
l'existence d'un unique point 6(x) de K(x) tel que E&(8(x)) = op(x) .

Prouvons que, pour tout n , 1l'application x ~-> T (e(x)) est de 1re classe de
Baire, Soit P un intervalle fermé de R, et soit K’ =T 1(‘?‘) NK , C' estun
convexe compact. Définissons o' et 8' relativement & K' comme nous gvons dé-

fini ¢ et © relativement & K . Montrons tout d'abord que

nn(e(x)) € F<=>o(x) = 9t(x) .
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En effet, si nn(e(x)) € T, alors 6(x) € K , d'on

o(x) = §(o(x)) > 9'(x) > o(x) .
Réciproquement, si o(x) = ¢'(x) 5 on a
£(6'(x)) = ¢'(x) = o(x) = inf {E(y) 5 y e k(x)} ,»
ce qui montre que 6(x) = 6'(x) d'aprés 1'unicité, d'ou enfin nn(e(x)) EF.,

Puisque ¢ et ' sont de 1re classe (nn o 0)"HF) est un G » Il en résulte
que (ﬂn ° 9)-1(I) est un Es si I est une demi-droite ouverte, donc aussi si

I est un intervalle ouvert, et enfin aussi si I est un ouvert quelconque.

Définissons m, = h-l((x » 8(x))) . On a done r(mx) = X , La mesure m est ma-

ximale., Soit en effet u > moo. Pour chaque n , on a donc

w(£) 2m (£ ) =n (6(x)) .

Par définition de £ , ceci implique que g((u(f ))) £(e(x)). Puisque 1'on a
r(p) = r(mx) = x , donc que (”(fn))n‘e K(x) , 1la définition de 6(x) montre que
(u(fn))n = e(x) = (mx(fn))n » donc, enfin, u = m puisque la famille (fn)n est
totale.

Psur chaque n la fonction x —> mx(fn) =T o 6(x) est de premiére olasse de
Baire. Puisque toute fonction f continue sur X est limite uniforme de combinai-
sons linéaires des f_, la fonction x —>m (f) est de premidre classe. Tout
ouvert de Ml(X) étant réunion dénombrable d’1ntersectlons finies d'ouverts de la
forme 3 l(u(f) - a)l< €} » il en résulte que 1l'application x —--=> m_ est de

premiére classe de Baire,

C. Q. F‘ D.

Remarque, = Soit X2 oeee 9 X des points de X , et

R (CATPERE A D AT I
] -
11 est aisé de montrer que 1l'application (%, )r<1<n —_— mzn . est conti
nue sur A . i=0 i i

Supposons maintenant que X ne soit pas nécessairement métrisable. La tribu des
boréliens de Baire de Mi(X) (tribu engendrée par les compacts G6 ) est la moins
fine rendant mesurables les fonctions continues sur Mi(X) . Le sous-espace vecto~
riel {p ——> p(f) fecX)l) g Gﬁﬂl(X)) sépare les points. I1 engendre donc
une sous—algebre dense de C(MI(X)) . I1 en résulte que la tribu des boréliens de
Baire de M (X) est la moins fine rendant mesurables les fonctions p —=> p(f)

(f e ¢(X)) . La mesurabilité d'une application x —> m_ de X dans Mi(x) équi-
vaut & celle de X —=> mx(f) pour toute f de C(X) . lorsque X est métrisable

la tribu des boréliens de Baire cofincide avec la tribu bordlienne,

THEOREME 2, - Supposons que X posséde une base d'ouverts de cardinal < N I

1 L]
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existe alors une sélection x ——> m_ eM! de X dans MI(X) s mesurable lorsque

X est muni de sa tribu borélienne et Ml(X) de la tribu des boréliens de Baire.

Démonstration. - Il est classique que la condition sur X de 1l'énoncé implique
< Rl « Soit

~

que C(X) » donc aussi S(X) , possdde une partie tota_e de cardinal

(f ) une telle partie ( Q désignant le premier ordinal non dénombrable).

Désignons par h 1'application p —> (r(u) (M(f ) ) de M (X) dans

E x (O’O[ « Elle est affine, continue et injective, Son image est un convexe
compact K.

Désignons par T la projection canonique de E x‘g(O’Q( sur E , par m, celle
sur E x R Oral |

Construisons par induction une famille u, de fonctions numériques définies sur
X ,vdrifiant les conditions suivantes (ob 1l'on pose va(x) = (x , (uB(X))ﬁ<a )

(1) u, est borélienne
(2) va(x) € na(K) y Vx eX
(3) ua(x) = sup {t (va(x) s t) € ﬂa+1(K)} R

Supposons cette construction effectuée pour tout B < o « Si o est de la forme
v + 1 5 la condition (2) est vérifide puisque (3) 1'est au rang Y « 81 o est li-
mite, pour B < vy » le compact K n ngl(vs(x)) est non vide par hypothése. Cette
famille de compacts est filtrante décroissante, donc son intersection, qui n'est
autre que K n ;l(va(x)) » est non vide, ce qui montre que la condition (2) est

encore vérifide,

Il est donc possible de définir u A 1'aide de (3), puisque pour tout z de
na(K) il existe un t tel que (z , t) € ﬂa+1(K) .

Pour terminer la construction, il suffit de prouver que u, est borélienne.
L'application z —> sup {t ; (z 4, %) € na+1(K)} de ﬁa(K) dans R est s. c. i.

' \ otl
d'apres la compacité de ﬂa+l
borélienne., Pour le voir il suffit de remarquer que tout ouvert de X x R

(K) . D'autre part, l'application x ~—> va(x) est
O:Q’
est

de réunion dénombrable de produits V x N s ou V est un ouvert de X et

p<a %8
OB un intervalle ouvert de R , & extrémités rationnelles, égal & R sauf pour un
nombre fini d'indices, et que 1l'image réciproque d'un tel ouvert par v est boré-

lienne, ce qui termine la construction.

Définissons m_ = 1(V (x)) . On a déja r(m ) = n(v (x)) = % . Montrons que m_
est maximale, Soit p > m . Pour tout o , on a p(f ) m (f ) . Supposons p#m .
La famille (f ) étant totale, il existe des indices tels que u(fa) # mx(fa) .
Soit vy 1le plus petit d'entre eux. Puisque o <y => u(f ) = mx(fa) = ua(x) y On
a m (h(u)) =v (x) . Ainsi (vy(x) , M(fy)) € nY+1(Y) y ce qui d'aprds (3) prouve
que mx(fY) < fy) < mx(fy) - Cette absurdité établit que kb =m_, donc que m_

est maximale., L'extrémalité de m_ se prouve de fagon trés similaire,
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Pour tout o 1la fonction x —~—> mx(fa) est borélienne, I1 en est donc de m8me
de la fonetion x —> mx(f) ou f e &(X) puisque la famille des £, est totale,

ce qui termine tout.,

C' Qo Fo Do

Remarque. = En général, il n'existe pas de sélection x —> m_ qui soit mesura-
ble quand Mi(X) est muni de sa tribu borélienne,
BEn effet, l'ensemble des mesures de Dirac est fermé dans Mi(X) s et son image

réciproque est exactement &3X) , qui peut ne pas &tre borélien.

’ \
THEOREME 3. - Supposons X mnétrisable, Alors il existe une sélection borélienne

X me>m € M! de classe w .
X p Qe

Démonstration, — Elle est tr®s semblable & la précédente, en remplagant la femille

(fa) par une suite dense de S(X) , en remplagant 1'induction transfinie par une
induction dénombrable, et en prouvant par récurrence que u ~est de classe de

Baire &<n .
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