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Séminaire CHOQUET C2-01
(Initiation & 1'analyse)
15e année, 1975/76, Communication n° 2, 3 p, Décembre 1975

FONCTIONS SEPAREIENT CONTINUES
SUR LE PRODUIT DE DEUX ESPACES PULONAIS

par Jean SAINT RAYMOND

Soient P et Q deux espaces polonais, et f wune fonction numérique séparément
continue sur P xQ..On démontre ici qu'il existe un point x de P tel que f
soit continue en chaque point de {x% x Q.

LEMME 1. = Soient L et M deux espaces métriques compacts, et f une fonction

séparément continue sur L x M ., Il existe un point a de L ou l'application

x —> f(x , .) de L dans M) est continue.

Ce résultat est déja connu. Soit (q& n)i une partition finie de 1l'unité sur
?

z \ . . . 2 L ¢
M , subordonnée & un recouvrement par des ouverts de diamdtre inférieur & 2 = .

(Pi 3n(yi n
nuité uniforme des fonctions f(x y o) que, pour tout x , on a :

0= limn*J]f(x ' o) = 2& f(x ;

Soient g et g les applications de L dans ¢(M) définies par

Soient Ysom des points de M tels que ) >0 . I1 résulte de la conti-
?

yi ,n) (Pi ,nl

g(x) = £(x , .)

(g, (x) = 2, £(x ;

yi,n)¢i,n
i,n)
le sonty, et que g est limite simple de la suite (gn) . Puisque (M) est métri-

On voit aisément que &, est continue, puisque les fonctions x +—> f(x j ¥

sable et séparable, la fonction de premidre classe g posséde un point de eonti-

nuité a , ce qu'il fallait démontrer.

I1 résulte de ce qui précdde et de la continuité de f(a 5 o) que f est conti-

nue en chaque point de f{a} x M ,

THEOREME 2, - Soient P et Q deux espaces polonais, et f une application sé-

parément continue de P x Q dans R . Alors il existe une partie X maigre de P

telle que f soit continue en tout point de (P ~ X) x Q .

Désignons par D 1'ensemble des points de discontinuité de f , par De 1'ensem-
ble des points de P x Q ol l'oscillation de f est supérieure &3 2¢ . L'ensemble
De est fermé dans P x Q , et D est la rdunion des Dl/n . Nous noterons ﬂl et
M, les projections de P x Q sur P et Q respectivement. Nous désignerons

2

encore par (mi)iEN (resp. (Wj)jeN) une base de la topologie de P (resp. Q) »

et nous munirons P et @ de distances pour lesquelles ils sont complets.

Puisque nous voulons montrer que nl(D) est maigre, il suffit de montrer que

nl(Da) est maigre pour tout e > 0 . Supposons donc qu'il existe €& >0 tel que



C2-02

nl(De) ne soit pas maigre. Pour tout (i , j) e_gz , nl[De n (wi x Wj)] est ana-

lytique ; il existe donc un ouvert Ui 3 de P 4, et un FB maigre Ri j de P
? H

tels que :

N 3 . < . . = . 0] 3 L]
ih3 RI’J nl[De n (u.)l x WJ)] Ul’j U Rl’a
Nous posons R = U1 j qui est un Fc maigre et
?
Pl = P A R .

Nous construisons par récurrence sur la longueur |s| de la suite finie s

d'entiers > 1 , des points (XS)SES de P1 y des points (ys)ses et (zs)ses de
Q tels que
‘f( (z, 5 ;) € D,
(b) alxy 5 =, )« zv(em)
A(C) (yg 3 ¥g,n) € gv(sm)
j(a) Ay, 3 7y ) < 2
If(x H Zs,n) - f(xs,n H zs'n)l>-% ’

od 1'on pose v(s) =n, +n

) 5 + eoe + nk quand s est la suite (n1 ’ n2 Yesey nk).

Puisque n1(Ds) n'est pas maigre, il n'est pas contenu dans R ., Il existe done

x¢ € P1 n nl(De) « I1 existe donc y¢ € Q tel que (x¢ ’ yﬁ) € De » et on pose

Z¢=Y¢.

. r'd . z 3 . * [ s
Si x 4 y. et Zg sont déterminés, il existe pour chaque n € N des voisina-

s ]
ges ouverts wy et Wj de X et Vg tels que :
dian w, < o~v(sm)
dian W, g o~v(ssm)
Vyeu, , (=, »y) = £z, » vl < 7,;
Puisque x_ € n[D n (w x W, )] et x ¢ Ry ,jrona x € u; j . Par définition
1
de D_, il exlste x! €U, . et 3 € W, tels que
€ Sn l,J S J
3e
1 . - —
l£(x] 5 5g,0) = £(xg 0 v ) >
] T . . - 1] ° ._E. i
L'ensemble Ji,5 0 {x; |f(x; zs,n) f(xs’n : zs,n)l < 4} est un voisinage
' :
ge X, , 0 non contenu dans R . Il existe donc X3,n € Ui,j n Pl tel que
7> If(xs,n ; ) - f(xé o Zs,n)! . On en déduit que
: €
If(xs,n ’ zs’n) - f<xs ’ ZS,n)l >
Et i . c U, . . . © A . i
» puisque x_ € Ui,a nP, U:L'J SRy nl[D€ n (“ﬁ x Wj)] » il existe
e -
Vs,n Wj tel que (xs,n ; ys’n) €D, .
On voit alors aisément que x y Y et =z satisfont aux conditions exi-
SN Syyn S R

gées .
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Nous posons

Is| < ¥}

-e

b - B,
M, = {ys i sl g x}u {zs s sl gx)}

et nous démontrons par récurrence que Lk et Mk sont compacts, C'est immédiat
pour LO = {x¢} « Si c'est vrai pour Lk s et si 1'on désigne par LE 1'ensemble
fermé {xeP; d4a(x, Lk) <1} »ona

beyr = nT]>O(LE v (Lk+1 * LQ)) !

et la condition (b) fait que Leps N LE est fini, donc compact,

I1 en résulte que, puisque Lk est compact, Lk+1 est précompact et fermé donc
compact, puisque P est complet. On démontre de m&me la compacité de Mk . I1 ré-
sulte de (b), (c) et (d) que la distance de Hausdorff de L 2 sy (resp. M,
M +1) est majorée par k-1 y donc que la suite (Lk) (resp. (Mk)) est ure
suite de Cauchy dans 1l'espace complet des compacts de P (resp. Q) . On en déduit
que L ='U;_i; est compact dans P et M = qk M, compact dans Q . La restric-

tion & L x M de f est séparément continue ; donc, en vertu du lemme 1, il existe

kY

a

a€L,yet V voisinage de a tels que

VzeVnal, VazeM, |f(x,z) -1f(a, 2)] <-f§

donc
"x€VNL, V¥x'eVnalL, VzeM, lf(x,z)-—f(x',z)|<%.

On en conclut qu'il existe s €S, ne€ N tels que x € Vnl X n €VnL
-~ ’

donc
€
lf(Xs ’ zs,n) - f(Xs,n ! Zs,n)l <‘3
contrairement & la condition (e).

Cette contradiction prouve que nl(De) est maigre, donc aussi que nl(D) est

maigre, ce qu'on voulait démontrer.

COROLLAIRE 3, - Soient P et Q deux espaces polonais, et f une application

continue séparément de P x Q dans un espace métrique séparable E . Alors il

existe un point a € P tel que f soit continue en tout point de f{a} x Q .

Puisque E se plonge dans (0 , 1}E » on est ramené au cas ou E = (0 , 1)§ . Si

P, est la n-idme projection de E sur (0 , 1) , il existe, d'aprds le théordme

2y un ensemble maigre Xn tel que P, ° f soit continue en tout point de
(P~ Xn) x Q « Puisque Lh Xn est maigre, il existe a € P \lJXn s et f est con-
tinue en tout peint de {a} x Q.
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