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Séminaire CHOQUET 12-01
(Initiation & 1'analyse)
14e année, 1974/75, n° 12, 2 p. 30 janvier 1975

SOMIES VECTORIELLES D'ENSEMBIES DE MESURE NULLE

par Michel TALAGRAND

Résumé

Si A et B sont deux sous—ensembles d'un groupe G (noté multiplicativement),

la somme vectorielle de A et B est 1l'ensemble
AB={ab; a€hA, beB}.
I1 s'agit d'étudier, dans un groupe localement compact G , de mesure de Haar

m , la mesure de AB , quand m(A) = m(B) =0 .

THﬁORﬁME le = §i A ‘33 B sont deux sous—ensembles K~sousliniens de G 5 et si

n(B) =0 5, on a

m(AB) = sup {m(PB) ; P compact parfait contenu dans A} .

I1 n'est pas possible, dans ce résultat, de supposer A ou B seulement m-

mesurables, On a toutefois le résultat suivant

THEOREME 2. = Soient G un groupe compact (resp. localement compact abélien), et

A un sous—ensemble K-souslinien de G ne contenant aucun compact parfait. Si X

est un sous-ensemble de G de mesure nulle, il en est de méme de AX gj_ XA

Ces deux théordmes montrent le rbéle joué par les compacts parfaits. Le théordme 2

admet la réciproque suivante.

THﬁOREME 3. - Soient G un groupe de Lie (resp. localement compact abélien), et

A un compact parfait de G . Il existe alors un compact parfait K de G , de me-
sure nulle, et tel que K° £6 .

En particulier, si G est métrisahle, les seuls sous-ensembles K-sousliniens A

de G , tels que
(*(x) =0) = (u*(aX) =0) ,

sont les sous-ensembles dénombrables. On a méme la réciproque.

THEOREME 4. — Soit G un groupe localement compact abélien. Alors G est métri-

sable si, et seulement si, tout sous-ensemble K-souslinien A gg G 5 tel que

(n*(x) = 0) => (u*(ax)) ,

est dénombrable.
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