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Séminaire CHOQUET 801
(Initiation & 1'analyse) ’
14e année, 1974/75, n°® 8, 23 p. 19 décembre 1974

NOYAUX SINGULIERS POSITIFS ET ENSEMBLES EXCEPTIONVELS
par Peter STOGREN

1. Introduction.

Nous allons donner quelques généralisations des résultats de l'auteur [2]. On se
place dans un groupe abélien G , ou on suppose donné un noyau positif K . Le
réarrangement décroissant d'une fonction f dans G sera noté % . L'inégalité
% < Cte K¥ aéfinit alors l'espace Ay des fonctions qui deviennent dominées par
Cte X , aprés un réarrangement., Si  est une mesure positive bornée dans G , la
convolution K % existe < « , mais n'appartient pas toujours a AK'. Le probld-
me étudié dans cet article consiste & caractériser les ensembles F tels que
K %peh des que p est portée par F ., Nous montrerons dans la section 2 qu'on
peut, sans restriction, supposer F fermé. Comme nous le verrons, le probldme est
non trivial seulement quand K*(t) est voisin de Cte t”l y ce qui est précisément

le cas pour le noyau |x|™" dans R° considéré dans [2].

Les conditions de régularité imposées sur K sont donnédes dans la section 3.
Pour formuler la solution du probl®me, nous introduisons ensuite une propriété des
ensembles F , "trous proportionnels", qui signifie que F doit &tre contenu dans
un eﬁsemble 3 la Cantor, défini en termes des ensembles de niveau de K . La sec-
tion 5 contient un lemme fondamental, dont la démonstration est une adaptation, et
une simplification, des techniques de [2]. Comme on verra dans les sections 6 et 7,
la propriété des trous proportionnels donne la caractérisation cherchée dans beau-
coup de cas non triviaux, et ceci pour F compact ou non. Pour certains autres
noyaux, il faut pourtant ajouter une autre condition, exprimant que F n'est pas
trop grand, pour trouver la caractérisation lorsque F est compact. Dans ce dernier

cas, il n'y a pas de fermés non compacts qui ont la propriété étudiée.

Le présent texte contient le détail des démonstrations, qui ont été seulement es=-

quissées lors de 1l'exposé oral.

2., Définitions.

Soit G un groupe localement compact abélien, avec une mesure de Haar notée

ou dx . 8i f : Q-=>1R  est définie dans une partie mesurable Q < G , alors sa

fonction-distribution est donnée par

rela) = l{xeas; £ >a}l, a>0,
et

£(t) = inf {o 5 Apla) <}, O<t<lal,

est son réarrangement décroissant. Ces notions sont traitées par exemple dans STEIN-



802

WE ISS [3] (Sect. V. 3). Grosso modo, * est la fonction inverse de xf .
Définition, — Soit K > O wune fonction dans G , mesurable par rapport & la
tribu de Baire, et dont la fonction—distribution A = AK n'est ni identiquement

nulle, ni identiquement infinie. Si, en outre, il existe une constante A telle

que

(2.1) Mo/2) ¢ m(a) » >0,
et

(2.2) K*(t/2) < ak*(t) , 0< t < |G

alors K sera dit un noyau admissible,

On voit facilement que (2.1-2) sont respectivement équivalentes a

(2.11) K*(t/4) > X&x*(t) , 0<t < |a]
et
(2.21) Ma/A) 3> min(2a(e) » 16]) y @>0,

.81 G est compact, ceci entraine ess inf K > 0 . Quitte & multiplier K

par une constante positive, nous pouvons dorénavent supposer ess, inf K < 1 dans

G
ce cas, ce qui ne restreindra pas la généralité de nos démonstrations. Si Q < G
est mesurable avec IQl > 0 , nous allons associer a tout noyau admissible un espa-—

ce de fonctions dans Q .

Définition. - Soit AK(Q) 1'espace des fonctions mesurables f : Q —->'§ pour

lesquelles il existe une constante C telle que f*(t) CK*(t) pour O < t <

Si fe AK(Q) y on note ”fHQ la plus petite des C qui conviennent dans cette

définition. A partir de (2.2) et de 1'indgalité bien connue
(£ + )" () g £%(t/2) + g*(t/2)
on montre que

£+ el < alli£lly + llelly) -

Puisque | est positivement homogéne, c'est donc une quasi-norme. Avec la to-

pologie associge, AK(Q) est un quasi-Banach, car le fait qu'il soit complet se
déduit sans difficulté, L'inégalité ™ < CK*  est équivalente & lf g C? A » avec
une autre constante C' ., On montre aussi qu'un ensemble M c AK(Q) est borné (par
rapport a ”.HQ ) si, et seulement si, il existe une constante C'!' telle que

A

écrirons souvent f e AK(Q) au lieu de le € AY(Q) .

P c? XK pour tout f € M . Quand une fonction f est définie dans G , nous

Si p est une mesure positive bornée dans G ,. la convolution UM =K #* p est
partout définie dans G , & valeurs dans (0 , ») . Dans la suite, toute mesure

b2 Vs es. dans G sera positive et bornée.

Définition. = Un sous—ensemble relativement fermé F de () sera dit de convolu—

tion dans Q si UM e AK(Q) pour toute mesure | portée par F .
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I1 est clair qu'un ensemble fini est toujours de convolution. Nous étudierons

surtout les ensembles de convolution dans G , compacts ou non.
Le simple lemme suivant se démontre comme le lemme 1 dans [2].

LEMME 1o = §i F est de convolution dans Q , alors il existe une constante C

telle que HUMHQ.S Cllull pour toute mesure | portée par F .

3i F est de convolution, on note CQ(F) la plus petite des constantes qui con-
viennent dans ce lemme ; sinon, en met CQ(F) =+ » , Alors C‘ est une fonction
d'ensemble non décroissante vérifiant CQ(F1 U Fz) < Cte(CQ(Fl) + CQ(FZ)) . A cause
de la proposition suivante, il suffit de considérer des F fermés. Dans [2] (p. 3)

on a vu qu'il n'y a aucun résultat analogue pour les familles décroissantes.

PROPOSITION 1. - Si (Fi)iGI egst une famille filtrante croissante de parties re-

lativement fermées de Q , et si F est la fermeture dans QO de UiEI F, s alors

CQ(F) = sup.

iel CQ(Fi) ¢

Démonstration. — Il suffit de montrer que CQ(F) < sup CQ(Fi) o Soit py une me-

sure portée par F . Prenons une suite croissante Kj » K avec Kj € LI(G) « Alors

Kj *u 27K*xy,et, d'aprés le lemme 3.5 de [ 3] (chap. V, p. 190), on a
(Kj * M)* (t) —_— (K %* M)* (t) pour 0 < t < IQ| ’
et donc
i) % ullg = [IK * l, -
(Les réarrangements décroissants sont pris dans Q .) Il est clair que Kj * W
peut &tre approchée dans Ll(Q) » et a fortiori en mesure, par des convolutions
Kj x v ol [[ul| =]v]] » et v est portée par un ensemble fini, contenu dans un

Fi « BEn utilisant la proposition suivante, on peut alors, pour tout e > 0 , trou—

ver une telle vy avec ”Kj * VHQ > ”Kj * pHQ - ¢ . On peut donc aussi avoir
I % vl > Il - e s
d'ol la proposition 1, puisque | est arbitraire.

PROPOSITION 2. - 81 f et f e A (Q) » 1=1,2, cooy et si f —>f en

mesure, alors

L [|£4]lq 2> Iy -

Démonstration. - Soit a < ||fl|; . Alors il existe un t, avec 0 <t, < |a| et

f*(t) > aK*(to) pour t = to . Cette inégalité a lieu aussi si to.s t < to + g
pour un ¢ > 0 , car f¥ est continue & droite. On peut donc trouver un § > 0O

tel que f > aK*(tO) + 6 sur un ensemble E de mesure t, + e . Par conséquent,
fi > aK*(tO) sur E , & 1'exception éventuelle d'une partie de E de mesure < g,

si 1 est suffisamment grand. Il en découle que fz(to) > aK*(to) pour ces i ,



804

ce qui prouve la proposition 2,

3. Propriétés de régularité des noyaux.

o P e o~

Posons E(a) = {xe ¢ ;3 K(x) >a} pour a 20, et E(x) = ﬂa>o E(a) .

Définition. = Un noyau admissible K sera dit régulier s'il existe une constante

A telle que
(1) = E(a) © B(o/A) » o> 0,
(ii1) E(a) + E(a) € B(o/8) » a >0,

(iii) il existe un T avec 0 < 7 < 1 tel que pour O<a Sa,S03 et x €,

on ait
[(B(er)) + Bla)) 0 CB(ay) 0 (x + Blay) | < AlB(a) M [B(ag) [T
et o

|CE(o,) + Blag)) n Blay) n (x + Blay) | < 4B [B(ay) 1171

En modifiant éventuellement sa valeur, on peut supposer que la constante A est
la m8me que dans @ +2). On notera toujours de la mdme facon A , toute (grande)

constante qui ne dépend que de K . Observons que‘(i) signifie que

At ox(- x)/K(x) €A

2

La propriété (ii) est équivalente & K(x + y) > Afl min(k(x) , K(y)) , et & cause
de (i), on peut supposer cette inégalité valable pour toutes les combinaisons
K x+y),en augmentant éventuellement la valeur de A ., Une conséquence facile
en est que K(y) > AK(x) entratne A~1 <K(x x+ y)/k(x) € A . Notons que (iii)
est une condition fle régularité pour la frontidre de E(w) . On voit facilement
qu'elle est vérifiée dans le cas important ou G =‘EP et les E(a) sont des
boules, centrées a l'origine., Comme autres exemples de noyaux réguliers on peut

citer
o5 -1 n
K(x) = (Z? lxi| ) dens R, avec @ >0 .

Nous allons déduire quelques propriétés simples des noyaux réguliers qui seront
importantes dans toute la suite. D'abord, E(a) est un voisinage de 0O relative-
ment compact si 0 < ¢ <=, Car si y est la fonction caractéristique de E(Ay)

la convolution g = X(X) * X(‘ x) est continue et positive & l'origine et donc

dans un voisingge V de 0O . Alors

V< {g#9} < E(aa) - BE(ay) © E(a) o

4 cause de (ii), et il reste & montrer seulement que E(¢y) est relativement com—

pact. Prenons pour cela un compact B < G tel que

B anE(a)] > IB()|/2 et B nB(a/a)] > |E(e/a)] - |E() /2 .

Alors E(a) est contenu dans le compact B - B , car s'il y avait un x € E(a)

avec X ¢ B- B, 1l'ensemble x + B n E(a) serait disjoint de B mais contenu
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dans E(a/A) o Mais ceci est impossible a cause de la construction de B . Dans la
suite, nous utiliserons souvent (i) et (ii), ainsi que (2, 1=2), sans mention

expresse.

Notons que E(O) est un sous-groupe ouvert et E(w) un sous-groupe compact. On
pourrait se ramener au cas d'une singularité ponctuelle en passant au groupe quo-

tient G/E(x) , mais cela ne semble pas simplifier beaucoup le probléme.

Prenons maintenant 0 < g <p . Si X, € E(a) pour i =1 4 eee 3 N et si les

translatés Xy + E(B) sont disjoints deux & deux, alors

Ui(xi + EB(g)) < E(a) + B(g) = B(a/n) .

La mesure (de Haar) de cette réunion est donc majorée par A(o/A) € CA(a) . Ici,
et dans la suite, C est une constante gémpérique, non nécessairement la méme
chaque fois. Quand c'est nécessaire, nous indiquerons les variables dont C dépend,
Cette fois nous avons C = C(A) . I1 découle que N < Ck(a)/h(s) y et les valeurs
possibles de N sont donc bornées. Supposons méintenant de plus que N prend sa
valeur maximale, Alors E(a) < Ui(xi + E(B/A)) s Car si x € E(a) s le translaté

X + E(B) doit rencontrer un X, + E(B) par maximalité, d'olu

x e x; + E(p) - E(p) © x, + E(p/4) .

On a donc N > A(a)/A(B/A) et par conséquent N ~ K(a)/k(ﬁ) . (La relation f ~g
signifie 0—1 < f/g.g C .) Un tel ensemble maximal de translatés sera appelé un pa-
vage dans E(a) de translatés de E(B) . Notons aussi qu'un point x € E(a) peut
8tre contenu dans au plus C des X, + E(B/A) « Car x € x; + E(B/A) entraine
X, + E(g) cx + E(B/AZ) y et E(B/AZ) peut contenir au plus C translatés de
E(B) mutuellement disjoints, par comparaison de mesure de Haar. Des pavages analo-
gues peuvent aussi 8tre placés dans des ensembles autres aue E(e) « On appellera
x le centre du translaté x + E(w) , et on parlera également de translatés concen-

triques,

A cause de la condition (i), la classe des noyaux réguliers ne contient pas le
noyau simple défini dans EP y et = lxI—Y si x, > O0,et =0 sinon, yv>0.
Dans ce cas, on peut pourtant placer dans chaque E(e) une boule dont le volume

est proportionnel & A(w) , et ce noyau appartient & une classe plus large, que

nous allons maintenant introduire.

Définition. — Un noyau admissible sera dit semi-régulier s'il existe une famille
décroissante (E'(a))a>o de parties mesurables de G vérifiant (i), (ii) et (iii)
et telle que pour tout « > 0

(a) il existe Za € G tel que
z, * B'(a) < E(q) © 5, E'(o/8)

(b) 0 e Ea) .

Ici la condition (b) peut &tre obtenue par une translation, si les autres sont
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vérifides, A partir de (a) et (b), on déduit
2, € = Ta/B) < = 81(a/2%) < B'(o/87)
et
B(a) © - B (o/4%) + B1(o/a) © = B (o/47) .

On a aussi !E'(a)l ~'!E(a)| . Ces relations seront utiles dans la suite. Un
exemple d'un noyau semi-régulier dans le plan est donné par

| 2 .
1 21 < xl et xl >0 , et K=0 sinon.

Ici v >0 , et comme E'(¢) on peut prendre un rectangle convenable,

K(x ’ x2) = IXII—Y si lx

LEMME 2, = Soit K wun noyau semi-régulier. Un compact F < G est de convolution

dans G si, et seulement si, F n (x + E(1)) est de convolution dans x + E(l)

pour tout x e G .

Démonstration. -~ La condition étant évidemment nécessaire, nous allons montrer

qu'elle est suffisante. Supposons que F vérifie la condition, et soit p une me-
sure de probabilité portée par T . Puisque E*(A) est un voisinage de 0 , on
peut recouvrir F par un nombre fini de translatés Xj + 2z, + B'(A) 5 3=lgeeesN ,
ol z, est introduit dans la définition des noyaux semi~réguliers. Soit p, la
rﬁ§triction de pu & x, + z, + B! () . Comme IR L Et(a) © xg + E(1) , on a
vde AK(X + E(1)) d'aprés 1'hypothése, et puisque ™ < 2 U J s i1 suffit d'es—
timer UWJ dans le complémentaire de x, + E(1) . Si ™Mi(x) >a >0 pour un

x € x, + E(1) , alors il existe y € X+ oz ¥ E'(A) avec x - y € E(o) 5 car

1
Huj“ < 1 « Les propriétés des noyaux semi-réguliers entrainent alors

xey+Bla) cxy+a +8(a) +Bo) Cx; + 2 + B(8) + B'(o/a) .

J 1 1
Si o> A4 sy O 8 X E X, + z, +E'(1) © x, + B(1) , ce qui est impossible, et si

o < A4 s Ol & X € Xj + z, + E‘(q/A4) . Par conséquent,

s
109 > o}l s B (/2] 5 A )
s
dtod U Y e Mg - La démonstration est complete,

Notre probléme est trivial dans certains cas. D'abord, si K est localement inté-

grable et si

(3.1) J

E( ) K(X) dx £ Co{}\(cy)

pour tout o > 0 , alors AK(Q est un espace de Banach pour tout (Q . Car (3.1)

est équivalent &
g () = 71 f K*(s) ds < CK¥(%) ,

ou 1l'égalité aéfinit K** . Alors AK(Q) peut étre caractérisé par 1'inégalité
£ < ck* . Come f ——> £ est une application sous~additive, on obtient un es-
pace normé (cf. [ 3], p. 203-204). HAAKER [1] a montré que la condition (3.1) est

nécessaire et suffisante pour que AK(G) soit un Banach. Dans ce cas, tout fermé
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est de convolution. Comme exemple on peut citer tout noyau vérifiant Aw) = Ca—p ’

p > 1 « Au contraire, si

— —— NK(@) _
(3.2) llmN—aoo llmwm =+ © ,

par exemple quand A(q) = Ca ® p<1, il y a peu de fermés de convolution.
Notamment, si K est semi~régulier et si E'(w) = ﬂqDO E'(w) = {0} , alors tout
fermé de convolution dans G est fini, Car si F < G est infini, on peut, pour
tout N , trouver N points Xj €EF etun o >0 tels que les translatés

Xj + E(a) sont disjoints deux a deux. Si la mesure |, se compose d'une masse

3 + E(d)) ’

dont la mesure est NA(y) . A cause du lemme 1 et de (3.2), on peut voir que F

ponctuelle 1/N en chaque x, , on a U* > /N dans 1'ensemble U.(x
n'est pas de convolution.

4« Trous proportionnels,

Pour traiter les noyaux pour lesquels k(a) est voisin de Ca-1 s noOus aurons

besoin de la définition suivante.

Définitioq. - On dira qu'un ensemble FSG a des trous proportionnels s'il existe
N >1 tel que, pour tout o > 0 et tout translaté x + E(o) » il existe un trans—
laté

v+ E(Na) ©x + B(o) avec (y+E(Na)) nF=¢g,

Si K est semi-régulier, on voit facilement qu'on peut remplacer les E(a) par
les E'(y) dans cette définition, sans la changer, Dans R , 1'ensemble de Cantor
classique est un exemple typique d'un ensemble possédant cette propriété, quand les
E(e) sont des intervalles et K est admissible. Plus généralement, tout ensemble
ayant des trous proportionnels est contenu dans un ensemble & la Cantor, si K est

régulier, comme nous allons maintenant voir.

Soient K un noyau régulier, et F un sous-~ensemble relativement fermé de
E(1) , ayant des trous proportionnels. Le nombre M sera précisé plus tard ; il
vérifiera M > A3 N, ou N est le facteur dans la définition ci-dessus. On place
d'abord dans 1'ensemble B =E(1) ~ (CE(1) + E(M/AZ)) un pavage de translatés de
E(lM) , c'est-a~dire; un nombre maximal de translatés x, + E(M) disjoints deux &
deux,; avec x, € B ., Comme nous avons vu, les ensembles Xj + E(M/A) recouvrent
alors B . On a E(A) © B ; et par définition il existe un translaté y + E(NA) ,

contenu dans E(A) et disjoint de F . Alors y appartient & un x; + E(M/A) ’
d'ou

X, + E(M) ¢y - BE(M/4) + B(M) €y + E(M/Az) cy + B(NA) ,

puisque M > A3 N . En particulier, 7l - x;, + E(M) ne rencontre pas F , et on

1

appellera T° un trou d'ordre 1 . Les autres translatés x. + E(M) , j#41 ,

seront des cellules d'ordre 1 . Notons gque Xj -+ E(M/A) c E(l) pour tout j .

Plagons maintenant un pavage de translatés de E(MZ) dans
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B(1) ~ ((CB(1) u !) + B(1%/4%)) ,

clest-a~-dire, grosso modo, dans l'ensemble E(l) N T1 mais non pas trop pres de sa
frontidre. Comme ci-dessus, on peut trouver dans chaque cellule d'ordre 1 un
translaté =x + E(Mz) » appartenant a ce pavage et disjoint de F . On appelle alors
X + E(M2) un trou d'ordre 2 , Les autres translatés de E(M2) du pavage seront
des cellules d'ordre 2 . Pour chaque trou ou cellule d'ordre 2 , soit y + E(Mz),

on a
il 1
y + B(M/a) < B(1) v T,
On appelle T2 la réunion des trous d'ordre 2 ,

De fagon analogue, on place un pavage de translatés de E(MB) dans
B(1) N ((CB(1) v Tt u ) + B(P/4D) ,

et toute cellule d'ordre 2 contient un translaté appartenant & ce pavage et dis—
joint de F , qui sera appelé un trou d'ordre 3 . Les autres translatés du pavage

3

gseront des cellules dtordre 3 , et T est la réunion des trous d'ordre 3 .

On continue ce procédé, obtenant des trous et des cellules de tous les ordres

n>1, qui sont des translatés de E(Mn) dont les centres appartienmnent & 1l'en~

semble
B(1) ~ ((CB(1) vl u ... v T 4 B(Y/A2)) .

Tei ™ est la réunion des trous d'ordre J e 81 T1 et T2 = x + E(M?) sont

deux trous d'ordre m et n , respectivement, avec m <n, alors on voit que

T, + E(4") ne rencontre pas x + E(M%/4) . Notons aussi que
x + B(M%/4) o T, + E() .

Examinons cette structure plus en détail. Avec x € G quelcongue on met
D=x+ E(Mq) » oW q >0 est entier. Alors D rencontre au plus C = C(A) trous
d'ordre < q . Pour le voir, prenons pour chaque trou d'ordre < q qui rencontre
D un point Xj dans son intersection avec D . Alors les ensembles xj + E(Mq)
sont disjoints deux & deux & cause des propriétés des trous, et ils sont tous con—

tenus dans x + E(M%/A) . Le nombre des X est donc au plus

AmY/a)/a(md) <o .

LEME 3, - Pour un M, = B (A , 0 , N) et tout M > M, il existe des nombres

e=e(d,M,M) >0 et C=c(a, )

tels que

(0 n (1) ~U, Tl cc(i=-e)*[D|, n>q.

Dans le cas d'un noyau radiel dans B_m » on utilise des pavages cubiques comme

dans [2], et le lemme devient trivial, avec g = M o o Bvidemment lDl = X(M’) .
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Pour D = E(1) 1le lemme entratine
i |
[B(1) v Uj g T | =0 et done |F| =0,
puisque F est disjoint des trous.

Démonstration du lemme. — Mettons pour n=q+ 1 » @+ 2 9 ece

v = (0 aB(1) s (€0 +B0P/a%) vy, 1Y) .

Alors tout point de Vhrl ~ Vh est contenu dans un trou Xy + E(Mn—l) (atordre
n - 1) qui rencontre Vn—l . Ce trou est suffisamment éloigné de (D pour aue
X + E(MP-I/A) soit disjoint de (D + E(MP/AB) , comme on le vérifie facilement.
Par conséquent, (xo + E(MP-I/A)) N (xo + 5(™ 1)  est contenu dans V, .« Cemme
IXO + 5™ Y| = A(Mp-l) est majorée par la mesure de cette différence d'aprds

(2.2'), on obtient, en sommant sur les différentes parties de Vn. \ 'Vn sy que

1
lvn__l\ vnl < Ivn| , d'ol

(4.1) v

n—lls 2|an *
Cette inégalité est la raison pour laquelle on soustrait les points voisins de

CD en définissant v, o

Considérons maintenant les trous et cellules d'ordre n qui sont contenus dans
Vn . Les translatés de E(Mp/A) concentriques & ces trous et cellules recouvrent
Vn ~ (CVn + E(Mp/Az)) » & cause des propriétés des pavages. Comme une cellule
d'ordre n contient un trou d'ordre n + 1 , il s'ensuit que la mesure totale m

des trous d'ordre n et n + 1 contenus dans Vn vérifie
(4.2) n 3 GWOH/AG™) v~ (O + B08/4%) /e

Les constantes C sont comme dans 1'énoncé du lemme. En vue d'estimer par en~-
dessous le membre droit de (4.2), on va considérer |Vn n (CVn + E(Mn/Az))l . L'en-
semble CVn est composé de plusieurs parties, dont chacune donne une contribution

a an n (CVn + E(Mp/Az))l y et 11 faut estimer ces contributions. D'abord, & cause

de (iii) dans la définition des noyaux réguliers, la mesure de
v n (CB(1) + B(%/4%))

ne dépasse pas C(A(Mq))n (A(Mp))l—n . La contribution de (D + E(MP/AB) est domi-
née par la méme expression, et également celles des trous d'ordre < « qui rencon-
trent D . Finalement, supposons qu'un trou d'ordre j avec q < j < n rencontre
D . Alors de deux choses l'une : ou bien ce trou est situé loin de (D , et par
conséquent il est contenu dans Vj y ou bien il est contenu dans (D + E(Mj/A4) .
La mesure totale des trous d'ordre j rencontrant D est donc majorée par

]le + C(}\(Mq))’n (A(MJ))l-n » et le nombre de tels trous par
v 1)+ cuamNT
Ceci donne une contribution & |Vn n d:Vn + E(MP/A2))I qui est au plus

olvs 1 )T )T 4 e )T ()T,
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ol on a de nouveau utilisé la propriété (iii) des noyaux réguliers.
En sommant sur q < j <n , et en ajoutant toutes les contributions, on obtient
[v_n Cv_ + 8 (/4%)) | < cOEN)T (A ()17
+ ¢ LIV OEAWN T+ o - @) ()TN

Au membre droit de cette inégalité, le premier terme est absorbé par le troisid-
me. En appliquant (4.1) au deuxidme terme, on voit qu'on peut estimer le membre

gauche par
(43 ¢ 2 2 GO/ 4 oln - ) AE) G/ @)
Ici C ne dépend que de A ., Puisque K est admissible, on peut faire
A1) /A (81

aussi petit qu'on veut, indépendamment de j , en prenant M suffisamment grand.
En estimant la somme dans (4.3) par une série géométrique, et en choisissant

e < 1/2 , on peut obtenir

v, 0 Cv, + B0/ | < 3 [ | + 220D (1 - 2,
si M est grand. Sous 1l'hypothése
(4.4) v | > a1 - )™,

ceci entralne

v Cv_ + B5(/42)) | =1 |v | .

: 23 1V
A cause de (4.2), il en découle que m 3 5|Vn| s ou 6 >0 o Puisque
A /A9y s,
on peut avoir
(4.5) 6 > M C .
Alors la définition de V, implique

Vol s (1= 8)]v |+ e (o)),

En utilisant (4.4), on voit que le dernier terme de cette expression est majoré

n+2

par
= clv | )/AE) I (1= )",
Pour estimer R , notons qu'il existe un ¢ =c(4) > 0 tel que
A /a9y < o
Avec ¢ < 1/2 et M assez grand, (4.5) entratne que R < 6|Vn|/2 pour n-gzn, ,
ou n, = nO(A s M) .

La conclusion suivante en résulte : si (4.4) est vérifide, et si n Z 4 +n et

M majore un M, convenable, alors

0
Vol < (1 -08/2)]v i,
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aveec § = 6(A » T o M) . Par récurrence, on obtient alors
(4.6) v | s (1 =)™ a(u)
pour n = q + n. qg+n,.+2,q+n, +4 4 ee0 9y avec C = c(a , ﬂ) et

0 0]
e=c(A sy T s M) >0, car (4.6) est trivial pour n = q + ny » avec une constante

C convenable., Avec une autre C , (4.6) est alors vérifide pour towt n > q . Le
lemme résulte maintenant de (4.6) et d'une simple estimation de |Dn(CE»E(Mp/A3))Iy

quantité soustraite dans la définition de V, e la démonstration est terminée.

Dans la méme situation, on va recouvrir chaque trou dans E(1) de translatés de
E(a) » aveec « variable et grand prés de la frontidre du trou. Soit T wun trou

d'ordre p , et mettons
By = Cr +BMI)) ~ €T+ BOP™D)) , pour =P spH+ 1y eee s

ou la premitre parenthése doit &tre remplacée par T pour J =p . Alors Bj cr,
et Bj est l'egsemble dgs points dont la distance & (T , mesurée & 1'aide de K ,
correspond a M < KL M:’J’1
By » soit (x + B(ad*2))

. Plagcons un pavage de translatés de E(AMj+2) dans
. Alors les translatés concentriques (Xv + E(Mj+2))
recouvrent Bj » et ils seront appelés des morceaux d'ordre Jj + 2 . On vérifie
facilement qu'un tel morceau est disjoint de Bj;2 et de Bj+2 . Un morceau
d'ordre Jj est donc contenu dans

(Cr + E(M3‘3)) ~ (C + E(9)) ,

et tout point de T appartient & au moins 1 et au plus C = C(A) morceaux de
tous les ordres. La mesure totale des morceaux d'ordre j dans T est majorée par

e @D (PN, o ¢ = c(H) , ce qui sera important dans la sectien 6.

Plus tard, nous aurons besoin d'une estimation de la mesure de l'ensemble
V = (F + E(Mn)) n E(l) s N =132, eoo 8n va considérer les intersections de V
avec les trous, puisque le reste de V est de mesure nulle, d'apreés le lemme 3. Ce
lemme entratne aussi qu'il y a au plus CA(1)(1 - s)i ()\(Mi))"1 trous dlordre i ,
et pour i < n nous avons une estimation pour l'intersection de V avec un tel
trou, & cause de (iii) dans la définition des noyaux réguliers. Le lemme 3 donne
une estimation de la mesure de tous les trous d'ordre > n , et en sommant on
obtient

vl s en(n) 3, (1= &7 )™ M) v (1)1 - o)

puisque  (A(0))" 1 < S BOEE)™H pour M > =M (a, M,et e<1/2,

on en déduit a 1l'aide de séries géométriques
(4.7) [P+ 2(Y) n (1)} g cal1)(1 - €)™ .

On voit également que la méme estimatien est aussi valable pour P + E(Mp)l ’

car F C E(l) .

Finalement, nous donnerons une version de 1'inégalité de Harnack., Si x € Cr sy et

si y et y' appartiennent au méme morceau dlordre j dans le trou T , alors



812
K(y - x) MW—X)sw.Pmmm K(y - y') 3 19/A , on a
(4.8) K(y = x) ~K(y' = x).
5. Le lemme-clé,

LEMME 4. - Soit K un noyau régulier vérifiant

-

Pl en(e) s, a>o0.

Si un ensemble F < E(1) relativement fermé a des trous proportionnels, avec le

facteur N , alors F est de convolution dans E(l) s 6%

CE<1)(F) <c(a,m,N) .

Démonstration. — Soit | une mesure de probabilité portée par F , et prenons

>0 , Fixons un M pour lequel les résultats de la scction 4 sont walables,
M="0(A, TN, N) .Soit (Rj)T une énumération de tous les morceaux dans E(1) ,
telle que l'ordre J de Rj soit non décroissant en Jj , et appelons Xj le
centre de Rj . On va construire par récurrence une suite (Ak)g de mesures et une
autre (Ik)g de sous-ensembles de E(l) s et on commence en posant ko =0 et

IO = ¢ « Supposons la construction faite pour k < j « Si Rj rencontre {U“ > o}
et, simultanément, Rj n'est pas contenu dans Uk<j Ik y alors on définit Xj_
comme la restriction de la mesure de Haar & Rj s et I comne la réunion de ceux
des R, » i >J , qui rencontrent x4 + E(MP/AB) cIci p=3-uT-F) (p
dépend donc de i )y et u > 0 sera précisé plus tard. Dans tous les autres cas,

on met Xj =0 et Ij =@ . Avec v = Z# lk s on va montrer que
(1) [{t* >} nE(1)] <Clly »
(2) ™ > a/C sur Supp v
(3) vWWge sur P,

Ici, et dans la suite de cette démonstration, C = C(A > N oy M) . Ces trois iné-

galités entrafnent

(5.1) 0¥ > a} nB(D)] s o™ J " av = co™t 0V ap < 7Yl

a cause du théoreéme de Fubini. Ceci terminerait la démonstration du lemme, & cause

des remarques faites aprés la définition de My e

Avant de prouver ces inégalités, on va décrire 1'idée de la démonstration (ef. la
technique utilisée dans [2]). Soit ' la restriction de la mesure de Haar & 1'en-
semble dont on veut estimer la mesure, c'est-a-dire, a {Uu > o} n E(1) . Alors
1'inégalité

(5.2) T < C sur F

entretnerait le lemme, suivant la méthode (5.1), comme on le vérifie facilement.

Pourtant, (5.2) est fausse en général, d'ou 1'idée de construire une modification
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v de ! , vérifiant (5.2) et pour laquelle (5.1) reste valable. Ceci veut dire

précisément que v doit vérifier (1), (2) et (3).

Grossidrement, (5.2) n'est pas vraie puisque les masses de v!' sont situdes 13
od U* est grand, c'est-3~dire prés de F . Les morceaux de la section 4 servent a
discrétiser le probldme. Dans la construction récurrente ci-dessus, on commence par
les grands morceaux, qui sont loin de F , et, ignorant un instant les Ik y ON
procéde comme suit. Si un morceau rencontre {U“ > o} 5 on place une mesure de den=—
sité 1 dans ce morceau, et ensuite on ajoute ces mesures., (Placer la masse dans
tout le morceau, ou seulement dans son intersection avec {UM > ¢} , n'a pas
d'importance, a cause de (2).) Faite de cette fagon, la construction donnerait une
approximation de ' qui ne vérifierait toujours pas (5.2), mais chacune des
mesures ainsi ajoutées a un potentiel borné sur F . Il faut donc éviter de placer
de la masse dans des morceaux situds trop prés 1l'un de 1l'autre, et les Ij sont en
effet des régions "interdites" autour des Rj » OU aucune masse ne peut &tre placée
aprés qu'une mesure ait été placée dans Rj . Le fait qu'un morceau soit ainsi in-
terdit par Rj s ou non, ne dépend pas seulement de sa distance & R. , mais aussi
de sa taille. Les petits morceaux, qui sont situés prés de F , sont interdits plus

souvent que les grands morceaux.

En fait, les Kk s'annulent a partir d'un certain ko y mais ceci ne semble pas

simplifier la démonstration, car on n'a pas d'estimation de ko .

Démonstration de (2). —- A cause de (4.8)y on a UM > o/C dans la fermeture de

tout morceau qui rencontre {UM > ¢} , ce qui entratne (2).

Démonstration de (1). - Un morceau Rj rencontrant {U“ > o} est ou bien le

porteur de A, # O , ou hien contenu dans Uk<j I, « Comme les morceaux recouvrent
E(l) a4 un ensemble de mesure nulle prés, on a

| {t* > o} n B(1)| g2 gl + 20zl

Evidemment 2 “Xj” = “v” » et puisque ”hj“ = X(Mj) ~ Y si Ij #@ 5 il suffit
de montrer que

(5.3) I, <o,

Avec s > 3' fixe, on va estimer la mesure (de Haar) des morceaux d'ordre s

dans Ij « Par construction, un tel morceau est contenu dans
% + 5(12/12) + B(1%/n) < X+ B(®/aH < x5+ 5(P"1) ,

ot p=3-uls - 5) » car on peut sans restriction supposer M > A4 « Comme on a
vu dans la section 4, Xg + E(Mp_l) rencontre au plus C trous d'ordre <p -1,
et la mesure totale des morceau d'ordre s contenus dans ces intersections est
donc majorée par 4 = CM&“<F-1) M—(l—ﬂ)s . Chacun des autres morceaux d'ordre s
dans Ij est contenu dans un trou d'ordre q ave¢c p-1<qgs8=~2,etce trou
est contenu dans Xj + E(MP-I/A) o A cause du lemme 3, ces trous d'ordre q ont

une mesure totale dominde par CM P(1 - ¢)¥™P , d'ou une estimation de leur nombre,
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qui entrafne que la mesure totale des morceaux d'ordre s qu'ils contiennent est
au plus CMP(1 - ¢)T7P M(1~ﬂ)q M—(l—ﬂ)s « Sommant sur q , on obtient au plus
CHP(1 = ¢)°P , et cette expression l'emportera sur la quantitd A, correspondant
& g p=1 et déduite ci-dessus. En utilisant la définition de p , on trouve

alors

lI-I-S C Zséj M;E M#(S;Sv (1 - S)(1+m)(343) .

Si w=wu(A s M, M) >0 est pris suffisament petit, cette série géométrique va

converger et donner l'estimation (5.3) s et donc (1).

Démonstration de (3). -~ Prenons z € F , et mettons 3 =2 k. s OlL On somme sur
les i pour lesquels 1 =j . Ici J >3, puisqu'il n! y a pas de plus grands
trous, et évidemment U 2? U J «8i J et n sont entiers avec ng j >3, on
appelle A, la somme des Ki avec 1 = j pour lesquelles Ri est disjoint de

z + E(Mn) .’Nous allons estimer le potentiel de A, n U point z . Pour gq<n ,
on trouve, comme dans la démonstration de (1), queaies morceaux d'ordre J conte-
nus dans gz + E(Mq) ont une mesure totale d'au plus Cqu(l - e)j—q e Si un mor—
ceau R, avec 1 =j est contenu dans z + E(M%) , mais non pas dans z+E(Mq+1)

et si Ri est disjoint de z + E(Mn) » alors on voit sans difficulté que

hi
U (z
En sommant sur ces morceaux et ensuite sur ¢ , on obtient
A, .
(5.4) U 9% (z) ¢ o Z (1 - ) = ¢ (1=,
avec C = C (A y My M) . Si C, est bien choisi, (5.4) sera valable méme pour n
non entier, £ J « A cause de la construction des morceaux, on a A =

. A\ o
Jsd J
L'inégalité (3) va maintenant résulter du lemme suivant.

SR
IEIME 5¢ = Pour Jj =3 4, 4 5 ses » la somme Zg U k(z) devient dominée terme a

J- 2
terme par Zb 01(1 ~ ), aprds un réarrangement convenable.

Démonstration. ~ Le cas j = 3 est immédiat d'aprds (5.4), avec j =n =3 .

Supposons 1'énoncé vrai pour j - 1 . Soit Bk la réunion des morceaux d'ordre k
qul portent Ve o En gros, la récurrence se fait de la facon suivante., Si le terme
U J(z) est grand, alors z est situé prés de Bj s qui, lui, est éloigné des Bk’
k < j » a cause de la construction des Ik Le p01nt z ne peut donc pas 8tre

trop prés de Bk s d'oll une estimation des termes U (z) s k<3,
Passons aux détails. Soit m 1'entier pour lequel
(5.5) ¢,(1- )™ <vd(a) g0 (1=

(si Uvj(z) =0 , il n'y a pas de probldme,)

L'ensemble Bj rencontre nécessairement z + E(Ma—m—l) s Car sinon (5.4) contre-

dirait 1'inégalité gauche de (5.5) ; soit x un point d'intersection. Montrons que

(5.6) zd Bk + E(MP/A) pour 3 <k £ j=m=1 5, ot p =k = »(j=k) .
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Dans le cas contraire, on aurait =z e Xs + E(Mk) + E(Mp/A) pour un morceau

Xi + E(Mk) avec ki #0 et 3<kgj-n-1. Cela entratnerait
x e x; + e(X) + BOP/A) + B(IEL) x; + 5(iP/a3) ,

puisque p<kg j~m=~ 1. Mais ceci est impossible, car X F E(M?/AB) ne ren-—
contre pas Bj s d'aprés la construction de Ik . On a donc bien (5.6), et par con—
séquent z + E(MP) est disjoint de B, »si 3Sk<j-m=1.Hais alors (5.4)

entraftne
Vi k~p n(=k)
05(z) € ¢, (1= &P = (1 - o)

pour k =3 434 454 eee 9 J-m~- 1, Nous avons ici les derniers termes de la série

géométrique du lemme, L'hypothése de récurrence implique eque
J=1 vy =1 uk
Pour terminer la récurrence, il sugfit maintenant d'utiliser 1'inégalité droite
de (5.5)s qui implique évidemment U j(z) < 01(1 - e)nm .

Le lemme 5 est démontré, et donc aussi le lemme 4.

6. Résultats locaux.

Le lemme 4 nous permet de prouver deux théorémes locaux. La o () n'est pas men-
tionné, on sous-entendradés maintenant que Q = G . On met h(a) = f(a) a—l s ici

et dans la suite.

THEOREME 1. - Soit K wun noyau semi-régulier vérifiant

(6.1) litﬂN_.oo ]'—J:E]a—oco -f-‘%;)- IE(Q)\E(NO{) K(X) dx = + =

et

(6.2) £(8) < Af(e) pour 1 <o gp< o .

Alors un compact F < G est de convolution si, et seulement si, P a des trous

proportionnels.

La limite dans (6.1) existe par monotonie, Cette condition sert & exclure le cas
(3.1) (1es petits noyaux). On peut construire un exemple dans R qui montre que
lim ne peut pas &tre remplacé par 1im dans (6.1). De méme, (6.2) empéche K
d*8tre trop grand prés de la singularité (cf. (3.2)). On pourrait ici remplacer a2
par une puissance quelconque ap s P >1, sans changer la eondition. Le théordme

1 s'applique aux cas h(a)'v a—l(log a)a s @ =—>®, avec a €R, et
Ma) ~ oL exp(= c(log a)b) savec C>0 et O<b< 1.,

Démonstration. — La condition est nécessaire. Supposons qu'un ensemble z+B! (o)

a > 0 , ne contient aucun translaté de E'(Na) disjoint de F 4, et eue N > A7 o

On peut supposer z =0 . Recouvrons E!(Ay) par un nombre fini de translatés

Xj + E'(Na) s qui seront alors contenus dans E’(a) . Ils rencontrent donc P , et
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on peut prendre des points yj e Fn (xj + E’(Na)) . Les ensembles x. + E'(Nd) ne
sont pas disjoints, mais on peut choisir une famille (B.) d'ensembles mesurables
disjoints deux & deux, tels que By < x; + E'(No) et U, B, = U, (x.+E'(No))2E! (Aa) «
Notons dy 1la restriction de dx a Uj Bj « Alors = 25 le 6yj (masses lle
aux points yj ) est une approximation de v , obtenue en concentrant la masse dans
les Bj aux points yj correspondants, La masse est donc déplacée seulement a
1'intérieur de chaque xj + E‘(Na) s et on a “u” = HvH ~:K(a) .

Prenons B > A5 a et X € E'(A2 @) « Les propriétés des noyaux semi-réguliers

entratnent

xo—zB—E'(AB)CE'(A2 a)+E'(B/A2)~E’(AB)CE'(A2 a)+E'(B/A3)CE’(Aa) .

On a donc dv > dxl(xo -U) ,o0 U=U 5 (zB + B'(AB)) et | signifie res-

triction, d'ol B2A" o

(6.3) I K(XO - y) auly) Zij K(Z) dz .

Mais zg + E'(AB) < E(B) » et comme |E'(aB)| ~ |E(B)| , 1a quantité |E'(ag)]
est plus rapidement décroissante qu'une puissance de B-l « Les ensembles za+E(AB)
sont par conséquent suffisamment disjoints 1'un de 1l'autre pour qu'on puisse obte~
nir

(6.4) Jxg=9) @) 20 [ o x(a) az

E(A a)
en choisissant les valeurs de B dans une progression géométrique, Quamd on passe de
v a p en concentrant la masse aux points yj s la masse dans Xy = XB - E'(AB)

reste dans

%o = 2 - E'(4B) + B'(Na) - E'(No) © %o = Zg = E*(g) © Xy = E(g) »
si A5 d<B <L Na/A2 . L'argument de (6. 3-4) donne alors
Jrtey - 9) ) » ¢ [ k(a) az
ot E=£(4° o) » E(No/a%) . Dans E'(a% &) , on a donc
(6.5) g+ ¢t fE k(z) dz .

Si F n'a pas de trous proportionnels, il y a des N arbitrairement grands et
tels qu'il existe o pour lequel cette construction est possible. Puisque F est
compact, ces o« sont minorés par un § > 0 , et en prenant éventuellement o > o
convenablement, on peut supposer, en outre, que o ==> » avec N . Comme lim
dans (6.1) crott avec N , il en découle que la construction est possible pour o
et N avec (f(a))-l IE K arbitrairement grand. Mais si F était de convolution,
alors Hp“—l vt , et donc aussi (k(a))—l tM , seraient dans M s avec des quasi-
normes bornées par C = C(F) » suivant le lemme 1. Cela signifierait

inf U g onMe)ea ~ £(a)
B(A%)

ce qui contredit (6.5). La nécessité est démontrée.
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La condition est suffisante. Définissons un noyau régulier K! par
X' > a} = 8'(a/a”) .

Puisque E(a) © E’(Q/AB) yona K<K', et on déduit aussi K~¥ m:(K')* y et
donc AK(Q) = AK,(Q) pour tout Q . Cela veut dire eu'il suffit de considérer des
noyaux réguliers, car un ensemble F a des trous proportionnels simultanément pour
K et K' ., Selon le lemme 2, on doit montrer qufun " c E(l) sy relativement fermé
et ayant des trous proportionnels (avec le facteur N ) par rapport & un noyau ré-
gulier K , est de convolution dans E(l) « Prenons donc une mesure de probabilité

b portée par cet F , et un o > 0 . Il faut montrer que

(6.6) | (" > o} n B(1)| g of(e)/a »

et il suffit de considérer o grand, puisque le’cas contraire est trivial, avec
une C convenable, Ici, et dans la suite de cette démonstration, on a C=C(A,ﬂ,N).

De (6.6) nous obtiendrions également

(6.7) CE(l)(F) <C.
Pour ce qui concerne les points prés de F , (4.7) entratne
-C
(7 + B(8)) nE()| scM(1) g T,
pour B >0 et un c1 >0 . HMais K(a) A(l) C/C sy d'ou l'existence d'un

c, = Cl(A » T » N) tel que

(6.8) (7 + E(a D) nB(1)] g cfla)/a .
En notant ¥ la fonction caractéristique de E(a/Z) N E(a 1) s on obtient
(6.9) M(x) € (Bx) % p + o/2 »

C
pour x ¢ F + E(w 1) o I1 suffit donc de considérer l'ensemble ou (KX) * > a/2 .
Avec K = Ky/f(a/2) 5 on a

r(8) = 1k, > 8} = |{rx > £(o/2)p}]
et pour B g of/(2f(o/2)) on trouve A (B) f(a/Z)/(a/2) Si
M@ﬂd@)<s<a/ﬂd®,

alors f(a/Z)B est compris entre /2 et une C—iéme puissance de a/2 y et (6.2)

entraine

0 < S o

Finalement, kl(s) =0 pour B >« 1/f(a/2) . I1 résulte que K1 est majoré par
un noyau vérifiant les hypoth&ses du lemme 4, avec la constante A =C . Ce lemme
entraine alors que la mesure de l'ensemble {(Ky) = > o/2} n B(1) est au plus
C.2f(o/2) /o ~ Cf(a)/ » On a done

[{t* > o} mC(F + E(a )) nEB(1)] g cfle)/a »

4 cause de (6.9). Avec (6.8), cette inégalité implique (6.6).
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Le théordme 1 est démontré.

On va maintenant considérer des noyaux qui ont une singularité un peu plus forte
que ceux du théoréme 1. Il faut alors une autre fagon de mesurer la taille d'un en-
semble dans G . Soit K un noyau semi-régulier, et F < G . On note na ou
na(F) le nombre minimal des translatés de E(a) qui recouvrent F , et ma le
nombre maximal de translatés de E(a) disjoints deux a deux qui ont leurs centres
sur F . Les quantités obtenues de la méme facon, mais avec E'(y) au lieu de
B(w) , seront appelées n& et m& . Ces quatre quantités sont croissantes en o« ,

et puisqulon peut recouvrir E!(g) par C = C(A) translatés de E'(2y) , on a

1 1
(6.10) n}, < Cn! .

HMontrons que

(6.11) n ~n ~nt'~mt,
o o o o

au sens que n < Cma etc., avec C =C(4) . On peut supposer F relativement

compact, car sinon les quatre quantités sont infinies.

La démonstration se compose'de quatre parties, qui entratnent ensemble (6.11), en
vue de (6.10) :

10 n& < mAa s car si on a un ensemble maximal de translatés de E'(Ay) , dis-
joints deux a deux et avec centres sur F , alors les translatés de E'(a) con-
centriques recouvrent P , & cause de la maximalité,

20 m& < mA3 s puisque E(A3 @) € B'(a) .

30 ma < Cnaa, car si Xj + E(a) s J =1y eee s na » est un recouvrement de F,

alors tout translaté de E(a) avec centre dans Xj + E(m) est contenu dans

Xj + E'(a/A4) y et Xj + E'(a/A4) peut contenir au plus C +translatés de E(a) .

40 na.g n& » puisque E'(y) est contenu dans un translaté de El(a) .

THEOREME 2+ = S0it K un noyau semi-régulier vérifiant

(6.12) £(a) < AP(B) pour 1<o <B <o .

Alors un compact F © G est de convolution si, et seulement si,

(a) F a des trous proportionnels, et

(b) il existe C tel que

f(a) < Cf(a/na) pour o > 1,

Ici (b) signifie que na ne doit pas &tre trop grande. Quand A(a) ~:arl(log a)a
pour o =—> o , (b) est une conséquence de (a), et méme triviale pour a £ 0 . Pour
Ma) ~a P, p<1, (b) signifie que n  est bornde, ce qui implique (a). Pour—
tant, si A(a) ~ ot exp(C(log a)b) s 0<b< 1, aucune des deux conditions

n'entratne 1l'autre (cf. la remarque 1 aprés la démonstration).
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Démonstration. — La nécessité de (a) se démontre comme pour le théordme 1, car

(6.12) entratne (6.1), comme suit., Prenons N et o > 1 avec Nu < q2 . Alors

JE(Q)\E(\,O[) K(x) dx = - ‘f]a ot f(;-,) ’

et si w< tj< Atj < No » les inégalités (2.2') et (6.12) impliquent

£(+) 1f(tj) , £(e)

B “r)tj,Atj) i==23 ukd ol
En sommant sur une suite finie (tj) sy avec o < tj = Aj o < No s on déduit
..r £ (o) ztj
E()\E(Nw) K(x) dx z = 'g;‘ > f(a) log N/C ,

dtou (6.1)0

Pour voir la nécessité de (b), on prend Xj EF pour j =19y eae ma tels que
les ensembles Xj + B(o) soient disjoints deux & deux. Appelant p la mesure 6om=
posée d'une masse ponctuelle m;1 a chaque x. s on obtient > a/m sur l'en-
semble U, (x'J + B(ow)) 5 dont la mesure est m AMa) o« Si F oest de convolutlon, i1

découle du lemme 1 que m K(a) CX(q/m ) s ce qui entraftne (b), a cause de (6.11).

Pour montrer la suffisance des conditions, on prend un compact F vérifiant (a)
et (b). Comme dans la démonstration du théordme 1, on peut, sans restriction, sup-

poser K régulier. Notons tout d'abord que
(6.13) m, Mp) < |7+ B(8)| » B>0.

Puisque F peut &tre recouvert par un nombre fini de translatés de E(l), on ob~-
tient comme dans la démonstration du théoréme 1
-C
1
(6414) 7 + B(B)] < cn(1) B .

Tei, et dans la suite de cette démonstration, C = c(a , MsF) et c, et c,

dépendent des mémes variables et sont positives. Pour B grand, (6. 13-14) mon-
trent que
cl ( ) c
B f 2

(6.15) - 2%‘{(‘5—26 ’

ou on a utilisé (6.11) et le fait que (6.12) implique
~C
£(g) 2 £(1)(1ee )™ /c, B>1.
Pour B/n <Y <B s (6.12) et (6.15) entratnent que

f(B/nB) s cfly) g cfp)

Mais alors f est d'ordre de grandeur constant dans 1'intervalle [B/n y B) » 2
cause de (b) Par conséquent, l'intersection de F avec un translaté de E(l) vé—~
rifie (b), car nB(F) est croissante en F ., D'aprdés le lemme 2, il suffit donc de
prendre un F c E(1) relativement fermé vérifiant (a) et (b)s et montrer que F

est de convolution dans E(l) .

Soit | une mesure de probabilité portée par un tel F , et prenons ¢« > 0

grand. On peut choisir un B > o tel que nB X(B) ~:h(a) » et alors
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(6.16) 7 + 8()| < e, Ap) < onle) o

La condition (b) montre que

f(B/nﬁ)
B/nB

N

Ma) < Cng @) < ¢ Ma) o
B

B

< o & B . Par conséquent, f est d'ordre de grandeur constant

et donc B/(CnB)
dans 1'intervalle (o , p) . Le reste de cette démonstration est une répétition de

la fin de celle du théoréme 1, avec B au lieu de « 1 et (6416) au lieu de (6.8).
Le théordme 2 est démontré.
Remarque 1., ~ Ce théoréme est applicable si K est semi-régulier et
@) ~ o exp(o(log ) »

o ==> ® 4, avec @ croissante. Si en outre ¢ € 0(2)()x0 y o) pour un X, € R ,

et si °
(6.17) xp!(x) —> o ,

et
(6.18) _o"x) —0 .

pour x —> ® , alors la condition (b) est équivalente & l'existence d'une cong—

tante C telle que
(6.19) n, < C + exp(C/o'(log o)) .
Ceci est une formule plus explicite que (b) ; comme exemple on peut citer
ofx) =cx®, O0<b<i.
Démontrons cette équivalence, Evidemment, (b) est équivalente a
(6.20) | A= m(log o) - w(log o - log na)‘s C .

On suppose d'abord que Tzﬁkqm 9'(x) >0 . Alors (6.19) entratne que n, est bor-
née pour o =—> ® , d'ol (6.20), puisque K est admissible., Pour la réciproque,
prenons O < a < 1im ¢'(x) . L'hypothdse (6.18) signifie que d(m'(x))"l/dx ~> 0
pour X —=> o , ce qui implique que o' > a/2 sur des intervalles arbitrairement

grands., Si (6.20) est vérifide, n est alors nécessairement bornée, d'ou (6.19).
Supposons maintenant lim o'(x) =0 . Alors
(6.21) s =log n o' (log o) --% (log na)2 o"(g) »

ou log ¢ - log na <E<log o . Si (6.19) est satisfaite, on a

log na = 0(1/@'(log o)) o(log a)

Il

3 cause de (6.17), et donc E> (log w)/2 » si « est grand. Puisque
(o) Hax —> 0y x —> @,
on obtient

(o' (Nt 3 (9" (10g &)™ = o(10g na) > (0'(1log ))7Y/2
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si o est grand. Mais alors
o"(g) = o((0'(£))%) = o((o' (108 0))?) a'apr2s (6.18),
et on voit d'aprés (6.21) que (6.19) implique que A est bornée.

Réciproquement, supposons que n, vérifie (6.20) mais que (6.19) n'est pas sa-

3¥*

tisfaite, On peut trouver n” < na telle que log nz m'(log o) n'est pas bornée,

o
log nz < (log a)/2 et 1log ng o' (log o) s, § 1/4 . Ici

Sa T suP{lcp"(X)]/(cp’(X))2 s x> (log )/2} =o(1) » a=> .

¥*

Alors la quantité A *

» Obtenue & partie de A en remplacant n, par n o
vérifie a¥ < A £C . En outre, A¥*  admet un développement analogue & (6.21) ;

soit g* le nombre qui y correspond & § . Puisque g* > (log o)/2 » on obtient

comme ci-dessus
1 2 ¥* 1 #\ 2 S\ 2
|5 (log n::) o"(€") | s 5 (log n))° (o' (£7))" s

1 #y 2 ' 2 1 *
£ 5 (log na) 4(o? (Llog a)) s,S3logn o (log o)

o

Dans le développement de N y le terme log n: ¢'(log o) qui n'est pas borné,
1'emporte donc sur le terme du second ordre, ce qui contredit le fait que 2¥ est

bornée. Ceci termine la démonstration de la remarcue,

7. Résultats globaux,

Dans cette section, on suppose que G n'est pas compact. S'il existe C telle

que

£(8) < of(a)

dds que o < B » alors f sera dit essentiellement décroissante. Dans ce cas, la

condition (b) du théoréme 2 est toujours vérifide,

THEOREME 3. — Soit K wun noyau semi-régulier. S'il existe un fermé F © G non

compact qui est de convolution, alors f est essentiellement décroissante.

La simple démonstration consiste a placer la masse 1/N en N points de F

situés loin 1'un de l'autre, comme on 1l'a déja fait.

Pour arriver & un résultat positif concernant les fermés non compacts de convolu-—
tion, il faut donc supposer f essentiellement décroissante. En outre, pour empé-
cher K A4'étre trop petit, il faut non seulement la condition "locale™" (6.1), mais

aussi une condition analogue & l'infini.

THEOREME 4. - Soit K un noyau semi-régulier avec f essentiellement décrois~

sante. Supposons que les conditions (6.1) et

(7.1) lin  lin o ?(1&7 J‘E(a)\E(Na) K(x) dx = + o

soient vérifides. Alors un fermé F < G est de convolution dans G si, et seule-

ment si, F a des trous proportionnels.
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Démonstration. = Si F n'a pas de trous proportionnels, on peut, pour tout N ,

trouver o > O et un translaté x + E(a) qui ne contient aucun translaté de

E(No) disjoint de F . 8i pour N —> = , il y a une sous-suite des « qui majore
un ¢ > 0 , alors la premidre partie de la démonstration du théoréme 1 s'appliques,

montrant que F n'est pas de convolution. Sinon, on a o =-> 0 lorsque N —==> o ,

et on peut utiliser la méme méthode de démonstration, & cause de (7.1).

Réciproquement, si F a des trous proportionnels, on peut supposer K régulier,
comme dans le théoréme 1, Alors E(0) est un sous—groupe ouvert et fermé, et on se

donne d'abord une mesure de probabilité |, portée par F n E(0) . Si >0, il

existe % > 0 tel que
(7.2) |{Uu >a} N E(ao)l >-% l{Uu > a}l .
Prenons @y < a suffisamment petit pour que
(7.3) HY < of2
dans E(ao) » o v est la restriction de p 2 E(al) . Posons K, = azl K et,

de mlme, El(s) = E(Q/l B) et xl(s) = |E1(5)| » B>0 . Alors K est régulier
avec les mémes constantes A et 1 que K , et il vérifie (6.2) avec constante

C « De plus, F a des trous proportionnels pour K, avec un facteur N qui ne

1

dépend pas de o, . Alors le théordme 1 et l'estimation uniforme (6.7) montrent que

1
| {07>e/ 2}n8(er,) | = | K, wv>o/ (20,) 3B, (1) [sOA, (o (20))) = CM(0/2)
avec C indépendante de @ - Moyennant (7.2) et (7.3), on obtient
(7.4) [ {t* > o}] < cA(a)

Soit maintenant |, une mesure de probabilité quelconque portée par F . On peut
écrire |, comme une somme dénombrable 2 Wby » Ou chaque Wy est portée par une

classe d'équivalence x + E(0) . Avec m, = |juyll » (7.4) implique
Hi s *
(v ™) < Cmy K*
p,.
Mais les supports des U ' sont disjoints, d'ou

I{Uu > a}l = |U.{U“‘i > a}l < 2. sup{t ; Cn, K*(t) > o}
i i i

o -1 -
= Ei Xﬁjij) =C Zi m. o f(a%f) <C Zi m, o ! f(a) = CMa) »
i i
ou on a utilisé la décroissance essentielle de f et le fait que m; § 1.

Ceci termine la démonstration du théoreéme 4,

8. Noyaux radiels décroissants dans ﬁ? .
R e e e

Pour ces noyaux, k¥ est souvent donné de fagon plus explicite que \ , d'ol
1'intérét d'écrire les conditions imposées sur A en termes de X* . On pose

K*(t) = g(t) t—l ; le lecteur vérifiera facilement les assertions de cette section.

t
La condition (6.1) est équivalente & lim,  lim ng('lFf j‘t/N K*(s) ds = + o 5 et

——t.—.
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(7.1) se récrit de manidre analogue (t —> ®) . Les inégalités (6.2) et (6.12) se

traduisent, respectivement, par

g(s) < he(t) et g(t) < he(s) »pour t°<s<b<1.

La fonction f est essentiellement décroissante si, et seulement si, g est
essentiellement croissante (définition évidente). Finalement, la condition (b) du

théoréme 2 équivaut a
(8.1) g(t) < Celn_ t) , ob o =K*(t) .

Considérons maintenant un noyau admissible K(x) = k(|x|)|x|™ , radiel et dé-
croigssant dans ‘En ( k(r)r"n est décroissante en r ). On trouve g(t) ~»k(t1 n)‘
Si on note Ar = Ar(F) le nombre minimal de boules ouvertes de rayon r >0 qui

recouvrent F < BF y ON a Ar'w na pour o A'K*(rn) . L'inégalité (8.1) devient
k(x) < ox(a? ¥) .

En particulier, supposons que k(r) ~ exp o¢(log r 1) pour r—>0, ou @ est

comme dans la remarque 1 & la fin de la section 6. Eh procédant comme dans cette

by

remarque, on montre que (8.1) est équivalente a

A, <C + exp(c/o'(log ).
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