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REPRÉSENTATION INTÉGRALE DANS CERTAINS CONVEXES

par Jean SAINT RAYMOND

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’analyse)
14e année, 1974/75, n° 2, 11 p. 7 novembre 1974

On expose essentiellement ici les résultats de G. A. EDGAR ~ 2~~ démontrés avec
des méthodes légèrement différentés, et complétés de quelques résultats nouveaux,
comme le théorème d’unicité (théorème 18). Si C est un convexe fermé borné d’un

espace de Banach séparable E , et si tout sous-convexe fermé de C est dentable

( cf . ~ 4 ~~ , on démontre que tout point de C est résultante d’une mesure de Radon

portée par l’ensemble des points extrémaux de C . Ceci est donc vrai en particu-
lier si C est relativement compact dans E pour une topologie localement convexe

moins fine que la topologie de la norme.

On désignera, dans toute la suite, par C un convexe fermé borné d’un espace de

Banach séparable E , et par § le cône des fonctions convexes continues bornées

de C dans . Si  et v sont deux mesures positives sur C , on dira que v

est plus diffuse que ~, , et on notera Li  v , si pour tout f de £ , on a

On définit ainsi une relation d’ordre sur le cône Jf!’ (c) des mesures positives
sur C (cf. [5J) telle que deux mesures comparables ont même masse totale et même

barycentre.

THEOREME 1. - Toute mesure maximale sur C est portée par l’ensemble des points
extrémaux de C .

Soient &#x26;(C) l’ensemble des points extrémaux de une mesure maximale

sur C . Puisque est un complémentaire d’analytique, il est ~,-mesurable.
L’application m définie de l’espace polonais ((x , y) ; (x ~ y) E C x C , x~~
dans C par m(x, y) = (x + y)/2 est continue et a pour image C ’" ~(C~ . Il

existe donc (cf. ~ 3~~ deux applications universellement mesurables de C , &#x26;(c)
dans C f r~ et ri telles que

Si on prolonge rO et r~ par l’identité sur &#x26;(C) , on obtient deux applica-
tions universellement mesurables de C dans C telles que

Si on définit alors



on vérifie immédiatement que ~  v . De plus, si ~ est une fonction continue

strictement convexe, ce qui existe puisque E est séparable,. on a :

Puisque  est maximale, on a p, == ~ . De plus, puisque ~ est strictement con-

vexe, on a + 2~(x) avec inégalité stricte pour tout x non

extrémal. Il en résulte que, pour ~-presque tout x , x E &#x26;(C) , ce qui signifie

que ~ e st portée par &#x26;(C) .

On peut remarquer que si C ne possède pas de point extrémal, il n’existe aucune

mesure maximale non nulle.

LEMME 2. - Soient P un espaae polonais, et (~, ) ~ une famille de mesures po-

sitives sur P indexées par l’ensemble S des suites finies de nombres entiers.

On suppose que, our tout s de S, on a

Alors il existe une mesure positive À sur 2 == EF- et une application étroite-

ment borélienne j2014>~ jd~ E dans telle que :

(i) Pour X-presque tout o de E ~ = ~ ~
(ii) ~ 

= dB(a) .

Si l’on désigne par Q l’ensemble des suites o ~ E prolongeant s ~ il existe
s

une mesure de Radon positive unique 03BB sur 03A3 telle que

puisque, d’après la positivité des s , on a :

Il existe une suite croissante ~K ~ de compacts de P telle quen

Comme on a K ) $ mesure de Radon À sur S ~ définie par

~(~)=~(P-K) ~ est inférieure à ~ y donc absolument continue par rapport à
B . Il en résulte que , pour tout a n’appartenant pas à un ensemble 03BB-négligeable
H 
n 

de 2 ~ on a : 
, B

00

Sur le complémentaire de l’ensemble À-négligeable Un=0 H , la suite (p 
n 

est

décroissante. Donc



Il existe donc un ensemble 03BB-négligeable H’ hors duquel la suite 03C6n tend

vers 0 , Si 03C3 n’ appartient pas à H’ , et si e > 0 , il existe n tel que

~p  ~ , Il existe donc s tel que, pour tout t, s  t ~ ~ , on ait
n

De plus, il existe n tel que

Alors, si t ~ ~ , on a

Alors, pour tout t  on a

Ceci signifie que la suite ~~, ~~~, t ~~ ~ t~ vérifie la condition de Prokhorov, donc
est étroitement relativement compacte pour tout H’ .

Il existe, puisque P est séparable, une suite g k de fonctions continues bor-

nées sur P , qui sépare les mesures de Radon sur P . Désignons par Ç la mesure

de Radon sur £ définie par

Comme précédemment, il existe un ensemble À-négligeable Ii~ hors duquel

existe. Soit H" la réunion des Hk . Si Q est un point qui n’appartient
ni à H’ , ni à la famille possède au plus une valeur d~ adhé-

rence étroite, puisque si v 1 et v2 sont deux valeurs d’adhérence, on aura, pour
tout k,

Il en résulte qu’en dehors de H’ 1 u H" , la suite converge étroitement, Il existe

donc une application borélienne Q ~---.> IJ- 
u 

de E telle que

Si on désigne par crin la suite de longueur n que prolonge on a :

v2 et 03BC sont des mesures de Radon positives sur C f et si

v~ + v2 ~ ~, i il existe deux mesures de Radon positives et ~,2 sur C ~ res-

pectivement plus diffuses que 03BD1 et 03BD2 , et de somme  .

Sur l’espace vectoriel Cb(C) des fonctions continues bornées sur C , la fonc-



t ion p (resp. P2) , définie par

est sous-linéaire. La forme linéaire ~ vérifie

Il en résulte qu’il existe deux formes linéaires 1 et W2 sur S (c) de som-

me  telles que

~(h) ~ 
Donc 1 (resp. est une forme linéaire positive sur c’est-à-dire

une mesure de Radon sur le compactifié Comme 0 , ~. ~ ~ ; par consé-
quent, C , qui est -négligeable, est 1-négligeable.
Donc ~ (resp. ~~) est une mesure de Radon sur C . De plus, si f ~ § y

Donc vi  >~ ’ et de v2  F2 °

4. - Si (v ) N et  sont des mesures de Radon positives , et si
- n nE-- - -

il existe une suite de mesures de Radon ()j, ) de somme  , telles que

Définissons v’ = 03A3~q=n+1 v . On définit alors par récurrence des mesures n et

n’ , de sorte que

en appliquant le vn~-~ + vn~.1  I~n . Comme on a

il en résulte que

. ,

THEOREME 5 . - Si  et v sont deux mesureç positives sur C telles que v   ,

il existe une application étroitement borélienne x --> q de C dans 
x - - 1

telle que

pour 03BD-presque tout x de C , x est barycentre de c ,



Puisque C est polonais sans point isolé, il existe une application continue bi-

jective q) de ?- sur C . Si g est la fonction caractéristique de y ~ s s

dans C , g est borélienne, et l’on a :
s

On peut donc construire, pour toute suite finie s d’entiers, par récurrence sur

la longueur de s ~ en utilisant le lemme 4, des mesures p telles que
s

Si B est la mesure sur S = définie par

on voit que 03BD est l’image de 03BB par cp . Il résulte du lemme 2 qu’ il existe une

application étroitement borélienne 03C3 ~  de 03A3 dans m+1(C) telle que

pour ~-presque tout a de E ~ ~ u =lim s* s ]) .

L’application de C dans E est borélienne. Il en résulte que l’applica-
tion

est borélienne, et que

De plus, en vertu de la continuité de ,on a, pour tout o’ ~

~n a, pour ï~»presque tout ~ , ~ ~ ~ ~,~ , donc, pour ~..presque tout x,

E  qv ce qui, joint à l’égalité  = d03BD(x) , donne le résultat cherché.
x ~ c ~

LEMME 6. - Si 03C8 est une fonction continue strictement convexe sur E , bornée

sur C , si 03BD   Il. et si o 03C8 d  = 03C8 dv -v.

Si x est un point de E, il existe une forme linéaire continue £ telle que

., _ ...i v _ .~ v ,_ ,



Donc, si E~ ~ q~ et si q~ ~ ~, on a

Il existe, en vertu du théorème 5, une application borélienne x ~ qx telle

que q~ et e .~ q pour v-presque tout x . On a donc

Comme pour v-presque tout x, on a  03C8 dqx  ,(x) , il résulte que pour v-

presque tout x, on a  03C8 dqx = 03C8(x) , ce qui entratne qx = Donc

LEMME 7. - Si  est une mesure positive sur C portée par les ,points extrémaux,
p. est maximale.

Si v est une mesure plus diffuse que ~, , il existe une application x ~> q
borélienne telle que 

x

Pour -presque tout x , x est extrémal, et e 
x 
 qx entraîne que q x 

= e 
x 

.

on a donc

ce qui prouve que  est maximale.

LEMME 8. - Si est une famille totalement ordonnée pour la diffusion de
mesures positives sur C , il existe une suite croissante cofinale dans la famille.

Il existe une fonction, continue strictement convexe sur E , bornée sur C ,
puisque E est séparable. Puisque les i ont toutes même masse totale, les inté-

grales  03C8 d i sont bornées. Il existe donc une suite croissante i ~ I telle

que 

I~
S’il existe un i~ E I tel que  03C8 d i~ = supi~I  03C8 d i , il résulte du lemme

6 que i~ est le plus grand élément de la famille, et la suite constante ( i~)co ~~~ )
est cofinale. Sinon la suite ~~, in ~ est cofinale 



LEMME9~ - Soit (~) une suite croissante pour la diffusion de mesures positi-
fs sur C . Il existe un espace mesuré (X , S ,~) , une suite (5 ) croissante
de tribus, de borne supérieure une suite (n ) d’applications E -

mesurables de X dans C , telles que

ti n 
est l’image de 03BB par n 

n

Posons X = CN ; E sera la tribu de Borel de CN , et G la tribu engendréen

par les n premières applications coordonnées 03C01 , 03C02 , ... , TTn de X dans C .

Il existe, d’après le théorème 5, des applications boréliennes x >--> de
C dans M+1(C) telles que 

pour n -presque tout x , e  q(n)x .n x 

On construit alors par récurrence, pour tout n , une mesure X sur en
n

posant

La projection sur le produit des n premiers facteurs C est égale à
03BBn . De plus, la projection de 03BBn+ 1 sur le (n + 1)e facteur C est égale à

n+1 . 4n le démontre par récurrence : C’ est immédiat pour n = 0 .

Si cette propriété est vraie pour 03BB n la (n + 1)e projection de 03BB
n+1 

vaut

Le système (c , 03BBn) forme donc un système projectif, de limite projective
(0- , B) . Nous désignerons par p~ la projection de 0~ sur C" , produit des n

premiers facteurs. On a alors

De plus, si S appartient à ~ , il existe S borélien de en tel que
S = Alors :

Le lemme est donc démontre.

THEOREME 10.-~ C possède la propriété de Radon-Nikodym (c’est-à-dire si tout



sous~convexe~fermé de C possède des tranches de diamètre arbitrairement 
et si (~, ~ est une suite croissante pour la diffusion de mesures positives sur

suite ( n) 
- - 

converge étroitement vers une mesure  

., 

la borne supé-
n -. -.. --.- - . 

-- 
- - .- 

-- 

..-. -

rieure de la suite.

Puisque C possède la propriété de Radon-Nikodym, on peut appliquer le théorème

des martingales à la suite construite dans le lemme 9. Il en résulte que pourn

03BB-presque tout Ç E X , converge dans C. Si f est une fonction con-

tinue bornée sur C , et si 03C0(03BE) = lim ~ 03C0n(03BE) , on a

Soit  la mesure image de X par TT . Il résulte de ce qui précède que  est

limite étroite des p . Puisque p  p+n ,on a
n 

. 

n n+p

La mesure ~ est donc limite étroite et borne supérieure des n.

11. - L’ ordre de diffusion sur est inductif si C possède la pro-

priété de Radon-Nikodym.

Ceci résulte immédiatement du lemme 8 et du théorème 10.

THEOREME 12. - Toute mesure positive sur un convexe fermé borné d’un espace de
Banach séparable est moins diffuse qu’une mesure portée par les points extrémaux,
si le convexe possède la propriété de Radon-Nikodym.

Sous les mêmes hypothèses, tout point du convexe est barycentre d’une mesure por-
tée par l’ensemble des points extrémaux.

Le théorème résulte immédiatement du lemme 11 et du théorème 1. La seconde asser-

tion est l’application de la première à la mesure E x .

COROLLAIRE 13. - Un convexe fermé borné dans un espace de Banach séparable est

enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux quand il possède la propriété de

Radon-Nikodym.

Dans la suite, C désignera toujours un convexe fermé de l’espace de Banach sé-

parable E, qui possède la propriété de Radon-Nikodym, en sorte qu’on pourra ap-
pliquer le théorème 12 qui affirme l’existence de représentations intégrales dans
C .

LEIIME 14. - Si aucun point de C n’est barycentre de plus d’une mesure maximale

sur C , le cône r engendré par C x ~1~ dans E x R , est réticulé.



En vertu du théorème 12, l’application R dans 0393 , qui à une me-

sure  associe (j x est surjective. L’hypothèse du lemme fait

que R est injective. Alors R est un isomorphisme d’ordre, et puisque ~(~~C~~
est réticulé, il en est de même de r .

LEMME 15. - Si le cône r engendré par C x {1} dans E x R est réticulé, si

u, et 2 sont deux mesures discrètes sur C de masse 1 et de même barycentre,

il existe une mesure discrète  sur C plus diffuse que 1 et que 

Supposons que 1 et 2 s’ écrivent

Alors, si a est le barycentre commun de 1 et 2 , on a, dans le cône 0393 ,

Puisque r est réticulé, le lemme de décomposition de Riesz donne l’existence

d’éléments (z.. , d..) de r tels que
1,~ 1,J .

On a alors

On voit alors que la mesure discrète

est plus diffuse à la fois que les mesures et p, .

LEMME 16. - Si  est une mesure positive sur C , il existe une suite ( n) de

mesures discrètes moins diffuses qui converge étroitement vers  .

Puisque C est séparable, il existe pour tout n un recouvrement dénombrable de

C par des boules fermées (Ak)k~N de rayon 2 n . Si g. est la fonction caracté-

ristique de 
’

Il existe donc q E N tel que 03A3~  g d   2’"n . Si on pose, q K



en donnant la valeur 0 aux termes tels que ~ = 0 , la mesure n est discrète,

portée par C , et de même masse que . On voit aisément que

donc que

Soit maintenant h une fonction continue bornée sur C . Désignons par hn la

fonction sur C qui vaut

On voit que

il résulte de la continuité de h que h 
n 
(x) ~ h(x) pour -presque tout x,

ce qui entratne, puisque sup )h (x)1 E  oo ,
n,x n

donc que ( n) converge étroitement vers  , et établit le lemme.

LEMME 17, -. Si et " sont deux mesures positives sur C de même masse et

de même barycentre, et si C est un simplexe, il existe une mesure positive u,
plus diffuse à la fois et que 

Il existe, d’après le lemme 16, des mesures et n moins diffuses respecti-
vement que et (JL" ~ qui convergent étroitement vers ~, t et ~," . Puisque C

est un simplexe, le cône r , engendré par C x dans C x R , est réticulé, ce

qui permet, en utilisant le lemme 15, de construire par récurrence une suite 

de mesures discrètes telles que

La suite ( n) est alors croissante pour l’ordre de diffusion, donc converge
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vers une mesure ~, , d’après le théorème 10. Puisque l’on a, pour tout n,

et que ~,’ - on a  ~, et de même p,~~ .

Ceci achève la démonstration du lemme.

THEOREME 18. - Soient E un espace de Banach séparable, et C un convexe fermé

borné de E possédant la propriété de Radon-Nikodym. Pour ue C soit un simplexe,

il faut et il suffit que tout point de C soit barycentre d’une seule mesure maxi-

male.

Pour que C soit un simplexe, il faut et il suffit que le cône engendré par
C x ~1~ dans E x R soit réticulé. Compte tenu du lemme 14, il reste uniquement à

démontrer que si C est un simplexe, il existe une seule mesure maximale de bary-

centre donné. S’il en existait deux, ~,= et ~," , il résulterait du lemme 17 qu’il

existe une mesure  plus diffuse que ’ et " . Par l’hypothèse de maximalité

de ~,’ et ~," , on aurait

ce qui démontre le théorème.
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