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Séminaire CHOQUET 1-01
(Initiation & 1'Analyse)
14e année, 1974/75, n® 1, 2 p. 24 octobre 1974

SUR LES REPRﬁSENTATIONS UNITAIRES D'UN GROUPE
par Claude PIQUET

N. B. - Cet exposé ne sera pas rédigé ; il est extrait d'un article (de m8me
titre) & parattre dans "Archiv der Mathematik",

NOTATIONS. - G est un groupe (topologique), ¥ un G-module unitaire. A tout
vecteur x de ¥ , on associe la fonction (continue) b(x) de type positif sur

G , définie par
b(x)(g) = (g.x , %) (gea).

On note ® = C(%) 1le céne (non convexe, en général) des fonctions de type posi-
tif assocides & % , gt l'enveloppe convexe de ® , et & = gt - & 1e sous-
espace vectoriel réel de C(G) engendré par ® . Le cbne gt détermine une rela-

tion d'ordre notée >> .
Le groupe G agit sur & par automorphismes intérieurs : Si w € &,
g.u(s) = o(g™! sg) (s y g€q).

On remarque que b(g.x) = g.b(x) , (g€ G, x € K) .
1. Géométrie de R .
Elle est décrite par le théoréme suivant :

THEOREME, - Soit x € & et F(x) 1a face de gt engendrée par b(x) . Alors
F(£) <® et b X(P(x)) = Fix(c , £(k))x .

COROLLAIRE, - 8i ® ne se réduit pas & une demi-droite, ¥ est simple si, et
seulement si, ® = Ext(&') .

2, Cas o ¥ est un G-module simple,

On peut alors mettre sur & une structure préhilbertienne particulidrement in-

téressante.

THﬁOREME. - Il existe un produit scalaire unique sur & , noté (, .) » tel que
vx, vye®, (bx)Ivy)=|&, y)l2 . Le complété & de l'espace préhilber—
tien réel (& , (.|)) est un G-module orthogonal s la fermeture gt dans & du

cbne & est un cdne convexe fermé propre.

On peut préciser le lien de & avec % :

THEOREME, - % est isométriguement isomorphe & l'espace hilbertien réel HSh(R)
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des opérateurs de Hilbert-Schmidt hermitiens de % . Le cbne &' correspond aux

opérateurs positifs de HSh(%) » et ® aux projecteurs de rang 1 .

I1 en résulte que ® = Ext(g¥) et est fermé ; par complétion, le cdne .Er

n'obtient pas de nouvelles génératrices extrémales.

s . . . -T
3. Génératrices invariantes de & .

On cherche & savoir si Fix(G ,.g¥) # {0} .

IEMME, -~ Soit x € ¥ tel que son orbite K(x) = G.b(x) soit compacte. Alors, la

projection orthogonale hx de 0 sur conv K(x) est non nulle et invariante par
G hxeFix(G,Ef') .

Dans le cas ou G est compact, on obtient le théoréme suivant.,

THﬁOREME. - §i G est un groupe compact, tout Ge-module unitaire simple est de

dimension finie.
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