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Séminaire CHOQULT C1-01
(Initiation a l'analyse)
14e annde, 1974/75, Communication n° 1, 4 p. Novembre 1974

STUDE DES FONCTIONS AFFINES BORELIENNES
SUR LA BOULE UNITE DE £°(N)
par ilichéle CAPON

En étudiant les propriétés des fonctions affines boréliennes qui vérifient le
calcul barycentrique sur un convexe compact K , j'ai été amenée au probléme

suivant

"Bxiste-t-il sur [~ 1 , 1}E une fonction affine borélienne qui vérifie le

calcul barycentrique et non continue ?"

La réponse est négative. En utilisant le travail de CHRISTENSEN [ 1], nous pouvons

donner une démonstration assez courte du théoréme suivant.

THEOREME. - Toute fonction affine borélienne sur (-1, 1}E est continue.

Démonstration. — Soit f wune telle fonction nulle en 0O . Nous allons d'abord

montrer que 1l'on peut supposer f vpositive sur [0 , 1]E , et nulle sur [0] , en
appelant [x] 1'ensemble des y tels que y - x ait un nombre fini de coordon-

nées non nulles.

Pour cela identifions [- 1 , 1}M a la boule unité de C(Bﬂ) . La fonction f
devient alors un élément , de J(pN) . lontrons que la mesure u+ définit une
fonction borélienne sur [- 1 , 1}E . Or il existe un élément o de Ll(u) tel

que

I

I@l 1 et p= @lul .

On en déduit

+

b= oo =0 .

Si hn est une suite de fonctions continues sur BN qui convergent p-presque
partout vers w+ » et qui vérifient O §1H1$ 1, alors (hn u) converge uniformé-
q ’ .
ment sur [~ 1 , 1]L vers u+ . Or hn p est une fonction borélienne sur [—l,ljg,

car

(hn p)(x) = u(hn x)
donc M+ est borélienne.

Supposons donc f positive, et notons

e = (5_)

P np’neN ’

p=1ep=(1,1,1,...).

Il

On a
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donc

z;j L £le) < 2w
Posons
g(x) = Zp:l Xp f(ep) .

D'aprds ce qui précdéde g est continue, et g(x) < f(x) si x est positif, car
on a
n
Z§=1 Xp f(ep) < f(x) pour tout n .
La fonction (f - g) est donc positive et nulle sur [0] . Dans la suite, nous
supposerons donc que f est positive et constante sur [x] pour tout x .

, ) N
LEME 1. - Il existe un G, partout demse dans K = [01F, 4, tel que fIA

soit continue.

Ceci est un résultat général sur les fonctions qui possddent la propriété de
Baire ([2], page 306).

LEMME 2. - Si A est un G6 partout dense de K =[- 1 , 1]1\I y, alors il existe
x dans [~ 1, 1]H tel que [x] n A soit dense.

Posons
k' =11 M. . avec M, , =[0, 1],
i’je_l\lg l’J l’J
[ee) 00
gt =11 M =K x K",

I
i=1 i,1 * Mi=1,5>1 4,3
Soit P 1la projection de K sur K : c'est une application continue, surjective

et ouverte de K' sur K . On vérifie aisément que ces trois propriétés impliquent

—1 -
p'(a) = ()
donc A! ='51(A) est un G6 partout dense dans K' .

Soit maintenant T le groupe (dénombrable) des homéomorphismes de K' formés
par les permutations d'un nombre fini d'indices (i » J) . Pour tout élément t de

T, t(A') estun G6 dense dans A' , donc il en est de méme pour

B = n1:6T t(ar) .

Désignons par C 1l'ensemble des y de K' tels que T(y) soit dense dans
K' ., Si (On)neN désigne une base dénombrable d'ouverts de K' , alors C est

l'ensemble des y tels que, pour tout n , il existe t dans T tel que t(y)

soit dans 0O .
n

¢ = Qnﬁﬂ UteT t(On) .

I1 est facile de vérifier que UtGT t(On) est dense dans K' . Donc C est un

G6 dense dans K! .



C1-03

Par conséquent, B n C n'est pas vide. Posons x = P(y) , ou y est dans
BnC ., Montrons que [x] n A est dense dans K . En effet, pour tout t de T ,

on a
P(t(y)) € [py] = [x]
donc
P(1y) < [x] .
Comme de plus y est dans B, Ty est dans A' , donc
P(Ty) < A
dtou
P(Ty) < [x] n4A .

Comme P est une application fermée

P(Ty) =P(Ty) c [x] n & .

Or Ty =K' , donc Kc x| n4A.

C. Q. F. D.

IEMME 3. - La fonction f est constante et égale a -% f(u) sur A .

En effet f est constante sur [xO] et continue sur A , donc elle est cons-

9

tante sur A si [XOJ N A est dense.

Considérons 1'homéomorphisme x ~2s (u-x) de X dans K , 5(A) est un G6

dense, donc A n @(A) est non vide., Si x est dans A n @(A) y alors
X=u-y avec y €A, X E A,
donc u=3x+y .,

Par suite f(u) = £f(x) + f(y) = 2f(x) . La valeur de f sur A est donc -12-f(u).
Montrons que cette valeur est nulle., Comme f est positive, elle sera nulle si

f(u) = 0 . Ceci va résulter du lemme suivant.

LEMME 4, - §1 A est un G_ dense dans K , alors il existe x, y , 2 dans

6
A tels que X =y + 2 .

On définit deux fonctions de K2 sur K qui sont continues, surjectives et ou-

vertes en posant
g(a ’ b) = a-(u“ b) ’
h(a , b) = a.b .

Par le m@me argument que précédemment, on voit que 'El(A) et Ei(A) sont des

G6 denses dans K° . Soit (a , b) un élément de wi(a) A Tl(A) n (4 x G) .



C1-04

Posons
a=X,
g(atb):‘y’
h(a ’ b) =2 .
Xy Y, 2 sontdans A et y+ 2z =x .
Ce Qo Fo Do
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