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ESPACES A MODELE SEPARABLE

par Jean SAINT RAYMOND

Introduction. — Soit V un espace localement convexe métrisable séparable. I

existe sur V au plus une topologie d'espace de Fréchet qui soit plus fine que la
topologie initiale de V ., Si elle existe, cette topologie sera appelée moddle de
V . Dans toute la suite, on notera E 1l'espace de Fréchet modéle de V , et u 1la

bijection linéaire continue canonique de E sur V .

PROPOSITION 1. - Pour que l'espace V posséde un moddle, il est nécessaire et
suffisant que V soit 1l'image linéaire continue d'un espace de Fréchet W . Le mo-.
déle de V est alors isomorphe au quotient de W par le noyau de 1l'application

linéaire donnée.

PROPOSITION 2. = Si V posséde le modéle E , et si f est une application li-
néaire continue d'un espace de Fréchet W dans V , l'application u-1 o T est

continue de W dans E .

COROLLAIRE 3, - Si A est une partie bornée de 1l'espace V de modeéle E ,
u-l(A) est borné dans E si, et seulement si, l'enveloppe dénombrablement convexe

de A dans le complété ¥ de V est en fait contenue dans V .

THEOREME 44 ~ Pour que V posséde un modéle qui soit un espace de Banach, il

faut et il suffit que V soit engendré par une partie bornée et dénombrablement

convexe,

On s'intéresse maintenant aux espaces localement convexes métrisables qui posse-

dent un modéle séparable. Ceux-ci sont alors bien entendu eux-mémes séparables.

THEOREME 5. - 81 V posséde un modéle séparable E , l'application ul est bo-

rélienne de V dans E , et V est une partie borélienne de son complété V.

PROPOSITION 6., — Si V possdde le modéle séparable E , et si f est une appli-
cation linéaire de V dans un espace de Fréchet W , une condition nécessaire et
suffisante pour que f . u soit continue de E dans W est que f soit boré-

lienne,

THEOREME 7, — Peur que V posséde un modele séparable, il faut et il suffit que

la topologie de Mackey sur V , associée & l'espace des formes lindaires borélien-

nes sur V , soit une topologie d'espace polonais. Dans ce cas, le modele est cette

topologie de Mackey.
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THEOREME 8. = Si V posstde le moddle séparsble E , et si (x ) est une suite

. . . . -1
sommable dans V , ainsi que chacune de ses sous-suites, la suite u (xn) est

sommable dans E .

On désignera dans la suite, quand X et Y sont des espaces métriques sépara-
bles, par m&(x) (resp. da(X)) l'ensemble des parties boréliennes de X de
classe q=multiplicative (resp. o—additive) et par ﬁa(X » Y) 1'ensemble des
fonctions boréliemnes de X dans Y de classe o » clest=ad-dire pour lesquelles

1'image réciproque de tout fermé de Y appartient & ma(x) R

On sait que, poﬁr tout ordinal o dénombrable > 1 , toute fonction de BoH- 1(X,‘?f)
est limite simple d'une suite de fonctions boréliennes de X dans Y de classe
@ » qu'on peut méme prendre de classes strictement inférieures & o quand o est
un ordinal de deuxidme espdce. De plus, quand o est un ordinal de deuxidme espé-

cey, et pour Y = (o, 1) » On a le lemme suivant,

IEMME 9, = Si o est un ordinal limite, et f une fonection de X dans (3,1) ’
pour que f goit de classe « 5 il faut et il suffit qu'il existe deux suites mo-
notones (fé) et (fg) de fonctions de X dans (0 , 1) , de classes strictement
infériaures & « , qui convergent vers f respectivement en croissant et en dé-

croissant.

Définition 11. — Soit V wun espace localement convexe métrisable. On définit par
récurrence transfinie la classe lindaire o des formes lindaires boréliennes sur

V en posant :
La classe O se compose des formes linéaires continues.

La classe o + 1 se compose des limites simples de suites de formes linéaires de

classe ¢ .

Si o est un ordinal limite, la classe « est réunion des classes inférieures.

I1 résulte de cette définition que toute forme de classe lindaire o est de

classe de Baire au plus o .

THEOREME 12. - Soit X wun espace métrique séparable. Pour qu'une partie Z de

X so0it de classe (o + 2)-multiplicative, il faut et il suffit qu'existe une suite

(fn) de fonctions de X dans (O ’ 1) de classe de Baire o (qp'on peut choisir

de classes <o si o est de deuxidme espdce) dont Z est 1'ensemble des peints

de convergence,

Définition 13. - Si V posséde le moddle séparable E , on appelle degré de V

la clasge de Baire de la fonction borélienne u.-1 de V dans E .

THEOREME 14. - Si V possétde un medéle séparable, et s'il est de degré o , V

est une partie de classe (o + 1)-multiplicative de son complété v.
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THEOREME 15. - Peur tout ordinal dénombrable de premidre espece o 9 il existe un

espace topologique dénombraple et localement compact Koz » Un point a, dans Ka ’

et un sous—espace V_  de l'espace de Banach c, des suites numériques convergeant
o

vers 0O possédant un modéle isomorphe & l'espace de Banach CO(KQ) des fonctions

nunériques continues sur Ka nulles a 1'infini tels que

Va est de degré o .

Pour tout compact métrisable T et toute fonction h Dborélienne de classe «

de T dans (0, 1] s 11 existe une application continue o de T dans c, avec

-1
i teT, h(t)= EaCl o u [o(t)] .

Pour tout compact métrigsable T et toute partie X de classe (o + 1)-mu1tigli—

cative de T , il existe un homéomorphisme de X sur un fermé de Va .

8i V est un espace qui posséde le modéle séparable E , ce que l'on supposera
toujours dans la suite, et si (An) est un systdme fondamental de voisinages con-
vexes fermés équilibrés de O dans V , et (Bn) un systéme fondamental de voisi-
nages convexes fermés équilibrés de O dans E , tel eue, pour tout n , u-l(An)
contienne Bn s on définit par récurrence transfinie sur o des compacts faibles
(Kn,a) de E' pour les ordinaux o de premidre espdce et des sous-sspaces vecto-

riels La de E' en posant

‘Kn,O = tu(Ag)

I, = Uney ¥ny0 = Ea(vr)

Kn,a+1 = Bg n La (adhérence pour la topologie faible)
iLa+1 = L%gﬂ Kn,a

\La = U LB si o est de deuxitme espdce,

THEOREME 16. - Pour qu'une forme linéaire borélienmne g sur V soit de classe

linéaire o , il faut et il suffit que £ - u appartienne a La .

THEORBME 17, - I1 existe un ordinal dénombrable ) tel que L, soit égal A

E' . Toute forme linéaire borélienne possdde donc une classe lindaire, et celle—ci

est bornée par \ .

THEOREME 18. - Si V possede le modéle séparable E , il existe, pour tout ordi-

nal dénombrable « , un espace de Fréchet séparable Na et une injection linéaire

continue T, de E dans Na d'image dense, et, pour tout couple (o » B) d'mrdi-

naux dénombrables tels que o € B » une injection lindaire continue v de N

I— [0
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THEOREME 19. - Pour l'ordinal A tel que Lk = E! , l'espace Ny est isomorphe

& E , ainsi que tous les espaces Na pour o = A .

PROPOSITION 20. — Le sous—espace ra(E) de l'espace de Fréchet N, est mni de
la topologie de Mackey (B , La) y et Na est son complété,

Définition 21. =~ Si V possdde le modéle séparable E , on appelle moddle

dtordre o de V 1l'espace de Fréchet Na ainsi construit,

PROPOSITION 22, — Pour tout ordinal dénombrable o , l'application de N

Vo oY o
dans vO.a(Na) est de degrée au plus o .

THEOREME 23, - Si le moddle E de V est un Banach, pour tout ordinal dénombra-

ble o » le moddle d'ordre o + 1 de V est un Banach. Si o est un ordinal 1i-

mite et si le modele d'ordre o de V est un Banach, il existe un ordinal §

strictement inférieur 8 o tel que E et Na goient isomorphes & N

B .

THEOREME 24, - 31 g est une fonction borélienne de classe de Baire o de V

dans R , il existe un G6 dense, H , de E tel que la restriction au sous-

soit continue.

espace ra(H) de Na de la fonction g o VO,a

THEOREME 25, = Si f est une forme lindaire borélienne sur V , de classe de

Baire o 3 f est aussi de classe lindaire « . En particulier, si «o est un or-

dinal limite, f n'est pas strictement de classe de Baire o .

14 ~
THEOREME 26, ~ Si ¢ est une application linéaire borélienne de V dans un es-

pace de Fréchet W , ¢ est de classe de Baire o si, et seulement si, elle se

prolonge en une application linéaire borélienne de M a(Na) dans W .
’ —_—

PROPOSITION 27. - Pour tout ordinal dénombrable « , le sous-espace v, a(Na) de
?

Y

V est de degré exactement « , & moins que E ne soit isomorphe & un N
B<CYQ

pour

B

COROLLAIRE 28, ~ Le degré de V est égal & la borne supérieure des classes de
Baire des formes linédaires boréliennes sur V , et au plus petlt ordinal \ tel

que 1, soit un isomorphisme de E sur NK .

’ \
THEOREME 29+ - Si h est une fenction borélienne de classe o de 7 dans R,

il existe un G densey, R , gg E et un G6 dense, S o de Na s contenant

r (R) tels que la restriction &8 S de h o v
o —_— O»ra

soit continue.

THEOREME 30, - 381 Z est une partie de v , de classe (o + 1)-mu1tiplicative,

qui contient V , vgl (Z) est un résiduel de N .,
20 o

COROLLAIRE 31. - Le sous-espace Y a(Na) de VT est le plus petit sous—espace
?

vectoriel borélien, de classe (o + 1)-multiplicative de i » qui contienne V , De
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plus, si o est un ordinal limite, Yo a(Na) est en fait de classe o-multiplica-
H

tive.,

THEOREME 32, — Pour que V soit de degré o , il est nécessaire et suffisant

qu'il soit de classe (a + 1)-multiplicative dans T . Si o est un ordinal limite,

V est en fait de classe o~multiplicative.

THEOREME 33. - Si H est un hyperplan borélien de V , toute forme linéaire de

classe o sur H se prolonge en une forme linéaire de classe « sur V . Si Na

et Pa sont les modéles d'ordre o de V et de H respectivement, Pa est iso~

morphe & un sous—espace fermé de Na , de codimension 1 si H est le noyau d'une

forme lindaire de classe «o sur V , et O sinon. Les degrés de V et de H

sont égaux.

THéORﬁME 34e -~ Si ¢ est une application lindaire de rang fini sur V , o est

borélienne de classe de Baire o si, et seulement si, le noyau de ¢ est de clas-

se o —multiplicative dans V .
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