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Séminaire CHOQUET 18=01
(Initiation & 1'analyse)
14e année, 1974/75, n° 18, 8 p. 10 avril 1975

IES CONES AUTOPOLAIRES EN DIMENSION FINIE

par Marouan AJLANTI

(d'aprés Alain CONNES [27])

Cet exposé constitue la premidre partie d'un travail qui a pour but d'établir le
lien, en dimension finie, entre le mémoire de CONNES [2] et la classification de
CARTAN des domaines bornés symétriques dans Q? . A. CONNES caractérise dans [2]
les clnes de ‘Bn qui sont isomorphes aux clnes de matrices hermitiennes positives

par trois propriétés.
1° L'autopolarité,
20 L'homogéndité faciale,
30 L'orientabilité,

Nous n'avons pas réussi 3 montrer qu'un c8ne autopolaire et facialement homogene
est lindairement homogéne (c'est-a-dire que le groupe de ses automorphismes linéai-
res agit transitivement sur 1l'intérieur de ce cbne), Nous montrerons, sans utiliser
la caractérisation de Commes, qu'un c8ne autopolaire, facialement homog®ne et orien-
table, est un c8ne homogéne. Monique GUILLOT, de Nice, a démontré (non publié en-
core) que tout c8ne, autopolaire et lindairement homogeéne, est facialement homogéne

au sens de Connese.

N.,~-B, = Nous appelons ici "facialement homogéne" ce que CONNES nommes "homogene ",
afin de distinguer cette notion due & CONNES de celle généralement utilisée pour
dire que le groupe des automorphismes est transitif sur 1'intérieur du c8ne, c'est-
&=dire que, pour tout couple de points de 1'intérieur de ce c8ne, il existe un au-

tomorphisme du céne qui transforme le premier point en le second,

le Existence d'un point privilégié dans 1'intérieur d'un clne autopolaire.

Ce paragraphe contient quelques légéres modifications de parties des mémoires de
KOECHER [ 47, ROTHAUS [6] et VINBERG [ 7).

Définition 1. — Nous dirons qu'un c8ne P C‘B? est autopolaire s'il est égal a
son cdne polaire ( R® est identifié & son dual au moyen du produit scalaire ordi-

naire noté (. » .) ). Autrement dit,
(x € P) <== ((x 2y ¥y) =0 ¥ yepP).
Exemples de c8nes autopolaires.
1o (&))",

2 2
(o]
20 {x 5 x 2 X1

+ -.-+Xr]?:} ’
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3% Dans _53 s tous les cBnes qui ont pour base un polygone régulier impair, et

dont une génératrice est orthogonale & la face opposée,
2 . o -
4° Dans R"” , le clne des matrices hermitiennes positives sur ¢t .

Dans [ 4], KOECHER définit la fonction numérique x € P —=> ¢(x) = fﬁ exp(~(xt)) dt
(ob dt désigne la mesure de Lebesgue de _gn ) sur 1'intérieur du c8ne autopolaire
P . On verra dans [ 4], ou mieux dans [7] les démonstrations, faciles, des proprié-

tés suivantes de o .

PROPOSITION 2 (KOECHER-ROTHAUS~VINBERG)., - Pour tout c8ne P C‘BP autopolaire,

1'application x € P —> Iﬁ exp(~ (xt)) dt possdde les propriétés suivantes :

1° L'application ¢ est positive, définie en tout point de B y et tend vers

1'infini, & la frontidre de P ;

20 0n a o(Tx) = @(x)/det(T) pour tout automorphisme T de P

e

3° L'application 1log ¢ est strictement convexe ainsi que o .

KOECHER [ 4] définit une application

tdo

: 1 1 -(xt)
€ P —==> = tdt=-41 X) €
X bie a—x—y Iﬁ e og CP(K)

il affirme que cette application est involutive. Nous pensons que sa démonstration
n'en est pas une. ROTHAUS [6] et VINBERG [ 7] montrent que 1l'application x —=> x L

est involutive pour les cbnes homogenes.

PROPOSITION 3 (KOECHER-ROTHAUS—VINBERG). - Pour tout cbne autopolaire P C‘BP ’
1'gpplication x —=> x 1 = 1/p(x) J}exp(—(xt))t dt posséde les propriétés suivan-
P

tes @

1° VINBERG [7] : Le point 1 eP est le centre de gravité de

P o={t, (xt) = n} nP;

20 Pour tout automorphisme T de P , on a JGA(AX)"1 =1 s
1

30 L'application x =—=> x - est bijective sur P .

PROPOSITION 4. = Pour tout c8ne autopolaire P C_EP » 1l'application x ==> x-l

-]
posséde un unique point fixe c¢c €P .

Démonstration., — La démonstration de cette proposition est dans [5], nous la re-

prenons pour insister sur l'unicité.
Remarquons, suivent VINBERG, que si l'on désigne par
N(x) ={y eB; o) =olx)}
et par T(x) 1'espace tangent & cette variété au point x , on a @

{d log ¢(x) s x = t) =0 pour tout t € T(x) ,
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soit (x-l » X = t) =0 pour tout t € T(x) , ou encore

(x) = {t 5 @& Lty = &1, x) =n)

ce qui peut servir & une nouvelle interprétation géométrique du point 1,

Il résulte de 1a relation (Ax)~! =(1/}\.)x"1 s N>0 , qu'il est équivalent de
dire qu'il existe un point fixe, ou de dire qu'il existe une droite globalement in-
varisnte dans P . ilais alors une droite globalement invariante serait orthogonale

3 la variété N(x) , elle existe, et elle est unique, parce que ¢ est convexe.

2, Faces des c8nes autopolaires et facialement homogénes.
P i D Bt e N L

Rappelons d'abord quelques propriétés évidentes de cdnes autopolaires : Pour tout

cBne autopolaire P C.BP yona Pn(=P)= {0} d'ou il résulte que E =_§n est

engendré par P u (- P) . Tout x € E s'écrit d'une seule manidre x = X -z,

ou (' yx)=0, x €P et x €P . Pour toute face F , 1'intersection de P
avec le sous-espace vectoriel orthogonal & F est une face notée Ft . le théordme
de Hahn-Banach implique que, pour toute face propre F § P , la face Ft ntest pas
vide j; il en résulte que si F © P est autopolaire dans l'espace vectoriel qu'elle

engendre,y alors F = o,

DEF IN ITION 5 (CONNES). - Soit P C_EP un cdne autopolaire j nous dirons que P
est facialement homogéne si, pour toute face F ¢ P , l'ogérateur exp(t(PFJ.PFL))

est un automorphisme du ¢8ne P pour Vt €R .

Nous noterons, dans toute la suite, par PF le projecteur orthogonal sur l'espa=-
FeF,

PROPOSITION 6 (CONNES). - Soit P C‘Bn un c8ne autopolaire, notons par p(P)
t8

l'espace des opérateurs & de E(En) tels que e soit un automorphisme de P ,

pour tout t € R , alors D(P) est une sous-algtbre de Lie de gl(@n) stable par

transposition.

PROPOSITION 7 (CONNES). - Pour tout cne autopolaire P © R* et pour tout
5 € f(gn) » il est équivalent de dire que & appartient & D(P) , ou de dire que,

pour tous x s y €EP, X 1LY entrafne 6x Ly .

PROPOSITION 8, - Soit P C,E? un cbne autopolaire et facialement homogéne, toute

face F de P est autopolaire et facialement homogéne dans 1l'espace vectoriel

F=F ~-F engendré par elle.

Démonstration.

1© F est autopolaire. Soit x € F ; nous avons & montrer que
((xx!') > 0 pour tout x' € F) entratne (xevF) .

I1 suffit alors de montrer que PF(P) < P , ou encore que (PF X2y) =0,
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¥ x ,y € P 3 Pour cela, on considére 1'automorphisme eXP(t(PFv'PFu)) 3 on a
t(P.~P,)
PR t -t
(e x,y) = (e Pyp+e PFL+1~PF-—PFJ_)X,y);O,
dtolu, pour t assez grand,

t
(e PFX:Y>ZO’

d'ou (PFX’Y>ZOo
L
20 T est facialement homogéne ; soit G € F une face ; nous noterons par G

1tintersection de G* avec F . D'aprés la proposition 7, nous avons a montrer que

(x ,yeF s x 1Ly) entratne ((ZPG X,2y)=¢( ip X0 7))
o

1'homogénéité faciale entraine que (PG X 3 y) = (PGl X » ¥) » il suffit alors de

voir que PG* x =P LFX . pour tout x € F , ou encore que P , x € F , Or
G
G

P x,2)= (PG X 5, zy =0 pour tout =z € Ft,
ot
dtou

P xert=r,
G.L

3, Une condition suffisante pour 1l'homogénéité.

I1 résulte immédiatement de la proposition 4 et de la proposition 3-2° que le

1

point ¢ , invariant par 1'opération x ——> X - 5 est un point fixe pour tout auto-

morphisme involutif et symétrique du cbne autopolaire P .
De méme, si T est un automorphisme de P , et H un sous=espace vectoriel de
E ='En invariant par T ainsi que son supplémentaire orthogonal Ht , et si TH

est une involution symétrique, alors le point fixe ¢ appartient a mt .,

Nous montrerons dans 1l'appendice que tout clne P C_Bn s autopolaire facialement
homogéne et orientable au sens de CONNES, est tel qu'il existe, pour toute face
FCP ,un automorphisme lindaire valant 1'identité sur (¥ + ) , et moins 1'iden-
$ité sur (F , F*)* , il en résulte que le point c¢ , défini dans la proposition 4,

appartient & (F + F') pour toute face F de P .

PROPOSITION 9. = Soit P © R® un cBne autopolaire, facialement homogéne ; sup-
200 A Lp-

posons qu'il existe un point c € P tel que ¢ € F + Ft pour toute face F de P,
©

alors le groupe des automorphismes linéaires du cfne P est transitif sur P .

Démonstration, — Nous montrerons que l'on peut passer d'un point x € P quelcon~

que au point ¢ introduit dans la proposition 4.

Soit Xl, le plus grand A >0 tel que x - Ac = (x - ae)t 5 et soit F; la

face orthogonale a la face Fl , engendrée par (x - Xl c)+ s ON a
P x = kl P co.

1 L
F1 F1
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Notons par c1 et X, les projections orthogonales de ¢ et x sur F1 .

Soit G < Fl sona CcE€G+ ot , donc cy € G + (G‘L n Fl) s OT ¢t n Fl est
précisément la face orthogonale 4 G dans la face autopolaire F1 (proposition 8)s
ainsi c, appartient & tout sous-cOne de Fl de la forme G + G' 4, ou G est une
face de Fl , et G' 1la face orthogonale dans F1 a G.

. _ - + .
Soit alors A\, tel que X = K2 c, = (xl k2 cl) » et soit F; la face de F

2 1

\ ) +
orthogonale & la face engendree par (xl - x2 cl) y On a PF_L X xz Cyovoeee Au

. . s (s T2 ‘
bout de (n = 1) opdérations au plus, on arrive a une génératrice extremale F; .

La famille de faces Fry e s F; , est constitude de faces deux & deux orthogo-

1
nales, et 1'ona P, x =\ P , c 1<ign.
’ Fi itpr 0 0T
Soient alors tl 3 ese 3 tn des nombres réels ainsi définis de proche en proche:

exp(- tl) kl = exp(tl) kz

exp(- t2) exp(tl) A, = exp(ts) 13

exp(~ t__,) exp(t, _,) N, =exp(t) A,

' 3 - L o ] - L o -
alors 1l'opérateur exp(tn(Fn Fn)) cee exp(tz(F2 F2)) exp(tl(F1 Ft))

transforme x en un homothétique de ¢ .

4, Appendice : Une symétrie induite par 1'orientation.

Rappelons que CONNES appelle orientation d'un cdne autopolaire et facialement ho—
mogéne P , la domnée d'un opérateur I de carré égal & moins 1l'identité sur le

quotient de 1'algdbre de Lie D(P) par son centre noté Z(P) .

Nous consacrons cette partie & montrer que tout cbne P C.BP s autopolaire, fa=—
cialement homogdne et orientable, est symétrique par rapport & (F + ) . Plus
précisément : il existe un automorphisme lindaire de P valant 1'identité sur
(F + #) , et moins 1'identité sur (F + ﬁ*)* . Remarquons que ce résultat devient

évident si on utilise la caractérisation de CONNES dans toute sa foree.

Soit T wun endomorphisme de BP qui commute avec les opérateurs PF - PF* ’
alors T est une dérivation de P , car si X et y sont deux éléments de P

avec X 1 ¥ » on obtient, en notant par P 1la face engendrée par X

(PF -P l)Tx = T(PF - P

)X-":TX ’
7 t

dtol

((idy = Py + PFL)TX y ¥) =0
ou encore

(Tx , 2y) =0 et T e D(P) .

L'algtbre D(P) étant stable par transposition, elle est engendrée par les déri-
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vations symétriques, il résulte alors de ce qui précdde que tout sous-espace vecto-
riel de ‘Bn s invariant par D(P) s a son projecteur orthogonal dans le centre
z(P) .

Nous supposerons dans toute la suite que le c8ne P est indécomposable, c'est—a-
dire qu'il n'est pas égal 4 la somme de deux de ses faces, alors la représentation
(dans BP ) donnée de D(P) est simple ; en effet, si H %_BP est un sous—espace

invariant non réduit & zéro, et si P, est le projecteur orthogonal de H , on ob-

H
tient PH € D(P) , soit exp(tPH) est un automorphisme de P , d'ou on déduit que
PH est limite d'sutomorphismes de P , d'ou

Py(P) P et P=PnHE+PnH,

I1 en résulte que 1'algébre de Lie D(P) est réductive, d'ou la proposition sui-

vante.

PROPOSITION 10, =~ L'algdbre de Lie réelle D(P) a son centre unidimensionnel,

elle est égale & la somme directe de son centre et de 1l'algdbre de Lie simple

[p(p) » D(P)] »

p(p) = z(p) + [n(P) » D(P)] .

On voit ainsi que 1l'hypothése d'orientabilité du cbne P revient & supposer que
1'algdbre de Lie $ = [D(P) , D(P)] est 1'algdbre de Lie réelle sous-jacente & une
algébre de Lie complexe,

Notons, respectivement, par Eg et SE les espaces complexifiés de E =_EF et

de 8 , alors Eg ='gn et SE est une algébre de Lie complexe Sg =8 + 18 .

L'opérateur I , défini sur $ , se prolonge canoniquement & Sg en un opérateur,

noté aussi I , de carré égal & moins 1'identité.

Nous noterons par 51 et &, respectivement les espaces propres de Sg corres=

2
pondants aux valeurs propres i et - i , On a ainsi deux sous-algdbres de Lie

complexes de Sg et
8, = {6 = 11(s) ; & € S} » 8, = {6 +1i1(s) ; 5€ 8} .

Une vérification immédiate montre que 81 et 82 sont isomorphes & & en tant

qu'algébres de Lie complexes,

Soient A1 et A2 les sous~anneaux de End(Eg) engendrés respectivement par

81 et 52 o Ai est un anneau semi-simple, car Eg est une représentation semi-

simple et fidéle de 81 donc de A1 car (les sous—Sl-modules au sous-Al-module
- 1 = ] t =
étent les m8mes), A1 (A2) et A2 (Al) s donc (A1 U‘AZ) =C .

I1 résulte, par exemple de JACOBSON ([ 3], p. 15) qu'il existe deux représenta-
tions simples et fideles El et E2 de A1
C

E~==EH ® E2 . Par restriction, E1 et E2 sont deux représentations complexes

simples et fiddles de 81 et 82 .

et A2 respectivement tels que
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PROPOSITION 11. — Pour tout céne P C‘B? , autopolaire facialement homogéne et

orientable, et pour toute face F <P , il existe un automorphisme linéaire de P

valant 1'identité sur (F + F*) , et moins 1'identité sur (F + FH)* .

Démonstration. — Notons par u, la projection de la dérivation PF - PFL sur la

sous—algdbre de Lie § . Il est aisé de voir que la projection de toute dérivation

§ sur le centre z(P) est égale & trace (é)idE . Posons a =<%-trace(PF - PFL) .

Alors uF = PF - PF* - aidE o

Soit Up =V, +V, la décomposition de wu, sur 81 et §,, v, € Sl ’

v, € 52 . Compte tenu des remarques précédant la proposition 11, on a

Spectre Up = Spectre v, + Spectre v, o9

ici les spectres de v, et v, sont leurs spectres en tant qu'endomorphismes de

El et E2 respectivement, d'ou

Spectre v, + Spectre v, = {~a=-1s -2, -2+t 1}

1
Les endomorphismes v, et v, sont & trace nulle (car 31 et 82 sont des al-
gebres de Lie semi-simples) donc aucun de leurs spectres ne peut &tre réduit & un

point.

Une simple vérification montre qu'il existe alors deux réels @y et oy véri-

fiant

Spectre v, = {og 2 0y = 1}
o, + a, =a tels que .

1 2 aQ
spectre v, = {a, » ay + 1}

[ 4 t Lnans — - i . z —
L'opérateur Iu s'écrit Iu iv, iv, s comme El et E2 sont deux represen

tations complexes de Sl et 82 s les spectres de iv1 et iv2

ment {ial ’ i(a1 - 1)} et {ioz2 ’ i(a2 + 1)} » d'ou

sont respective-

Spectre Iu = {i(al—az) ’ i(al—a2)-i ’ i(al—az)-Qi} (différences deux a deux).

L'opérateur exp nIu est alors un automorphisme du céne P dont le spectre esf
{exp(in(al - az)) y - exp(in(a1 - ag))} » il est symétrique, donc o, = @, est un
entier. Il en résulte que l'opérateur TF = exp(— iﬁ(dl - az)) exp nIu est un au-
tomorphisme du c8ne P , et que son spectre est -1, 1} » des considérations
élémentaires de géométrie montrent alors que Ty ne peut que valoir 1l'identité sur
(F + P*) , et moins 1'identité sur (r + PHL .

Remarque 12. = On déduit du fait Spectre v, = (al y oy - 1) que l'endomorphisme
W= id, - vy est un projecteur. Il est aisé de vérifier qu'il vaut zéro sur

F , et 1tidentité sur 7t : Notons par 1 et P les espaces propres de vy

correspondants aux valeurs propres o, et @ = 1 5 et par €5y et €5s les es-

paces propres de v, correspondants aux valeurs propres o, et ¥ + 1, alors

11

03 - . ' N ' L3 —
donc v1 vaut oy ldE sur F 4 et (al 1)1dE sur T+ ., Clest a ce stade qu'in

P = ®e22 et F’L=elz®e21,



18-08

tervient (& notre avis) toute la force du lemme 5,7 de [ 2] de CONNES ; en effet, il
devient évident (partie (d) du lemme cité) que tout endomorphisme de Eg qui com=
mute avec les éléments de Sl a sa partie réelle dans D(P) . Dol on conclut que

81 ®@C id ¢ et 82 Y idEg sont deux sous~anncaux de l'anneau des endomorphismes

de EC commutant entre eux, et que 81 = 52 =8 = gz(NG; » C) .

Nous avons ainsi montré que D(P) =R idE Q>B£Q/K .‘g) .

Pour conclure que P = (gﬁQJE.,'Q))+ » nous utilisons la classification de

z . . ]
Cartan, parce que nous avons montré que le groupe est transitif sur P .

N.~B. = Depuis cet exposé, MM, BELISSARD, IOCHUM et LIMA, du Centre de Physique
théorique de Marseille, ont démontré que tout c8ne autopolaire et facialement homo-
géne en dimension finie est homogdne [ Novembre 1975 ].
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