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LES CÔNES AUTOPOLAIRES EN DIMENSION FINIE

par Marouan AJLANI

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’analyse)
14e année, 1974/75, n° 18, 8 p. 10 avril 1975

(d’après Alain CONNES [2])

Cet exposé constitue la première partie d’un travail qui a pour but d’établir le

lien, en dimension finie, entre le mémoire de CONNES [2] et la classification de

CARTAN des domaines bornés symétriques dans Cn . A. CONNES caractérise dans [2]

les cônes de Rn qui sont isomorphes aux cônes de matrices hermitiennes positives

par trois propriétés.

~° L’autopolarité,

2° L’homogénéité faciale,

3° L’orientabilité.

Nous n’avons pas réussi à montrer qu’un cône autopolaire et facialement homogène

est linéairement homogène (c’est-à-dire que le groupe de ses automorphismes linéai-

res agit transitivement sur l’intérieur de ce cône). Nous montrerons, sans utiliser

la caractérisation de Connes, qu’un c8ne autopolaire, facialement homogène et orien-

table, est un cône homogène. Monique GUILLOT, de Nice, a démontré (non publié en-

core) que tout cône, autopolaire et linéairement homogène, est facialement homogène

au sens de Connes.

N.-B. - Nous appelons ici "facialement homogène" ce que CONNES nommes "homogène ",

afin de distinguer cette notion due à CONNES de celle généralement utilisée pour

dire que le groupe des automorphismes est transitif sur l’intérieur du cône, 
c’est-

à-dire que, pour tout couple de points de l’intérieur de ce cône, il 
existe un au-

tomorphisme du cône qui transforme le premier point en le second.

1. Existence d’un point privilégié dans l’intérieur d’un cône autopolaire.

Ce paragraphe contient quelques légères modifications de parties des 
mémoires de

KOECHER [4], ROTHAUS [6] et VINBERG [7J.

Définition 1. - Nous dirons qu’un cône P c Rn est autopolaire s’il est égal à

son cône polaire ( Rn est identifié à son dual au moyen du produit scalaire ordi-

naire noté (.,.)). Autrement dit,

Exemples de cônes autopolaires.



3° Dans R ~ tous les cônes qui ont pour base un polygone régulier impair, et
dont une génératrice est orthogonale à la face opposée ,

4~ Dans Rn2, le cône des matrices hermitiennes positives sur en.

Dans [4], KOECHER définit la fonction numérique x e p --> = exp(-(xt)) dt
(où dt désigne la mesure de Lebesgue de R ) sur l’ intérieur du cône autopolaire
P . On verra dans j~4~ ou mieux dans [~7~ les démonstrations , faciles, des proprié-
tés suivantes de cp .

PROPOSITION 2 (KOECHER-ROTHAUS-VINBERG). - Pour tout cône P autopolaire,

l’application x e P --> j° exp(- (xt)) dt possède les propriétés suivantes :

1° L’application 03C6 est positive, définie en tout point et tend vers

l’infinie à la frontière de P ;

2° On a cp(Tx).= cp(x)/det(T) pour tout automorphisme T de P ;

3° L’application log 03C6 est strictement convexe ainsi que (p .

KOECHER [4] définit une application

x ~ f -2014> x-1 == 1 03C6(x)  e-(xt) t dt = - d log cp(x) ~  ;

il affirme que cette application est involutive. Nous pensons que sa démonstration

n’en est pas une. ROTHAUS [6] et VINBERG [7] montrent que Inapplication x --> x"’
est involutive pour les cônes homogènes.

PROPOSITION 3 (KOECHER-ROTHAUS-VINBERG). - Pour tout c8ne autopolairc P 

Inapplication x 2014> x" = Sa exp(-(xt))t dt possède les propriétés suivan-

tes : 
~

lo VINBERG F7l : Le point x"~ e P est le centre de gravité de

2° Pour tout automorphisme T de P, on a 

3° L’application x .--> x-1 est bijective sur P .

PROPOSITION 4. - Pour tout cône autopolaire l’application x ..-> x~Z
, 

’~" " ° 

0 
" ’ ’ "~ ~~ ’ ’

possède un unique point fixe c E P .

Démonstration. - La démonstration de cette proposition est dans nous la re-

prenons pour insister sur l’unicité.

Remarquons, suivant VINBERG, que si l’on désigne par

et par T(x) l’espace tangent à cette variété au point x ~ on a :

(d log x - t) = 0 pour tout t E 



soit (x 1 , x - t) = 0 pour tout t E T(x) , ou encore

ce qui peut servir à une nouvelle interprétation géométrique du point x ~’ .

Il résulte de la relation (?~x~w~ _ (1~~,~v~~ ~ ~ > 0 , qu’ il est équivalent de

dire qu’il existe un point fixe, ou de dire qu’il existe une droite globalement in-

variante dans P . Mais alors une droite globalement invariante serait orthogonale
à la variété N(x), elle existe, et elle est unique, parce que cp est convexe.

2. Faces des cônes autopolaires et f acialement homogènes.

Rappelons d’abord quelques propriétés évidentes de cônes autopolaires : Pour tout

cône autopolaire a P n (- P) = (0) d’où il résulte que est

engendré par P u (- P) . Tout x E E s’écrit d’une seule manière x = x - x ,
ou ~x~ ~ x ~ - 0 , x+ E P et x- E P . Pour toute f ace F ~ l’intersection de P

avec le sous-espace vectoriel orthogonal à F est une f ace notée F’~ . Le théorème

de Hahn-Banach implique que, pour toute f ace propre F ~ P , la f ace F~ n’est pas

vide ; il en résulte que si F C P est autopolaire dans l’espace vectoriel qu’elle

engendre, alors F = 

DÉFINITION 5 (CONNES). - Soit P C Rn un cône autopolaire ; nous dirons que P

est facialement homogène si, pour toute face F C P , l’opérateur exp(t(PF-PF))
est un automorphisme du cône P pour V 

Nous noterons, dans toute la suite, par PF le pro jecteur orthogonal sur l’espa-

F - F .

PROPOSITION 6 (CONNES). - Soit un cône autopolaire y notons par D(P)
l’espace des opérateurs &#x26; de tels que ets soit un automorphisme de P,

pour tout t E R , alors D(P) est une sous-algèbre de Lie de stable par

transposition.

PROPOSITION 7 (CONNES). - Pour tout cône autopolaire P C Rn et pour tout

à E il est équivalent de dire que ô appartient à D(P) , ou de dire que,
pour t ous entraîne y .

PROPOSITION 8. - Soit P c Rn un cône autopolaire et facialement homogène, toute

face F de P est autopolaire et facialement homogène dans l’espace vectoriel

F = F - F engendré par elle.

Démonstration.

14 F est autopolaire. Soit x E F ; nous avons à montrer que

Il suffit alors de montrer que P , ou encore que (Pp x , y) ~ 0 ,



? x , y E P ; Pour cela, on considère l’automorphisme 9 on a

d’où , pour t assez grand,

2° F est facialement homogène ; soit G c F une face ; nous noterons par 

l’ intersection de Gl avec F. D’ après la proposition 7, nous avons à montrer que

l’homogénéité faciale entraîne que (PG x , y) = x , y) , il suffit alors de

voir que P ~ x = P ~ x , pour tout x G h’ , ou encore que P ~ x G F . 0r
~ G ~ ~

3. Une condition suffisante pour l’homogénéité.
Il résulte immédiatement de la proposition 4 et de la proposition 3-2° que le

point c , invariant par l’opération x --> est un point fixe pour tout auto-

morphisme involutif et symétrique du cône autopolaire P.

De même~ si T est un automorphisme de P , et H un sous-espace vectoriel de

E = R~ invariant par T ainsi que son supplémentaire orthogonal H, et si T~
est une involution symétrique, alors le point fixe c appartient à H~ .

Nous montrerons dans l’appendice que tout cône P autopolaire facialement

homogène et orientable au sens de CONNES, est tel qu’il existe, pour toute face

F ~ P , un automorphisme linéaire valant l’identité sur (F + F~) ~ et moins l’iden-

tité sur (F , F~)~ , il en résulte que le point c, défini dans la proposition 4,

appartient à (F + F~) pour toute face F de P.

PROPOSITION 9. - Soit P C R~ un cône autopolaire , facialement homogène ; sup-

posons qu’il existe un point tel que c e F + F| pour toute face F 
o 
de P ,

alors le groupe des automorphismes linéaires du cône P est transitif sur P .

Démonstration. - Nous montrerons que l’on peut passer d’un point x e ~ quelcon-

que au point c introduit dans la proposition 4.

Soit 03BB1 , le plus grand B > 0 tel que x - Bc = (x - 03BBc)+ , et soit F|1 la

face orthogonale à la face F1 , engendrée par 



Notons par c 0 et x 0 les projections orthogonales de c et x sur F , .

on ~~’ ~~ ’ donc ~~~ ~ ~0 est

précisément la face orthogonale à G dans la face autopolaire F1 (proposition 8),

ainsi c1 appartient à tout sous-cône de F1 de la forme G + G’ , où G est une

face de ~~ la face orthogonale dans 

Soit alors ÎÉ tel que x1 - 03BB2 c1 = (x1 - 03BB2 c1)+ , et F1
orthogonale à la face engendrée par 1 2 0 on a p 1 = 2 c1 , ... Au

bout de (n - 1) opérations au plus, on arrive à une génératrice extrémale Fh .
La famille de faces F% , ... , F|n , est constituée de faces deux à deux orthogo-

nales, et l’ on a x = X. PW| c , i  1 / n .

F~ 
1 F~ 

"

Soient alors t1 , ... , t n des nombres réels ainsi définis de proche en proche:

alors l’opérateur F~)) ..... F~))
transforme x en un homothétique de c.

4. Appendice : Une symétrie induite par l’orientation.

Rappelons que CONNES appelle orientation d’un cône autopolaire 
et facialement ho-

mogène P, la donnée d’un opérateur 1 de carré égal à moins l’identité sur le

quotient de l’algèbre de Lie D(P) par son centre noté z(P) .

Nous consacrons cette partie à montrer que tout cône P autopolaire, fa-

cialement homogène et orientable, est symétrique par rapport à (F + F~-) . Plus

précisément : il existe un automorphisme linéaire de P valant l’identité sur

(F + F~-) , et moins l’identité sur (F + Remarquons que ce résultat devient

évident si on utilise la caractérisation de CONNES dans toute sa forée.

Soit T un endomorphisme de R" qui commute avec les opérateurs P - P~j. ,
alors T est une dérivation de P, car si x et y sont deux éléments de P

avec y , on obtient, en notant par F la face engendrée par x,

ou encore

L’algèbre D(P) étant stable par transposition, elle est engendrée par les déri-



vations symétriques, il résulte alors de ce qui précède que tout sous-espace vecto-

riel de Rn , invariant par D(P) , a son projecteur orthogonal dans le centre
Z(P) .

Nous supposerons dans toute la suite que le c8ne P e st indécomposable , c’est-à-

dire qu’il n’est pas égal à la somme de deux de ses faces, alors la représentation
(dans donnée de D(P) est simple ; en effet, si H ~ Rn est un sous-espace

invariant non réduit à zéro, et si PH est le pro jecteur orthogonal de H ~ on ob-

tient PH E D(P) , soit exp(tPH) est un automorphisme de P , d’où on déduit que

PH est limite d’ automorphismes de P , d’ où

Il en résulte que l’algèbre de Lie D(P) est réductive, d’où la proposition sui-

vante.

PROPOSITION 10. - L’algèbre de Lie réelle D(P) a son centre unidimensionnel,

elle est égale à la somme directe de son centre et de l’ algèbre de Lie simple

[D(P) , D(P)] t

0n voit ainsi que l’hypothèse d’orientabilité du cône P revient à supposer que

l’algèbre de Lie lil = [D(P) , D(P)] est l’algèbre de Lie réelle sous-jacente à une

algèbre de Lie complexe.

Notons, respectivement, par &#x26;É et ôÉ les espaces complexifiés de E = # et

de liJ , alors &#x26;É = en et SÀÉ est une algèbre de Lie complexe ÉÉ = liJ + 1£ .
L’opérateur I , défini sur lil , se prolonge canoniquement à il- en un opérateur,
noté aussi I , de carré égal à moins l’ identité.

Nous noterons par S1 et S2 respectivement les espaces propres de £É corres-

pondants aux valeurs propres 1 et - 1 . 0n a ainsi deux sous-algèbres de Lie

complexes de ÙÉ et

Une vérification immédiate montre que §. et sont isomorphes à § en tant

qu’algèbres de Lie complexes.

Soient A et A~ les sous-anneaux de End(B-) engendres respectivement par

S1 et A. est un anneau semi-simple, car E2014 est une représentation semi-

simple et fidèle de § 
1 

donc de A1 car (les sous-£ -modules au sous-A.-module
étant les mêmes), A = (Ap)~ et A? = (A.)~ ~ Ap)~ =~ .

Il résulte, par exemple de JACOBSON ([3], p. 15) qu’il existe deux représenta-
tions simples et fidèles E. et E de A. et A2 respectivement tels que
Bh- = E 

1 
S E . Par restriction, E 

1 
et E 

2 sont deux représentations complexes
simples et fidèles de § et 



PROPOSITION 11. - Pour tout cône P c R~ autopolaire facialement homogène et

orientable, et pour toute face F c P , il existe un automorphisme linéaire de P

valant l’identité sur (F + F~) , et moins l’identité sur (F + F~)~ .

Démonstration. - Notons par Up la projection de la dérivation Pp - sur la

sous-algèbre de Lie § . Il est aisé de voir que la projection de toute dérivation

5 sur le centre z(P) est égale à trace (e)id~ . Posons a Pyj.) .
Alors 

’

Soit u =v +v~ la décomposition de Up sur §~ et §~ ~ ~l~~l ’
v e § . Compte tenu des remarques précédant 

la proposition 11, on a

Spectre = Spectre v + Spectre v~ ~

ici les spectres de v~ et v~ sont leurs spectres en tant qu’endomorphismes de

E et E respectivement, d’où

Spectre v + Spectre 

Les endomorphismes v~ et v~ sont à trace nulle (car et sont des al-

gèbres de Lie semi-simples) donc aucun de leurs spectres ne peut 
être réduit à un

point.

Une simple vérification montre qu’il existe alors deux 
réels o~ et o~ véri-

fiant

L’opérateur 1~ s’écrit 1~ = iv~ ; comme E~ et R~ sont deux 

tations complexes de S1 et S2 , les spectres de iv 1 et iv2 sont respective-

ment (iû~ . l)) et (ia~ , i(~+ 1~ ’ d’où

Spectre 1~ = (i(~-a~) . (différences deux à deux).

L’opérateur exp ni u 
est alors un automorphisme du cône P dont le spectre est

03B12))} , il est symétrique, donc 03B12 est un

entier. Il en résulte que l’opérateur Tp = exp(- 03B12)) exp 03C0Iu est un au-

tomorphisme du cône P , et que son spectre est (- 1 , l) , des considérations

élémentaires de géométrie montrent alors que Tp ne peut que valoir l’identité sur

(F + F~-) , et moins l’identité sur (F + F~-)~ .

Remarque 12. - On déduit du fait Spectre v~ 
= l) que l’endomorphisme

w 
= 

0’ id-, - v est un projecteur. Il est aisé de vérifier qu’il vaut zéro sur

F , et l’identité sur F-*- : Notons par e~ et e~ les espaces propres de v~

correspondants aux valeurs propres c~ et 1 t et par e~ et e~ les es-

paces propres de v~, correspondants aux valeurs propres o~ et o~ + i ~ alors

donc v 1 vaut ~1 1% sur F , et ( a ~ -- ~ ) id E sur C’est à ce stade qu’in-
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tervient (à notre avis) toute la force du lemme 5.7 de [2] de CONNES ; en effet, il

devient évident (partie (d) du lemme cité) que tout endomorphisme de E- qui com-

mute avec les éléments de § a sa partie réelle dans D(P) . D’où on conclut que
§ 0 C id C et § p=) C id g sont deux sous-anneaux de l’anneau des endomorphismes

de EC. commutant entre et que §. =§==§= l(n , C) .

Nous avons ainsi montré que D(P) = ~R @ ~(Vn , ~) .
Pour conclure que P = (g~(B~ ~ ~.)) ~ nous utilisons la classification de

Cartan, parce que nous avons montré que le groupe est transitif sur P .

N.-B. - Depuis cet exposé, BELISSARD, IOCHUM et LIMA, du Centre de Physique
théorique de Marseille, ont démontré que tout cône autopolaire et facialement homo-
gène en dimension finie est homogène [Novembre 1975~.
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