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Séminaire CHOQUET 12=-01
(Initiation & 1'analyse)
13e année, 1973/74, n® 12, 4 p. 31 janvier 1974

ENSEMBLES FERMES POLYNOMIALEMENT CONVEXES

par Jean-Pierre FERRIER

(d'aprés J. A. SIDDIQI et J.-P, FERRIER)

Résumé

1. Des notions de convexité polynomiale pour des ensembles fermés de C ou
QP étintroduisent naturellement & propos de problémes d'approximation polynomiale
pondérée, Comme illustration, nous allons donner des indications sur la manidre
dont on peut résoudre le probléme suivant :

z
2

|r(z) - r(z")| <a'lz - 2|,

Soit R une application de classe Gk y k>=+1, de BP dans _EF telle que

Ir(2)| < Alz] + ¢,

oh Ay A', C sont des constantes telles que A < A' <1 , On désigne par ¥

l'ensemble des points x + iR(x) ou x parcourt 'Bn .

Soit d'autre part & une application continue de (0 , o damns )0 ’ ool y telle
que la fonction x ~-= log Q(ex) soit convexe sur R . On pose w(z) = 1/@('2') ’
et on recherche les conditions assurant la densité des polyn8mes dans l'espace
Gw(z) des fonctions numériques complexes f continues sur ¥ telles que ’f‘w

tende vers zéro & 1'infini, pour la norme f = supxezlf(x)l w(x) .

Une condition suffisante pour cela est que 1l'on ait

© dr . - o
(1) f log Q(r)';T;E =® avee p = ooy [47.

On peut par exemple choisir &(r) = exp(z®) , ob p est le nombre précédemment
défini .

Notons tout de suite quelques cas particuliers :

(a) Le cas o I =‘EP est celui o R = 0 ; on peut alors prendre A =A' =0 ,

et la condition (1) s'éerit
,‘roo log ‘P(r) % = o,
r

C'est une condition suffisante trés classique pour 1l'approximation polynomiale
pondérée sur -En o Cette méme condition reste cependant vraie dds que l'on peut

choisir A = 0 ; cela correspond & une perturbation bornée convenasble de R" .

(v) Lorsque n =1 , 1l'approximapion polynomiale pondérée sur une courbe de C a

été étudiée par 1'auteur sous des hypothdses plus générales ; il est possible dans
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ce cas d'obtenir des conditions nécessaires et suffisantes qui montrent que 1la

valeur de p donnée ne peut pas &tre amélioréde.

by

Dans le cas de EP » pour passer de R a g? , on utilise simplement un argument
de produit tensoriel ; cette méthode ne peut évidemment s'étendre & des sous—
variétés de QP s m&me aussi particuliéres que celles envisagées ici. L'approxima-
tion pondérée a été étudide dans le contexte abstrait d'espaces topologiques géné-
raux X et dtalgdbres @ de fonctions continues sur X par P. MALLIAVIN [7], et
la situation que nous décrivons n'en est qu'un cas trés particulier ; cependant la
encore on raméne le probléme général & 1'approximation polynomiale dans C en pre=-
nant les images de X par des fonctions f de & ; cela suppose qu'il y a suf-
fisamment de fonctions f pour lesquelles f(X) est d'intérieur vide dans C, ce

qui n'a en général aucune chance d'&tre le cas ici.

Le principe que nous suivrons est simple : au lieu de demander a p(z) d'étre wn
ensemble sur lequel on peut faire l'approximation polynomiale, nous lui demandons
geulement d'&tre polynomialement convexe, et ceci pour suffisamment de polyndmes
p s de fagon que la variété ¥ soit elle-méme polynomialement convexe, La situa-
tion sera bien sfir compliquée par le fait que les ensembles ne sont pas compacts et

par la présence de poids, et la notion de convexité ne sera pas aussi simple que

dans le cas compact,.

2. Soit de fagon générale F un ensemble fermé de QP y et soit w un
poids sur F , c'est-a-dire une fonction continue strictement positive telle que
CW(F) contiennent les polyndmes. On peut montrer que si les polyndmes sont denses
dans CW(F) s il existe une famille (pi)iEI de polyndmes telle que :

. w(z) .
(1) Ipi(z)l E—:fTET-S 1 pour ie€IlI, z€PF,
(ii) SupiEIlpi(g)l =+ ® pour ( ¢ F .
Si ces conditions sont vérifides avec w(z) au lieu de Tﬂéz%ET dans (i), nous

dirons que F est polynomialement convexe par rapport au poids w . Lorsque F est

compact, il est facile de voir que cette définition coincide avec la convexité po-

lynomiale ordinaire et ne dépend pas de w .

C'est d'une réciproque que nous avons besoin, et il nous faut renforcer la défi-
nition qui précéde. Si pour ¢ > O , on désigne par F® 1'ensemble des points z
n
de ¢ tels que d(z , F) <¢ , nous supposons que w est un poids sur F* ,

o >0 , et nous dirons que F est uniformément P-convexe par rapport & w s'il

existe 8 € Y0 ’ 1( tel que, pour tout e > O assez petit, on puisse trouver une
famille (pi)iel de polyndmes avec

(1) lp;(z)| w(z) €1 pour ie1, zer®,
(i1) sup,rlp ()] = + = pour ¢ ¢ 7 .

I1 est facile de voir que si F est uniformément P-convexe par rapport a w',

alors F est convexe par rapport & ce poids ; cela implique aussi que F est uni-
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formément H-convexe [1]. Cette notion technique est justifide par 1'énoncé suivant,
obtenu par N. Sibony et l'auteur [3] :

n

Soit T une sous-variété fermée totalement réelle de dimension d de € , de

r d . . . . .
classe C , avec r >-§ + 1 4 et g0it w un poids sur ¥ j s'il existe un poids
w! sur ¥, avee o > 0 , vérifiant

1° w'(z +¢) 2 cw(z) pour z€ %, |¢| <o, et une constante ¢ >0 .
20 v est uniformément P-convexe par rapport au poids 3z w3 (1 + |z|2) wi(z) ,
alors les polynBmes sont denses dans CW(Z) .

La démonstration procéde par plusieurs étapes : on commence par se ramener & ap—
procher des fonctions de @(QP) + s1i u est une telle fonction, on la remplace par
une autre U coincidant avec u sur % , et telle que JU soit petit au voisi-
nage de ¥ , suivant R. NIREMBERG et R. O. WELLS [7] ; on approche alors U par
des fonctions holomorphes au voisinage de Y en résolvant la d-cohomologie dans
des ouverts entourant ¥ , avec les estimations de L, HORMANDER [5] 3 on approche

enfin par des polyndmes en utilisant une méthode de B. A. TAYLOR [8].

3. Dans le cas unidimensionnel, la convexité polynomiale par rapport & un
poids w se raméne 3 un probléme d‘'approximation polynomiale des fonctions
z = (z - g)-l » Ou ( n'appartient pas au fermé étudié. Ce méme problime se
réduit & un probléme de moments, puis & un probléme d'unicité, Lorsque le poids w
est donné par w(z) = 1/8(|z]) , o & possdde les propriétés indiquées en 1 , en
utilisant des majorations pour les potentiels du noyau 1/z données dans [2], on

peut par exemple établir 1'énoncé suivant :

Soit F un ensemble fermé non borné dont le bord soit une courbe possédant une
tangente & variation bornée. Pour que F soit polynomialement convexe par rapport
& w, il faut (resp. suffit)que l'on ait, pour toute composante connexe Q du com-
plémentaire de F , et A =1 (resp. pour une constante A < 1) ,

J 10 s(alul) & () = + =,
He
oi a est un point arbitraire de Q , et ug la mesure harmonique au point a du

domagine Q

4. Voyons, pour finir, comment on peut démontrer 1'énoncé donné en 1. D'abord
les propriétés de la fonction ¢ permettent de s'affranchir d'un certain nombre
d'intermédiaires donnés en 2, et de ramener la question & l'uniforme P-convexité
de ¥ par rapport au poids w lui-méme, On établit cette dernidre en considérant
des applications polynomiales convenables de _gn dans C , et en prenant les ima-

ges réciproques par ces applications d'ensembles fermés polynomialement convexes de
C .

~

Soit ¢ ¢ )i ; on peut toujours se ramener au cas ou Re [ =0 et R(0) = 0 . Si

on pose alors
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2 2
f(z) = By eee + 2,

il est possible de vérifier que, pour € assez petit, Cf(zee) contient un do-

maine connexe Q contenant lui-méme f(g) , et un secteur limité par des arcs de

parabole dont 1l'ouverture est 2m - 4 Arctg A . On peut lui appliquer 1'énoncé

Q

donné en 3 , et conclure en calculant Hy o
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