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Séminaire CHOQUET 11=01
(Initiation & 1'analyse)
13e année, 1973/74, n° 11, 12 p. 2 novembre 1973 et 24 janvier 1974

LINEARISATION DE LA NOTION DE CONVEXITE
PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE DE FONCTIONS

par Michéle MASTRANGELO-DEHEN

En théorie du potentiel, ainsi qu'en analyse harmonique, se posent différents

problémes qui nous conduisent & considérer le cadre d'étude de cet exposé.

-~ Le probléme de Dirichlet sur un ouvert ( de _g? y pour les fonctions harmo-

niques, relativement & la frontidre topologique, & la frontidre fine ou & la fron-
tidre de Martin ; et

- le méme probléme sur un ouvert de EF pour les fonctions pluriharmoniques, et
relativement a la frontidre distinguée,

présentent des analogies avec les études de simplicialité faites par G. CHOQUET,

iy

sur les convexes compacts & partir d'une donnée sur l'ensemble des points extrémaux.

Par ailleurs, les études faites dans l'analyse des fonctions analytiques de plu-
sieurs variables complexes font intervenir, par exemple, les deux questions sui-
vantes

-~ Si D est un ouvert de EF » quand peut—on affirmer la densité dans 1l'espace
ZE(D)+ des fonctions holomorphes sur D (muni de la structure uniforme U , dela

convergence compacte sur Q ) de l'espace des polyndmes en (z1 gecey zn) ?

-~ Si U oD sont deux ouverts de En y on peut étudier des critdres assurant la
densité de %(U)/D dans (%(D) , U) ; ceci fait 1'objet du théordme de Runge et,
plus généralement, du théordme 4'Oka-Weil,

Les critdres s'énoncent, comme on le verra dans la suite, au moyen des enveloppes
convexes, relativement & X(U)/D et & R(D) , des compacts de D .

Des canditions nécessaires et suffisantes de densité peuvent s'exprimer, dans les
deux cas ci-dessus, au moyen d‘'enveloppes convexes de compacts associbes aux espa~-
ces de fonctions considérés ; ces notions sont trés proches de notions linéaires,
et les deux points de vue qui viennent d'8tre exposés nous permettent de penser
qu'un cadre unifié et adéquat serait obtenu en considérant D comme un sous-ensem-
ble d'un espace vectoriel vague sur lequel 1'ensemble des fonctions considéré

serait un ensemble de fonctions linéaires.

l. Résultats généraux.

DﬁFINITIONS. - Dans tout cet exposé, () sera un espace topologique séparé ; E
et F deux ensembles de fonctions sur Q ,

{constantes} cEcF < &, R) .
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On suppose que E sépare les points de Q . On note [E] [resp. [F]] 1'espace
vectoriel engendré par E [resp. F] . On mmit [F] d'une topologie d'e. l. c. s,
(par exemple, la structure uniforme U de la convergence uniforme sur tout compact

de Q ), et [E] de la topologie induite.

On note E' [resp. F'] le dual topologique d¢e E [resp. F], et on le munit de
o(B' , B) =o(B" , [E]) [resp. c(F* , F)] . On note ¢ 1'injection canonique de

(Q dans E' , et ¢ 1l'injection canonique de (3 dans F' ,

8i A< [resp. B'], on appelle enveloppe E~convexe de A dans Q [resp. E'],

ltensemble

cB,ra,0) ={xeq , VfeE, f(x)gsup £(a)} .

[resp. c(E , A ,E') ={xeB , VfeE, f£(x)<supr(a)}].

THEOREME 1. - Si E = [E] et si E est tonnelé, si A est un sous-ensemble de

Q sur lequel toutes les fonctions de E goient bornées, alors

c(E , e(4) R E') est o(E! , BE)=compact.,

La démonstration se déduit immédiatement du fait que c(E , e(A) , E') est borné

et o(E' , E)-fermé, et du fait que E' est quasi complet,

THEOREME 2. - Soit p: F' —E', 1l'application qui & f' € F! associe sa res-

triction & E = [E] . On suppose p injective sur c(F , w(a) , ), gi,(a)‘gg
(b) est satisfaite @

(a) c(FP, o(a) , ') est o(F', F)~-compact,
(v) E < dn) et c(F, A, Q) est compact ,
alors

c(BE,A,Q) =c(F,ar,0).

Démonstration. -~ Coome E © F , il est immédiat que

C(E’A9Q)30(F1A90)0

On doit montrer que l'inclusion inverse est vérifiée dans les cas (a) ou (b).

(a) Soit xec(F, 2, q), alors
o(x) (P, a, ) et elx) =p.olx)éple(r,a,r)].
or c(F , A, F') est convexe et compact par 1'hypothése (a), done
{e(x)} et ple(F, s, F1)]

sont deux convexes, of(E! , E)=compacts et disjoints. Utilisant le théoréme de
Hahn-Banach, on peut les séparer par un élément du dual topologique de E'!' , muni
de o(E' , E) , qui est E . Par conséquent :

Thek, h(x) > sup h(pfe(F , 4, F')])
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ce qui entraine :
AhekE, h(x) > sup h(a) ; donc x ¢ c(E, 4, Q) .
(b) Comme E < €(Q) , & est continu, et
gle(r, 4, Q) est o(E', E)-compact,
(B, [elc(F,a,q))], E') est o(E' , E)-fermé et convexe.

Or p: F' —3E' est injective, par suite la topologie o(F' , E) est séparée
sur P! ., De plus, p est continue de F' , muni de o(F , E) dans E!' , muni de
o(E' , E) . Donc p-l[c(E , efe(P, 2,Q)], E')] est un convexe o(F' , E)-fermé

dans F' .

Si x est un point de (Q , n'appartenant pas a c(F sy A, Q) , alors {w(x)}
est un o(FP' , E)-compact de F' , disjoint de o e(® , efe(F, 4,a)], E)].

Utilisant le théoréme de Hahn-Banach, on peut alors les séparer fortement par un
élément h du dual E de PF' , muni de o(F!' , E) ; comme dans (a), on conclut
que x ne peut appartenir & c(BE , 4, Q) .

REMARQUE 3, - Si w est un ouvert de ‘gn et si Q en est une sous-variété,
l'ensemble E des restrictions & Q des fonctions (pluri-)harmoniques sur w
n'est pas nécessairement complet pour la structure uniforme U de la convergence
uniforme sur tout compact de Q ; il n'est pas tonnelé ; par contre, l'ensemble des

fonctions (pluri-)harmoniques sur Q est U-métrisable et complet, donc tonnelé.

DﬁFINITIONS. - Si A est un sous-ensemble de ) [resp. E'] , et si ae A, on

dira que a est E-exposé dans A si

ifeE: fla)>f/(a~ {a}) .
On note E - &(A) 1'ensemble des points E-exposés dans A .

De mBme, si C et D sont deux compacts de Q , D< C , on dira que D est

E-exposé dans C s'il existe un élément f de E tel que
D = {f > inf(£f(D))} nC .

Munis de l'ordre d'inclusion, les compacts E-exposés de C ne forment pas un
ensemble inductif ; on introduit la définition suivante : On dira que E est
filtrant sur le compact C de  si tout compact E-exposé dans C rencontre
E-8(C) .

Ces définitions sont un peu plus restrictives que les définitions d'extrémalité
données par G. CHOQUET, dens le cas ou E est un espace vectoriel, et généralisées
4 des c8nes convexes dans [5], [6], [7], [11], qui s'expriment de la manidre
suivante : Soit C wun compact de Q , on dira qu'un point x de C est E-
extrémal dans C si toute probabilité u , portée par C et vérifiant, V f € E,

p(f) > f(x) , est nécessairement égale a Eg o



11-04

De méme, un compact D de C est dit E-extrémal dans C si toute probabilité
B, portée par C et vérifiant, ¥V f€ E, M(f) > sup(f(D)) , est nécessairement

portée par D .

Les compacts E—extrémaux de C forment alors un ensemble inductif dont les

é1éments minimaux sont des points,

Notant aE(C) l'ensemble des points E-—extrémaux de C , c'est-a-dire la fron=-
tidre de Choquet de C , on voit alors (d'aprés ZORN) que, pour tout compact D ,
E-extrémal dans C, DnBE - &C) ## ; il est donc inutile de 1'imposer comme

condition supplémentaire,
I1 est immédiat de vérifier que, si C est un compact de Q ,

E - &(C) aE(c) .

PROPOSITION 3. - Il existe un (Q , E) , et un compact C de (0 sur lequel E
soit filtrant, et pour lequel 1l'inclusion

E - &c) = ag(c)

soit stricte.

Démonstration., = Prendre

E={formes lindaires sur‘52,f, vérifiant £((1,1))>0 , et Ker £2{x=0} ou bien {y=0}} .
C=C°nv{(o’0) ,(1,0) 9(0’1) 9('%;‘%)}7

on voit que E est filtrant sur C et que :

B - go) = {(0,1) , (1,0},  3y(0) = {(0,1), (1,0} , (53}

(0,1)l_ (1,1)

(0,0). 1,0

L'introduction des points E-exposés apporte donc une précision supplémentaire
aux généralisations classiques du théoréme de Krein-Milman faisant intervenir les

points E-extrémaux ; elle s'exprime dans le théoréme suivant.

THﬁORﬁME 4o - Si A est un compact F-convexe dans ( , si F est filtrant sur

A et formé de fonctions s. c. 8, sur A , alors

A=c(F,F- &4 ,q.
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Démonstration. — Comme A est F-convexe et contient F - &(A) , on voit que

Aoc(Pr,F-8(4),0Q).

Si xeQ ce(F,F-28(4), Q) , il existe f € F telle que
£(x) > supf/ F - 84) .

Si x€ A, on note
D={f>f(x)}nA#f .

Comme f est s. ce Se, D est compact ; par ailleurs, il est F-exposé dans
A.Or F est filtrant sur A , donc DN E - &4) # 8 , ce qui est impossible.

THﬁORﬁME 5 = Si A est un compact E-convexe dans Q , si E est filtrant sur

A , et est un espace vectoriel de fonctions continues sur A , la restriction a

E - &(4) , d'un é1ément f de B détermine celui-ci sur A .

Démonstration. — Soient f et g deux éléments de E qui coincident sur

E-84) .51 f / A#g / A, il existe un réel € > 0 tel que, par exemple (en

échangeant, le cas échéant f et g ),

D=Anf{f-g>c}#0.

On voit alors que D est un compact E-exposé dans A , donc D NE - &(A) # ¢ ’

ce qui est impossible,

2. Application & la densité d'un espace vectoriel dans un cfne.

Dans ce paragraphe, on suppose que E est un espace vectoriel qui sépare Q ,

que F est un cdne convexe, que
{constantes} cE< Fc ¢, R) ,

et qu'il existe une suite exhaustive de compacts de Q , § = (Kn) telle que,

nenN !

e €0 tel que 1'ensemble

B, = {e €Ej; e<f sur K , sup e(Kn U {xf}) > sup f(Kn) - 1}

¥ £ e P vérifiant ||f - EnKn =1, il existe x

vérifie

(a) v C compact €, c(E c,q=cE,C,Q),

f 1
(b) 3s€BE tel que, sur XK., supB,<sgf.
n f

REMARQUE., = Si F = R(Q) est l'ensemble des fonctions (pluri—)harmoniques sur un

ouvert Q de c? » si U est un sur-ouvert de Q , et si E = %(U)/ﬂ s alors

(E, F) vérifie les hypothdses ci-dessus.

Démonstration. - Soit (Kn) une suite fortement croissante et exhaustive de
o]

neN
compacts de 0, K =K , oﬁ'”K; soit un ouvert régulier. Si f € ®(Q) , et vé-

rifie,

v e e ®U)a, |If- e”Kn 21.
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On voit que, nécessairement, OscKn(f) > 2 3 a l'adjonction d'une constante prés,

on peut supposer que

1 = inf(£/K ) < 3 < sup(£/K ) .

Si Q n'est pas compact, on peut alors trouver un point X, € Q -~ Kn tel que
(c) 1egek: ose/Kns1/4 et e/Kn#O, s(xf)=0
(a) V ¢ compact de Q , c(Ef yC,)=cE,Cc,Q .

Il reste & vérifier l'axiome (b). On voit que E, est, sur K , un systdme

filtrant croissant de fonctions (pluri-harmoniques).

On note Ep = (hd)aeA , OU A est un ensemble pré-ordonné tel que
Bsqﬁ,hB/Knsha/Kn .

Comme E, est borné sur 1'ouvert K; #p , et comme il est U~fermé, on déduit

qu'il est U-compact. Pour tout p >n , on note
EP = adhérence, pour lell,, » de la suite (n_)(a”) .
f Kp o

On voit que Eg est un sous—-ensemble compact de E = m(U)/Q y €t que

n<mgp :zE? o E? .

On conclut alors que

1% .
Moy B 7 9 5
si s e npeN EE , on voit alors que h e ®(U)/Q , et que

s/Kn = sup(Ef/Kn) .

THEOREME 6. - Sous les seules hypothéses indiquées avant la remarque précédente,

les assertions suivantes sont équivalentes :

() YK compact de 0, c¢(BE,K, Q) =c(F,X, Q).

(b) E est partout dense dans F , muni de U .

Démonstration de (b) = (a).

S'il existe un compact K pour lequel c(E , XK , Q) « ¢(F, K, Q) soit non
vide, si x appartient & cette différence d'ensembles, il est immédiat de voir que

E n'est pas dense dans T pour la convergence uniforme sur K u {x} .

Démonstration de (a) = (b).

Si E n'est pas dense dans (F , U)
1Kes8, 3febl: £ =Bl =1.

Considérons un point X, €Q, et vérifiant (a), (b), et s un élément de E

tel que

sup Ef/K < s/K < f/K .
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On note
C={yekuix,}; fly) -s(y)<1}U {e = sup f(K) - 1} .
f eeEf
Montrons que c(Ef ,C,Q) oK.
TyeK~xc, Vee Ef ’ e(y) < f(y) - 1 < sup e(c) .

Montrons que c(F s C Q) ﬁ X .

si o(F y C Q) oK s on voit que f -8 <1 sur K . Mais alors
£ - (s + (1/2))]] € 1/2 sur K,

ce qui est impossible, car (s +(1/2)) e B .

THEOREME 7. - Si 1l'application p : F' — E' est injective sur c(F,p(Q),F') ,

les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) ¥ X compact d¢e Q, c(B, K, Q) est compact,
(b) ¥ K compact de 0, c(F, K, Q) est compact,

(¢) VK compact d¢ G, o(F, K, n) est compact, et E est dense dans F
muni de la structure uniforme U de la convergence uniforme sur tout compact de

Q.

Démonstration. - Comme E<F, c¢(E,K, Q) oc(F, K, Q) « On voit done que

(a) = (b) & (c).

Utilisant le théordme 2(b), on voit que

(v) = (v X , e(F ,K,0 =c(E,k,Qq).
Utilisant le théoréme 6, on voit que
(¢)= (¥ K compact de Q , c(F,XK,q) =c(E, K, Q) cempact) .

Si w est un ouvert de EF y et Q un ouvert de w , si E est l'ensemble des
restrictions & ( des parties réelles des fonctions holomorphes sur  , on peut
appliquer le théoréme précédent.

THEOREME 8. - Si

E = {restrictions & (0 des parties réelles des fonctions holomorphes sur w}

F {parties réelles des fonctions holomorphes sur Q} ,

]

une condition nécessaire et suffisante pour que () soit un domaine de Runge (c'est-

d~dire vérifie, YV K compact d¢ 0, c(E , K , Q) est compact) est que  soit

un domaine de Stein (i. e, V¥ K compact de Q , c(F , K , Q) est compact) et que

E soit partout dense dans F .

Ce théordme est 1'expression de (a)s=r(c) du théortme 7.
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3. Application & la compactification du domaine de définition : problémes de

Dirichlet et de Martin, frontidres distinguées.

Les théorémes 4 et 5 nous conduisent & penser qu'une étude des problémes de
Dirichlet, de Martin ou de frontiéres distinguées pourrait &tre réalisée de manidre
linéaire au moyen des points E-exposés lorsque {) se plonge dans un ensemble

G(E' ’ E) » relativement compact dans E°f .

Lorsqu'il existe dans E un sous~espace EO , U-dense dans E et formé de
fonctions bornées sur ( , on pourra étudier les problémes évoqués ci-dessus en

plongeant () dans le dual de [EO] .
Si EO est tonnelé, l'image de () sera alors o(Eé ' EO)-compacte.

Mais il existe des espaces (0, E) de fonctions, ol seules les constantes
soient bornées :
Exemple 1,
Q = R° \ le triangle de somets {(0 , 0) , (1,0), (0, 1)} .

-~

E

it

1tensemble des fonctions affines sur Q .

Exemgle 2.

2

Q=R", E = {fonctions harmoniques}

ou bien, E = {|h] ; h holomorphe} .

Alors le théordme de Liouville montre que toute fonction bornée est constante. On

est donc conduit & introduire les Aéfinitions suivantes :

DEFINITIONS, - Soit (@, E) ; on introduit une fonction auxiliaire, Y , conti=-
nue, croissante, impaire et injective, de {- o} UR U {+ »} dans lui-méme, telle
que vy o E soit formé de fonctions bornées sur ( . On note EY 1'espace vecto-~
riel engendré par y o E , E' son dual, € 1'injection de () dans un sous-

ensemble c(EQ s ¥ o E)=complet, C , de E; . On voit alors que, pour tout ASQ ,
c(y o B , EC(A) ’ C) = C(EV ’ EC(A) ’ c) ’

est ofC s Y o E)—compact. On note

Ty(a) =v o E - dely « B, eg(a) , ©)] =B -&[c(B , e4(a) , O] .

On déduit alors du théoréme 5 que, si E est filtrant sur C , la restriction, a
mb(A) , Ad'une fonction de E détermine celle-ci sur eC(A) , donc sur A . On dira
alors que A est E_ -déterminant. S'intéressant au probléme d'existence, on dira

C

de m&me que A est By-simplicial si toute fonction £¥ , définie et uniformément
continue sur mb(A) , mni de of(C , Y o E) , se prolonge en, au moins, un élément

Y o f appartenant & vy o E .

PROPOSITION 9. - Si ey o E , eC(A) , C) est un simplexe métrisable dans E' ,

si mC(A) en est égal & 1l'ensemble des points extrémaux (sens usuel) et est fermé,
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toute fonction continue sur mC(A) se prolonge en, au moins, un é1lément du dual

topologique de E! , muni de of(E' , Ey) , donc un élément de EY (mais non néces-

sairement de vy o B ).

La proposition suivante permet de voir les connexions de cette étude et des pro-

blémes de Dirichlet et de Martin.

PROPOSITION 10. - Si E est un espace vectoriel de fonctions continues sur un

compact Q , sans extréma locaux stricts sur un ouvert ¥ de Q , alors Q est

o(qQ , E)-compact et ME(Q) est contenu dans Q ~ ¥ . Ceci s'applique aux deux cas

suivants @

(a) Q@ compact de g? , E espace des fonctions continues sur () , harmoniques

sur ¥ =0Q° ; alors % (Q) est la frontidre fine de ¥ dans ® , et

mQ(Q)CQ\Y.

(b) Si H est l'espace des fonctions harmoniques sur un ouvert Y ‘Qg Rp ’ Ei

v = Arc tg , et si E est 1l'e. v. engendré par vy o H, et Q est le compactifié

de Martin de Y , alors mb(Q) s'identifie avec les fonctions harmoniques extré-

males sur ¥ , et est contenu dans Q - ¥ .

DEFINITIONS. - On note E' le cbne positif de B j on suppose qu'il admet une
base U=compacte, B, que 1 € B, et que  E est réticulé pour son ordre propre ;

on note &(B) les éléments extrémaux de B .

THEOREME 11. -Si Q estun K& muni de l'espace vectoriel E , si tout systéme

filtrant croissant et majoré dans EY est équicontinu sur tout compact et y con-

verge uniformément vers sa borne supérieure qui appartient & ol y 81, pour toute
fonction f € &B) :

{x e c(E , ec(Q) , C) V) f(x) = sup(y o £/Q)} = {xf}

Yy of =0, sur ﬂ%(ﬂ) N {Xf} , si L%GSKB) [Xf} = ﬂ%(ﬂ)

alors (Q est E_ -simplicial.

C

X

/AT (B (0),0)

ARSI R NONCY

fyofs0} Loz ” NV —

Démonstration. — On identifie &(B) & un sous-ensemble de ﬂ%(ﬂ) e Soit p ume
probabilité sur m%(n) telle que,

v fegB): it/ mlto,

et telle que p (image de &(B) ) =1 .
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Soit f* une fonction >0 , définie sur mb(Q) y Majorée par une constante M,

Pour tout ¢ , diviseur de M!' = y-l(M) , on pose Ne = M' et
a5 = {x e My(Q) 5 £ 2 y(0 - i6)}
On voit que, sur A; . AS y 1'oscillation de ' est inférieure 2 e et que

i-1
e —
Ul:§=1 by ="(0)

Si x appartient a l'image, dans mb(ﬂ) , de &(B) , on note €4 1'unique fonc~

tion de &(B) , nulle sur mb(n) « {x} et qui prenne son maximum en x . On pose

£ = ooy | LT aulip)]
1 Y AS " " wiey
i
On voit que y-l e-l f; est le barycentre d'une mesure portée par &(B) . C'est

donc une fonction de 3B .
Par ailleurs, il est immédiat que

€ e/ €
£/ m(a) ~ a5 =0, £/ Ay =v(e) .

Si 1'on note :
€ -1/.€
=%, v )]
on voit que, sur A; N A;_l = {y(M' ~-ig) g 1 < y(M' - (i = 1)e) ’

£ = y(Z, v i) = v(E_ &) =y =1) ),

clest-d-dire

£& = y(M? = ig) = inf (") .
A€ A€
i7i-1
Lorsque ¢ =+ 0 , la famille f° est croissante et majorée par M . On peut
alors déduire que, dans E , y-l(fe) est une famille croissante, lorsque e ™0 ,
majorée par y-l(M) = M' . I1 est donc équicontinu et uniformément convergent sur
tout compact de (Q vers un élément f € E , On voit alors que vy o f est bien le

prolongement cherché.

THEOREME 12.

(2) 81 Q est Eg-simplicial pourun C , si ¥ g, f €B, y (yogryef)-gek ,

alors E est réticulé pour son ordre propre (défini par gt ).

(b)‘gi E est réticulé pour son ordre propre et U-complet, si Q est EC—

déterminant, si E vérifie certaines conditions supplémentaires, ( est Ec-

simglicial.

Ce théoréme n'est pas démontré ici ; la démonstration en est assez technique. Son
intérét est de montrer une analogie entre la Ec-simplicialité et la simplicialité

de convexes compacts, définie et étudide par G. CHOQUET.

CONCLUSION, - Cette étude peut s'appliquer, en particulier, & 1'étude des domai-

nes () de EP » simpliciaux pour les fonctions pluriharmoniques. On démontre que,
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si f est une fonction continue sur  , dont la restriction & toute droite com—
plexe est C-harmonique minimale, alors f est minimale dans 1l'ensemble des pluri-

harmoniques.

Utilisant le théoréme 11, on obtient alors une forme assez générale de domaines

. n . R . p
Q , relativement compacts dans C , simpliciaux dans leurs c"-adhérences pour les

-~

fonctions pluriharmoniques, en considérant, comme ensemble de définition de la
fonction & prolonger, non la frontidre topologique, mais 1'ensemble mgcn(n) y TE=

latif & l'espace vectoriel E des fonctions bornées et pluriharmoniquég sur Q .

Des développements prolongeant le présent texte feront 1'objet de deux articles
publiés par ailleurs [13], [14].
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