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Séminaire CHOQUET C3-01
(Initiation & 1'analyse)
13e année, 1973/74, Communication n° 3, 5 p.

SUR LA SéPARATION DES CONES FAIBLEMENT COMPLETS

par Gustave CHOQUET

Le seul théordme général et non trivial de séparation de cnes convexes fermés
que 1'on connaisse, concerne un couple de cSnes dont 1l'un au moins doit &tre loca-
lement compact. On pourrait espérer qu'a condition de se restreindre & une classe
de cBnes trds réguliers, par exemple faiblement complets et métrisables, on pour-

rait obtenir de nouveaux théordmes de séparation.

L'exemple qui suit, construit pour répondre & une question de H. FAKHOURY, laisse

eu d'espoir concernant l'existence de tels théorémes.
P P

Notre procédé de construction, cui utilise des c8nes de fonctions continues non
bornées, semble susceptible d'autres applications. Nous l'utiliserons, par exemple,
aussi pour une construction commode de cdnes faiblement complets métrisables qui
sont rencontrés par chacun de leurs hyperplans d'appui suivant un c8ne de dimension
finie.

Nous poserons également quelques problémes. Enfin, nous terminerons par un énoncé
indépendant de ce qui précdéde : Tout espace polonais est homéomorphe & 1'ensemble
des points extrémaux d'un convexe faiblement complet polonais X . On sait que 1l'on

peut méme imposer & X d'€tre compact ; mais débarrassée cette restriction, la dé-

monstration devient extrémement simple.

’ ~ A , N .
THEOREME 1. - Il existe deux sous-cbnes convexes fermés A 4, B !E..B+ tels que:

1° AnB= {0}

. . rd . k3 N 3 ’
2% I1 n'existe aucune forme linéaire, continue sur ‘E+ s qui separe A, B au
sens large 3

39 Le ebne A + B (qui est fermé) est réticulé pour son ordre propre, et a une

base linéairement compacte ;

4° A et B sont des faces fermées complémentaires de A + B .

Preuve., - Désignons par o, B » I les ouverts de (o, 1) ainsi définis
o =U J(em)™h, ()75 g =UT M(an) ™, (20-1)H 5 I=aup.
Soit ® 1l'ensemble des éléments de C(I » R) constitué par les fonctions :
1, 22, 2%, 10e"((x - s"H™) , on DPyqgsr,seNt,

Soient X et V respectivement, le c8ne convexe et le sous—espace vectoriel de
e(I ,_5) s engendrés par O ; l'ensemble ® est une base algébrieue de V 3 posons

enfin



C3-02
Y={feV; f(x) > 0 pour tout x € I} .
On a évidemment X < Y ,

On peut identifier X & la somme directe ‘gfg) , 7 2 B9, ot e qual algé-

brique ™ de V 2 ‘BF . Pour la dualité canonique entre V et ™ , les polai-
\

res Xo ’ YO de X, Y s'identifient alors respectivement & .Bi et 34 un sous~

c8ne fermé de ‘Qg .

L'espace V , ordonné par Y , est un espace adapté (voir CHOQUET [1]) de fone-
tions continues sur I , donc tout élément de YO est identifiable & une mesure de
Radon positive sur I , bornée, et unique parce que (Y — Y) contient tous les po-

lyn8mes sur (o ’ 1] « Posons alors @

A

{uw e YO ;3 w est portée par o} ;

B={ue 1° ; w est portée par B} .

]

r'd O e 3
Ces deux cOnes sont fermés dans Y et sont deux faces complémentaires de ce

c¢bne ; de plus, YO est réticulé pour son ordre propre puisqu'il est héréditaire

dans WT(EO ’ 1)) .

Enfin, Y" = A +B a pour base Y° n {u(1) = 1} ; cette base est visiblement

bornée sur toute droite affine, donc lindairement compacte.,

I1 nous reste & montrer le point crucial 2°, Notons d'abord que ‘gﬁ a la proprié-

N
3 E
continue, sont aussi continues sur R ; donc ces formes ne sont autres que les

té intéressante que les formes lindaires sur .EN y dont la restriction a est

éléments de V . Or si f est un tel élément, dire que la forme linéaire sur ‘BF ’
associée & f , est positive sur A , négative sur B , équivaut & dire que la
fonetion f est positive sur « , négative sur B ; ceci entratne que la combi-
naison linéaire finie d'éléments de ® qui définit f , ne comporte aucun terme en
s~H1

10g3(x"!) ou en 1og%(x - c'est donc un polyn8me prenant les deux sigmes

dans tout voisinage de O ;3 donc f = 0 . D'ou 1l'énoncé 2°.

1

COROLLAIRE 2, ~ Dans tout espace vectoriel de dimensisan infinie dénombrable F ’

muni de la topologie o(F , F*) s 11 existe deux cdnes convexes fermég a, B8

dont la somme { + @ est saillante et partout dense, et dont 1'intersection engen—

dre l'espace,

Preuve, - Comme tous les espaces F sont isomorphes, on peut prendre pour F
l'espace V wutilisé dans la démonstration précédente. Il suffit alors de prendre

pour & , B les polaires respectifs de A, B dans V ,

(a) La propriété 1° du théordme 1 se traduit par le fait qu'il n'existe sur V
aucune forme linéaire T # 0 qui soit positive sur & et ® , donc sur & + B,

autrement dit que a + 8 est partout dense dans V .

(b) D'autre part, A est total dans V¥ , car pour toute f € V , dire que la

forme linéaire sur V¥ associde & f est nulle sur A Jquivaut 3 dire que f = O
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sur @ , d'ou f = 0. partout & cause du caractéere analytique de f (ceci entratne
le fait, & premidre vue paradoxal, que toute p € B est limite dans v* , a'é1é-
ments de (A - 4) ).

Cette propriété de A se traduit par le fait que  est saillant ; il en est
évidemment de méme pour B .

(¢c) La propriété 2° peut s'éerire @& n (- B) = {0} , ce qui équivaut & dire,
puisque @ et B sont saillants, que & + B est saillant,

(d) @ n B est le polaire de (A + B) , donc est identique & Y , qui engendre
V.

Nous avons donné ce corollaire, bien qu'il soit une conséquence facile du théo=-
réme 1, parce qu'il semble qu'une construction directe, dans un espace F , de deux

cbnes 4, B ayant les propriétés énoncées, ne soit pas commode.

Exemple (intéressant)de c8ne faiblement complet, 3. — Il n'est pas commode (bien

que possible), de construire un céne fermé X C‘E£ dont tout hyperplan fermé
d'appui rencontre X seulement en O ; il serait agréable de 1'obtenir, comme dans
la démonstration du théordme 1, comme polaire d'un c8ne de fonctions ; & défaut
d'un tel exemple, notons que chacun des c8nes, A, B, A + B, du théordme 1, &
la propriété, voisine de celle cherchée, que tout hyperplan d'appui de ce cbne le
rencontre suivant un sous-c8ne de dimension finie. En effet, si une forme continue
(# 0) sur v =‘3N est positive sur A , par exemple, la fonction f correspon—
dante est positive sur o ; donc elle ne peut s'annuler que sur un sous—ensemble

fini de points de ¢

Notons que si 1'on quitte la classe des c8nes métrisables, on peut trouver un
exemple tout & fait satisfaisant : Notons V 1'espace des combinaisons linéaires
de tous les monfmes x* et des fonctions logq(lx - a!-l) s 00 P, g€EN et
ae (0, 1) 3 et notons V+ l'ensemble des f de V partout positives sur (0,1).
Le polaire Vi de V, dans V¥ est un c8ne faiblement complet sans génératrices

+
extrémales, et tel que tous les hyperplans d'appui le rencontrent en 0 seulement.

Nous allons maintenant poser quelques probldmes qui gravitent autour du théordme 1.

Probldme 4. - e cone fermé R de R a la propriété que toute forme linéaire

. i . : N
sur RN qui est continue sur R, est aussi continue sur R , que l'espace de ces
. . ¢ ‘ oy N
formes est de dimension dénombrable, et que toute forme positive sur R, est con-

tinue (voir CHOQUET [2]).

Soit alors, de facon générale, un cbne convexe faiblement complet X d'un espace
faible séparé E , od E = (X - X) . Désignons par X' 1l'ensemble des formes li-
néaires sur E dont la restriction & X est continue. Evidemment, les topologies
o(BE, B') et o(E, X') ont mémes traces sur X (c'est faux pour les structures

uniformes sauf si X! = B! ) ; il en résulte que X est encore complet pour
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o(E , X') .

Le probléme consiste & caractériser les X tels que X' soit de dimension dé-
nombrable, et d'étudier si ceci entraine que toute forme positive sur X appar-
tient & X' . Inversement, si E' est de dimension dénombrable, et si toute forme
positive sur X est dans X! , est-ce que X' est de dimension dénombrable ? Ceci

est-il 1ié au fait que E est complet pour c(E ’ E') ou pour o(E ’ X') ?

Probléme 5. - Soit C wun cdne convexe saillant d'un espace vectoriel V ; et

soit Ci le polaire de C dans c* .

Comment reconnaitre sur C lui-m8me si C est l'ensemble des formes positives

sur Ci (resp. positives et continues) ?

Probléme 6. ~ Dans l'exemple du théordme 1, A et B peuvent &tre séparés par

une forme linéaire continue sur A + B ; la vérification en est facile.

Peut-on améliorer cet exemple en construisant, dans _Bf s un cbne fermé C réti-
culé, somme directe de deux faces fermées A, B de C , qui ne puissent &tre

séparées au sens large par aucune forme lindaire continue sur C ¢

Probléme 7, - Soit V un espace vectoriel, muni de la topologie o(V , V*) ; et

soit A un sous-céne convexe fermé de V .

A quelle condition toute f € V¥ est-elle différence de deux formes positives
sur A 7

C'lest vrai si A est contenu dans une pyramide simpliciale (i. e. un céne engen—
dré par une base algébrique de V ) ; et aussi si A est complet pour o(V , V*)
(noter que le premier cas n'est pas un cas particulier du second lorsque la base
algébrique de V a un cardinal non modéré (Cf. CHOQUET [3])).

La réciproque est-elle vraie ?

Eléments extrémaux d'un convexe faiblement complet, 8. = Soit X un convexe fai-

blement complet d'un e. 1. c. faible séparé. Rappelons que lorsque la topologie de
X est métrisable, X est un espace polonais, et que l'ensemble &(X) des points

extrémaux de X est un G6 de X , donc est aussi polonais.

En utilisant une technique analogue & celle utilisée pour le théordme 1, on va
montrer la réciproque.

THEOREME 9. - Pour tout espace polonais P , il existe un sous-convexe fermé X

N . NP
de jL_, qui est linéairement compact et est un simplexe géométrique, et tel que
&(X) soit homéomorphe & P , et f>rmé dans X .

Preuve., - Soit K wun compactifié métrisable de P y tel que P =X 3 alers P

est un G6 de K, donc K ~P = Lk Kn , ou les Kn sont des fermds non denseos de
K.

Pour tout n , il existe une application continue fn >0 de K dans [O ’ m) ’
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qui est infinie sur Kn et finie hors de Kn s d'autre part, il existe une famille

(gn) d'é1éments de C(X ,_5) contenant 1 , qui sépare les points de K .

Soit V 1'algdbre engendrée par les traces sur P des fn et des gy 3 et or—

donnons V par le c8ne vt des fonctions positives de V .

L'espace V est adapté par rapport aux constantes ; il en résulte (voir CHOQUET
[3]) que toute forme positive sur V est une mesure de Radon positive sur P,

unique parce que V contient 1'algdbre engendrée par les & o

Le cBne faiblement complet Vﬁ (pour U(V* , V) , est polonais puisque v*  1test

et il est réticulé puisque c'est un sous-c8ne héréditaire de mf(K) + Sa base

fpe v u1)=1}

+
est le simplexe géométrique cherché. Ses éléments extrémaux sont les mesures de

Dirac 6x ou XxX€ P,

L'application bijective x ——> b5 de P sur &(X) est continue parce que les
f appartenant & V sont continues sur P ; et elle est bicontinue parce que
Ve, R) est partout dense dans c(x ,,3) o Autrement dit, P et &(X) sont

homéomorphes.,

Notons pour terminer que, contrairement & ce qui se passerait si X était com-
pact, &(X) est fermé dans X ; en effet, toute p qui est limite de mesures §_
est évidemment de la méme forme (donc est extrémale) puisque, pour tout a ¢ P,

1'un des fn(a) vaut + o .
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