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Séminaire CHOQUET 2-01
(Initiation & 1'analyse) _
lle-12e années, 1971-1973, n°® 2, 12 p. 25 mai 1972

ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES NON LOCALEMENT CONVEXES,
ESPACES D'ORLICZ

par Philippe TURPIN

Sommaire. - 1° Conditions pour qu'il existe une application linéaire continue non

nulle d'un espace d'0Orlicz L¥(0 , 1) dans un autre 1®(0, 1) , ¢ concave, un
opérateur lindaire compact non nul A -3 I¥ , 20 Conditions pour qu'une applica-
tion linéaire continue f : F-3E., E et F espaces vectoriels topologiques
complets (non localenment convexes), envoie une suite de TF sommable (xh) (telle
ue 2 s converge quand s, =0 ou 1 ) sur une suite f( ) n £”~sommable "
q h *n ge q h 5

(telle que > 8, Xy converge quand supy, lshl < ® ). Le seul lien entre les deux

problémes est 1l'outil utilisé : A chaque application lindaire (continue)
f: F-s3E,

on associe un espace vectoriel de suites scalaires, son "galbe" (c'est en gros
1'ensemble des suites kn telles que 2 Kn f(xn) soit petit quand les X sont
(uniformément) petits). Le premier probléme est traité de manidre plus compldte dans

[14] mais 1tutilisation des galbes clarifie ici 1'exposé.

1. Introduction.

- On considére dans cet exposé des espaces vectoriels topologiques (ou e. v. t.)

réels (on pourrait aussi bien les prendre complexes), non supposés localement con—
vexes. Rappelons qu'un filtre w d'un espace vectoriel E est le filtre des voi-
sinages de 0 pour une topologie vectorielle sur E (c'est-ad-dire compatible avec

la structure d'espace vectoriel de E ) si, et seulement si,
(a) o admet une base constitude d'ensembles équilibrés et absorbants,

(b) pour tout U e w s on peut trouver V € w tel que V+V<EU,

2. Espaces d‘Orlicz ([4], [5], [6], [7], [9], [11]).

2.1 ¢ Soit T wun espace mesuré, ensemble T muni d'une tribu X de parties de
T et d'une mesure positive non nulle dt définie sur % . Par exemple, l'inter-
valle (0, 1) et N seront toujours considérés comme des espaces mesurés, avec,
regpectivement, la mesure de Lebesgue et la mesure cardinale. MT désigne alors
l'espace vectoriel topologique des dt-classes de fonctions nunériques mesurables
sur T , la topologie étant celle de la convergence en mesure sur tout ensemble me—
surable de mesure finie. On note IHI la mesure d'un ensemble He ¥ . MT admet

comme systéme fondamental de voisinagesde O 1'ensemble des

UWa, e, B ={xet; [ter; [x(t)]>a}l<e},
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a>0, €¢>0, Hek , |Hl <®» .Si T est o-fini, M, est métrisable et

complet. MT n'est pas localement convexe si T n'a pas d'atomes.,

2.2+ Fonctions d'Orlicz : On appelle ainsi toute fonction ¢ : E&_-4>fa_ crois-

sante, nulle en 0 , et seulement en O , continue en O .
¢ et  étant des fonctions d'Orlicsz,

@
<y (resp. ?® < v, o< w)
signifie qu'il existe des constantes a >0 et b >0 +telles qu'on ait, pour tout
u (resp. au voisinage de 0 , de « )
ap(bu) < y(u) .
On dit que ¢ et ¢ sont équivalentes (resp. équivalentes au voisinage de O ,
de » ) quand ona @<y et <o (resp. o <5y et b <g®y ©< ¢ et
y< @)

On considérera le plus souvent des fonctions d'Orlicz vérifiant la condition

(Az) SUp. -4 %E%Y)' <o®

I1 est clair que si ¢ ou ¢ vérifie la condition (AZ) ? <, ¥ (resp. ® < W)
si et seulement si ¢(u) = 0(¢(u)) au voisinage de O (resp. de m).

Une fonction d'0Orlicz ¢(u) vérifie la condition (Az) si, et seulement si elle
équivaut & une fonction de la forme Y(up) ou 0<p<® et ob y est une fone-
tion d'Orlicz concave [6] : si o vérifie (a,)

p(x) = sup o o(xu)/p(u)

est fini pour tout x et vérifie p(xy) < p(x) o(y) . Par conséquent,

o(¢)
est sous-additive en € , (p(g + g')

q tels que, pour § 20, p(E) < pg
p(u) éSquivaut &

log p(eg)

o(g) + p(g')) , donc il existe p>0 et

+ /A

q, d'ol p(x) <e? % pour x >1 . Donc

@(u) = sup

x>1 ‘P(Xu)/xp °

Or, sur X _, P(u)/uP dderott, done F(u) équivaut & une fonction de la forme
v(u®) , y concave. En effet ([1], [13], [14]), une fonction d'Orlicz ¢ é&quivaut
a4 une fonction concave si et seulement si, il existe une constante M < ® telle
que @(v)/v < M¢(u)/u quand u £ v . Ajoutons (mémes références) que ¢ est sous-
additive si elle est concave, qu'elle équivaut & une fonction concave si elle est

gous~additive,

2.3. Espaces d'Orlicz : Si ¢ est une fonction d'Orlicz, T wun espace mesuré,

on pose
Lff: {x e M, ; fT o(lx(t)]) dt <o .
Lg est un convexe équilibré de MT (un espace vectoriel quand ¢ vérifie (AZ))’
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L¥¢ = {x e Mpy3 3e¢>0, exe€ Lg}
est 1l'espace vectoriel engendré par L% . Si, pour ¢ >0,
B0e) = ety 5 Jpellx(e)D) at g e,

on munit ng de la topologie vectorielle admettant pour systéme fondamental de
voisinages de O 1l'ensemble des eB%(e) , € >0 ., Cette base de filtre définit

bien une topologie vectorielle. Par exemple, on a
eBR(e) + ME(M) < (e + ) Bh(e + 1)
puisque si x € Bg(e) et ye B?(n) ’
o exrml [o.amp gzl , Islisfoelxl e foolylcesn.

e+ 1
Lgv c L;° avec injection canonique continue si @ < ¢ , donc L;cP

logie ne dépendent que de la classe d'équivalence de ¢ . Si T est l'espace me=-

et sa topo-

suré E’ (resp. (o ’ 1)), L;w = L;w 8i et seulement si o <O ¥ (resp. © < w),
et 1'injection canonique est alors continue. L?m = MT y avec m8me topologie, quand
¢ est bornée et ]T[ <@, L;¢ est un e. v. t. métrisable et complet (complet
parce que, par exemple, l'injection canonique de L;m dans MT est continue et
que les ng(e) sont complets dans MT si ¢ est continue (toute fonction
d'Orlicz équivaut & une fonction d'Orlicz continue). Si ¢ vérifie la condition
(AZ)’ L;¢ = L? admet 1l'ensemble des Bg(e),, g >0 , comme systéme fondamental
de voisinages de O , l'ensemble des fonctions simples (combinaisons linéaires fi-
nies de fonctions caractéristiques d'ensembles mesurables de mesures finies) est
dense dans L;tp i T =‘E (resp. si T = (O ’ 1)) les réciproques sont essentiel=-
lement vraies : on trouve que ¢ équivaut au voisinage de O (resp. de ) A une
fonction vérifiant la condition (A2) ([4], [5], [9]). Quand ¢ vérifie (Az), on
écrit H? plutdt que L,;;qo . On éerit 4P , 2%, plutst que P§? ’ L§ . Quand
@(u) =uP y O0<p<ow, on a les espaces classiques P ’ A L?g’£; (resp.z*g
est localement convexe si et seulement si ¢ déquivaut au voisinage de o« (respde 0)
& une fonction convexe ([77], [9], [15]), c'est:é-dire si, et seulement si, il exis-

te une constante M <o telle gqu'on ait au voisinage de o (resp. de O)
o(u)/u < Mp(v)/v quand ugv .

Par exemple zp ’ 1’ ne sont pas localement convexes si O <p<1.

3. Galbe d'une application linéaire.

3.l DEFINITION : Soient E et F des espaces vectoriels topologiques, et

f: F->E une application linéaire. Le galbe de f est alors l'ensemble G(f)

des suites scalaires \ = (An) telles que, pour tout voisinage U de O dans

n>0
E , il existe un voisinage V de O dans F tel que

N
(3,1) Uiso 2o N, £V eU,

ou

N
A £(T) = {Zg A f(x) s % €V, O<ngn}.
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I1 est clair que G(f) est un sous-espace vectoriel de Eﬁ y que
(N) a(g) < 4t

si f est continue et si f(F) n'est pas adhérent & O dans E . Par exemple,

21 ce(f) si E ou F est localement convexe et si f est continue.

Bien que la définition ci-dessus suffise pour cet exposé, mentionnons qu'il est
souvent utile de munir G(f) , f : F -3 E , d'une structure d'espace vectoriel &
convergence [2] : on dit qu'un filtre o de G(f) invariant par homothétie non
nulle tend vers O quand, pour tout voisinage U de O dans E , il existe Seo
et un voisinage V de O dans F tels que (3,1) soit vérifié pour tout A e S .,
Si o est un filtre quelconque de G(f) , on dit qu'il tend vers O quand il est
plus fin qu'un filtre invariant par homothétie non nulle et tendant vers O . Alors
a(f) < 21 continflment, en ce sens que tout filtre tendant vers O dans G(f) est
une base d'un filtre tendant vers O dans zl , si f(F) n'est pas adhérent & O
dans E . Et zl c G(f) continfment si et seulement si f : F ->E est continue
quand on munit F de la topologie localement convexe la plus fine qui soit moins
fine que la topologie donnée sur F . Par exemple, E est localement convexe et de
topologie non grossiére si, et seulement si, iE désignant 1'application identique
de E , G(iE) =21, un filtre tendant vers O dans G(iE) exactement quand il
tend vers 0 dans gl . Pour G(iE) , qui donne une classification des e. v. t.,
voir [17], [15].

3.2t Soient E , F, G des espaces vectoriels topologiques, f : F -3E ,

gt G-3F des applications linéaires continues. Alors (immédiat), on a

(3,2) a(f) u alg) = a(f - g)

Un galbe d'application linéaire est invariant par multiplication point par point
par une suite scalaire bornée, par permutation des indices. On en verrs plus loin

(5.6, lemme) une autre propriété de stabilité.

3.3: Par exemple ([14], théordme 4), si ¢ et ¢ sont des fonctions d'Orlicz

concaves telles que o <o ¥ (resp. ® < ¢) on a
@lnY ©
(3,3) (¥ < 4®) =2 % [resp. G(L?O 9 € L?o )) = chl A

o @ Lo 4(w) = swpg 0(e)/y(x) , v 17 y(a) = sup, o(x)/(x/) , o |7 WO,
et ou le premier membre de (3,3) désigne le galbe de 1'injection canonique

PARSSYL (resp. LV — 19)

et ol z¢l¢ NC) quand ¢|y(0 +) >0 .

~

4. Opérateurs linéaires entre espaces d'Orlicz.
NWWWMWWMWW\M’VW\NW\NM

4.1. PROPOSITION : Soit ¢ wune fonction d'Orlicz vérifiant la condition (A2)’

soit E un espace vectoriel topologique séparé, et soit 1 L?O 1) ->E une ap-
S0 , 20e ap

plication linéaire continue non nulle. Alors,

alf) e zw(-l)
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on 9(_py(w) = 1/6(1/u) pour uw# o0, ¢(0) =

Quand ¢ n'est pas bornée, ¢(-1) est une fonction d'Orlicz vérifiant (A ) Si

( 1) ‘E(E) . Comme l'ensemble des fonctlons

¢ est bornée, ¢(_1)(o +) >0 et 1

simples est dense dans L?O 1) , 11 existe H < (O , 1) s Mmesurable, de fonction
9

caractéristique L » tel que f(IH) #0 , et il existe un voisinage U de O

dans E tel que
(4,1) £(1) ¢ U .

Soit A e G(f) . Il existe €& >0 tel que, pour tout N ,
(4,2) £(35 A, Bo,y(e)) €U,

donc tel que

(4, %5 0110 < 2L

En effet, si (4 3) était faux, il existerait une partition (H )O<n<N de H ,
.Hn mesurable, et |Hn| Le ¢(_1)(Xn) , d'ou

.}Tl; IHne B?O’l)(g) et T, LH e )‘n 3?0,1)(5) ,

ce qui contredirait (4,1). La proposition est demontree.

4.2, COROLLAIRE [11] : Si ¢ est une fonction d'Orlicz vérifiant la condition

(A2)’ L?O 1) admet une forme linéaire continue non nulle si, et seulement si,

= ®(¢(u)5 uand u -¥=» , c'est-d-dire si, et seulement si, L?O 1) c L%O 1) *
ﬂ ke y ]

En effet, 21 c G(f) si f est une forme lindaire continue sur LTO 1) (car R
est localement convexe), et donc 2ley (-1) si £f#0, d'od ?(_ 1)(u) = u)
au voisinage de 0 , et donc u = O(p(u)) au voisinage de o« . La réciproque est

1

immédiate : 1'inclusion 1P ¢ L est continue.

4.3. PROPOSITION : Si ¢ est une fonction 4'Orlicz concave, on a

(4,4) G(L?O,l) = M(O,l)) = zm(‘l)

ou le premier membre de (4,4) désigne le galbe G(i) de l'injection canonique i
de L d M .
ge cfo,l) =28 Ho,1)

Clest en fait un cas particulier de (3,3). Si 6(u) = inf {u, 1}, 6 est une

fonction d'Orlicz concave, donc sous-additive, (O 1) = L(O 1) (avec mé&me topolo-~
gie) et, ¢ étant concave, on voit que, pour tous x et u,
6(ux) < w( 1)(u) o(x)

©
Soit alors A ey 1) « 51 x € B?o 1)(“)

o 00T 2, £ () at <3 2 ol x (8)]) as 15 oy (D

Donc A € G(L?O,l) c M(O,l)) » ce qui compte tenu de 4.1, prouve la proposition.,
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4.4, THEbRﬁME : Soient ¢ et | des fonctions 4'Orlicz, ¢ concave, { véri-

fiant (Az). I1 n'existe alors une application linéaire continue non nulle de L?O 1)
9

. )
dans 1f, ;) e si L{g .y € Ty 1 -

Démonstration. = Soit f une application linéaire continue non nulle de L'J't

dans A o D'aprés 4.3, 3.2 et 4.1, on a, si 1 est 1'injection canonique
1? - %o,1) o
S-1) s : V(-1)
L =G6(i) cag(i o f) = ¢ ,
d'ou w(_l)(u) = O(¢(_1)(u)) au voisinage de O , et donc e(u) = O(w(u)) au voi-

sinage de o , ce qui implique L?O 1) < L?O 1) * La réciproque vient de ce que
? ?

cette inclusion est continue quand elle a lieu.

4,5: Un opérateur linéaire est dit compact quand il envoie quelque voisinage de

0 dans un ensemble compact.

THEORIME 3 Si ¢ est une fonction d'Orlicz concave, il n'existe un opérateur li-

’ . . — 1
néaire compact non nul de L?O,l) dans L?O,l) que si L?O,l) = L(O,l) .

Démonstration. - Si L¥ # L1 , ona elu) =o(u) quand u —> , donc tout com-

pact de L?O 1) est contenu et borné (c'est-a~dire absorbé par tout voisinage de
’
1'origine) dans quelgue espace L?O 1) ; L?O 1) avec | concave ([14], proposi-
? ’
tion 3). Par conséquent, tout opérateur compact f : I VY se factorise par

une application linéaire continue g : ® ~9VLW g ® s €g=0,donc £ =0.

Remarque 1. = On a vu également dans [14] que s'il existe une application linéai-

re non nulle L? —a-L?O 1) envoyant quelque voisinage de O de L¢ sur un
.

0,1)
ensemble borné de I® , et si y vérifie (Az) et ¢ est concave, alors LW posS=
séde un voisinage de 0O borné dans 1 . La démonstration est voisine de celle de

4.4 ; elle peut s'exprimer en termes de galbes & condition de définir le galbe

d'applications linéaires entre espaces & convergence.

Remarque 2. ~ Le théoréme 4.5 est obtenu par une autre méthode dans [ 10] (théo-~
réme 3.3). Observons cependant que la méthode ci-dessus donne un résultat plus fort
([14], théordme 3).

PROBﬁﬁME 1:581i ¢ vérifie (AZ) et si w(u) et u/m(u) tendent vers o avec

u , je ne sais pas s'il existe un e. v. t. E et une application linéaire compacte

o © -
non nulle f L(O,l) > E .

PROBLEME 2 [10] : L'existence d'un opérateur linéaire compact non nul f: E -3 E ,

E e. v. t., entralne-t-elle l'existence d'une forme linéaire continue non nulle

E -3 R ? C'est vrai si f posséde un vecteur propre non nul [19].

5. Convergence de séries.
T a et e e e e A e S W N

5¢1 ¢ On dit qu'une suite X h >0, d'un espace vectoriel topologique E
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est sommable quand il existe x € B (noté ) ) tel que, pour tout voisinage U

(+2]

0 *n
de 0 dans E , on puisse trouver un entier N tel que, pour tout ensemble fini
d'entiers Ho> {0, +es , N} , x - ZhEH x, € ?i; 3i E est complet, (xh) CE
est sommable si, et seulement si, toute série n=0 Sn n * Sp = 0O ou 1, est

convergente,

DﬁfINITION ¢ Disons qu'une suite (xh)h>0 d'un espace vectoriel topologique E

est £ -sommable quand toute série Zg S, X, 0 (sh) e 4% , est convergente.

Toute suite A4 =-sommable est sommable. S. ROLEWICZ et C. RYLL-NARDZEWSKI montrent,
"dans [12], que la réciproque est généralement fausse, et posent le probléme de pré-
ciser les espaces pour lesquels elle est vraie. On sait que la réciproque est vraie
pour les espaces localement convexes. On verra mieux plus loin. On trouvera une si-

tuation voisine dans [3], p. 18.

5.2 ¢ Cela est un probléme d'intégration par rapport & une mesure vectorielle. En
effet, la formule p(H) = hE X, identifie l'ensemble des suites sommables (xh)
d'un espace vectoriel topologlque complet E a 1l'ensemble des mesures vectorielles
p définies sur la tribu des parties de E‘ et & valeurs dans E . Il s'agit de sa-
voir, pour quels espaces E , une telle mesure'peut intégrer toute suite scalaire

bornée. Une telle mesure peut &tre "lindarisée, Soit en effet § 1'espace vecto-

riel des suites scalaires prenant un nombre fini de valeurs, muni de la topologie

vectorielle la plus fine induisant sur

(5,1) K = {uIH ; HEN, |ul<$ 1, u scalaire}

( IH est la fonction caractéristique de H ) la topologie (compacte) de la conver~

gence simple, Une suite (xh) d'un e, v. t. complet E est sommable si, et seule~

ment si, il existe une application linéaire continue p : S -2 E telle que

p(eh) = Xh pour tout h € E; si eh = I{h} N

Observons que (eh) est évidemment sommable dans S et n'est pas £”-sommable :
en effet, & s'injecte continfiment dans RH , donc > S, €, ne converge que si
(sh) €8 .0r 8 est complet ([16] ;5 on déduit déja de [18], pe. 49 que § est sé-
quentiellement complet, ce qui suffirait ici). Cela redonne donc le résultat, déja
cité de [12] (on peut remplacer § par un espace métrisable et complet puisque $

est une limite projective de tels espaces).

5.3. THEOREME : Soient E et F des espaces vectoriels topologiques, E com=-

plet, et f : F-3E une application lindaire telle que (277) , € &(f) . Alors,

e
pour toute suite sommable (Xh)h>0 de F , la suite (f(xh))h>o est £ -sommable

dans E .

Démonstration, - Soit (Xh) sommable dans F , soit (Sh) e 4 , montrons que la

série 2 sy f(xh) vérifie le critdre de Cauchy. On peut supposer que O < sy S 1.
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Alors

-N
Sy = Z«:=o 2 Ty Typ=0 ou 1.

Soit U un voisinage fermé de O dans E , soit V un voisinage de O dans F

tel que Zg o vey pour tout W .,

h
(5,2) Zh f(xh) = f(z,y1 n,n h cU

quand h1 est assez grand pour que zheH x € V dés que H est une partie finie
de (hl ’ m( L3

5.4. COROLLAIRE (S. ROLEWICZ et C. RYLL-NARDZEWSKI) : Soit E wun espace veCto=
riel topologique complet tel que (2 ) € G(iE) ’ iE désignant 1'application

identigue de E . Alors une suite de E est somuable si et seulement si elle est

2 —sommable.

Par exemple, si @(u) est une fonction d'Orlicz telle que

lim llm sup (xu) =
x-0 plu

c'est-ad-dire équivalente au voisinage de o & une fonction de la forme y(up)
p>0, vy fonction d'0Orlicz convexe ([6]), alors une suite de L?O 1) est som-
mable si et seulement si elle est £ -sommable. Ce sera par exemple le cas pour ®

p>0.

En effet, on voit facilement que 4P c G(LTO 19 si o(u) = v(uP) , v convexe
?

([73, [11], [15]).
log(1+u)

On ne sait pas si dans un espace d'Orlicz quelconque, par exemple dans L(O 1

ou dans l'esgpace h(o 1) des fonctions mesurables sur (0 , 1) muni de la topolo~

gle de la convergence en mesure, touto suite sommable est 4" -sommable. Dans (O 1)

toute suite sommable (Xh) est {4 ~sommable, en ce sens que z s, X%, converge si

2 'shlz < [8].

5.5. COROLLAIRE : Si ¢ et ¢ sont des fonctions d'Orlicz concaves telles que

2; supu>1 @(u)/w(Zn u) <o (ce gul implique O 1) = L?O 1) ), alors toute suite
sommablg dans L‘O 1). est ¢ ®—sommable dans L(O 1) « En particulier (cf. propo-
sition 4.3),_51 Zé 1/&(2 ) <= , toute suite sommable dans Ly est £°-

0,1)

sommable pour la topologle de la convergence en mesure.

I1 suffit en effet d'appliquer 3.3.

r
Par exemple, si 0 < r < r' -1, toute suite sommable dans L1°g (1+u) est

‘ T (O 1)
ﬂw-sommable dans L%8g1§1+u) (et donc Ln mesure) En effet, un calcul simple mon-
H4

tre que le galbe de l'inclusion de Ll?g 1§1+u) dans Llog (1+u) est r z”(r -7) ’
. . -s o _ log (1+u) .
ou ¢S(u) =inf {u, |log u|™°} . On en déduit que dans E _.ﬂr<b L(0.1) , muni
de la topologie borne supérieure des topologies induites par les L%8g1)1+u , une
suite est sommable si et seulement si elle est z —-sommable., Cela reléve auss& du

corollaire 5.4 car le galbe de 1l'application identique de E , égal a Us<& y S
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[15], contient (2™) : cet espace E montre que 1l'hypothése de "pseudo-convexité"
que prennent dans [12] S. ROLEWICZ et C. RYLL-NARDZEWSKI est strictement améliorée
dans le corollaire 5.4 ( E n'est pas "localement pseudo-convexe"). Et on va mon—
trer que l'hypothése sur le galbe prise ci-dessus ne peut gudre &tre améliorée.

5.6. THEOREME : Soit A = (xn)nao

suivantes sont équivalentes.

€ 21 s avec A < kn o Alors les assertions

1+n

(1) Pour tous espaces vectoriels topologiques E et F, E complet, et pour
toute application linéaire f : F -3>E telle que A€ G(f) , la suite de E
f(xh) y h20, est £”~-sommable dans E pour toute suite X, h >0, sommable

. . N
(ii) I1 existe a >0 tel que a = 0(2; An) quand N =« ,

Démonstration. - L'implication (ii) = (i) résulte du théordme 5.3 et du lemme

®  _-n N
suivant puisque Zkﬂ'2 = 0(a) pour k allog2 al .

LEMME : Soit une application linéaire f : F~3E , E et F espaces vecto-

riels topologiques, et soient N\ , | des suites scalaires décroissantes telles

qu'on ait, pour un entier k > 1 convenable,

(5'3) Z:_N lJan =O(§; }\n) ’ N ,

Alors pe G(f) si aeG(f)

On voit £:ci1ement que (k[n/k])nao € 6(f) si A e G(f) et que (5,3) entratne
Z; By = O(LN k[n/k]) . On peut donc supposer que

23 by S Z; Ap

Soit P 1'ensemble des entiers n tels que T > 2An arrangé en une suite
strictement croissante p, , 0 i< Card (P) . Construisons une suite d'entiers

n 0g i< 2 Card (P) , strictement croissante et vérifiant

{0
(5,4) o 2Py

i 2i i
(5,6) z:i By S zzzi A e

Prenons, si P # &, n, = py et gsupposons les nj construits pour Jj < 2i .
sera le plus petit entier & vérifier

n,.
%u $221+1)\

n2:‘.+1

Py © My B
. NN . 1
n2]._+1 existe d'apres (5,6), n2i+1 > n,; puisque hnzi < Api < > upi o Alors
n,.
IR <ii o+ <t +a <
1
Dog B 27P;y mn Y20 ey ey
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et (5,5) est vérifié, Prenons, si i + 1 < Card (P) , Dy, = DAX {pi+1 , 1+n21+1} .

vérifie (5,6), en vertu de (5,4) si Doiyo = Pypq o ety si Dosep = 145,

n..

2i+4+1
Zw I < B = W < A - A =§ A .
Piyp B° ;i n Tpy % :;21 S 2442 B

Si alors A € G(f) , soit U un voisinage de O dans E , et soit V un voisi-
N
nage de 0 équilibré de F tel que, pour ftout N , (Zg }‘n f(V)+Zo )‘n £(v)) < —;1 U,

Bois2
parce que

N £(v) = £f(v) + 2 £(v)
0 Hn <N m_ép Lo lsN U'pi
n..
c o Zg A, £(V) + 2 ZpisN Znizﬂ r £(V) cU .

Pour démontrer que non-(ii) implique non-(i), on prendra pour F 1l'espace uni-
versel § introduit en 5.2 et pour f 1'injection canonique de & dans l'espace
S)\ défini ci-dessous. Munissons l'ensemble K (formule (5 1)) et Rll de la topo-
logie de la convergence simple. ZOOD )\n X ~converge dans R~ si x, € K pour tout
n , et 1'application (xn) -2 )‘n X de NLI! dans :R}l est continue. K est com-

pact, donc
®
ZO)‘nK [Zm)\nxn,Vn,xeK}
est un compact de N « Soit S)\ l'espace vectoriel engendré par Z )\ K , muni
de la topologie vectorielle la plus fine induisant sur X k K 1la topologle de la
convergence simple, 8)\ est complet ([16] ; méme remarque qu'en 5.2 au 31(1;]331: de
N

[18]). Observons que $c8 <47 si L£0, que $=8 s 0fAeERN.

On voit facilement que la topologie de § (resp. de 8§ ) est la topologie vec-
torielle la plus fine pour laquelle tend vers O 1la trace sur K + K (resp.
Z‘D )\ (x + X)) du filtre des voisinages de 0 de R}i » Par congéquent [187], elle
admet pour systéme fondamental de voisinagesde O P]‘."ensemble des

V[(Um)] = Uy, Zgl U n (K + K) [resp. U[(Um)] = UM<m Zgl U, n (Z"c‘)’ An(K +K)],

ol (Um) parcourt l'ensemble des suites de voisinages de O convexes de Rb « Or,

~

en supposant ZOOD hn <1, ona
ZNx[U n(K+K)]CU nzm)\(K+K) ,

a'ol, pour tout N , IN A VL(0) 1= 0L(U)] . Dome A e Gs €5,) , 1o galbe do

1'injection canonique de 8 dans 8}\ .

e, 6tant la fonction caractéristique de {h} , la série 3°

converge dans
h 0 °n °n N

8§, si et seulement si (s ) e SA i se€8, si ZO S, e, converge car §, < R~
continfiment et, 1nversement, il suffit de remarquer que X

8

Sy eh converge dans

A quand sez )\ X .

Or (eh) est sommable dans § .. Supposant que A ne vérifie pas (ii), il reste

a démontre ® s o
T que Sk ;2 montrons que, pour tout ¢ < 0 , (1 + h)h>0 9! 87\ .

ed
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Soit s € SX .

- M = <
s=2 h 2t Y Iy s B pcN, o, ol €1
M
Soient ¢ <0 et ¢ >0 . I1 existe N >1 tel que N[Z; kn.s > 2N (a-1) ’

_ N=1 M 5 M
8 = Zb xn Zm=1 un,m IHn ey xn Z1 un,m IHn n *
’

La suite du premier terme prend au plus ZNM valeurs distinctes. Celle du deu-

xiéme terme est uniformément majorée par ¢ 2NM(O~1) . Donc il existe A C,E , fini
non vide, vérifiant
(5,7) Yh>o0, inf__, Ish - a] < ¢ (Carda 2)¥1 ,

Prenons ¢ <-% inf {1 , Ial} » et supposons qu'il existe A de cardinal k >1 ,
vérifiant (5,7) avec s, = (1 +h)* .81 Ogh <h,gk-1, (1+ hl)“ et
(1 + hz)a ne peuvent &tre voisins d'ordre eka-l d'un méme point de A puisque
leur différence est minorée par Ia]ka_1 > 251«:01_1 y et il ne reste donc aucun point

Ekoz~-1

de A pour approcher a prés les (1 + h)* qui sont strictement inférieurs

a x¥ - nga-l y ce qui est absurde.

Remarque 1 : § et SK ne sont pas métrisables. Mais en affinant les construc-—
tions ci-dessus, on peut établir que si A ne vérifie pas (ii) il existe des e. v.
t. métrisables complets E et F , une application lindaire f : F -3E telle
que A eG(f) , et une suite (xh) de F sommable telle que, Y o € R, o # 0,

o' .
2: h f(xh) diverge dans E .

Remarque 2 : Si f : F -»E est une application lindaire telle que M\ € G(f) R
si E est complet et si (xh) est sommable dans F , alors (f(xh))h>o est §,-

sommable dans F , en ce sens que 2 Sy f(xh) converge pour tout s efgk .
Voir la démonstration du théoréme 5.3,

Remarque 3 : L'injection canonique ih H) —a;sx posséde la propriété univer—
selle suivante. Pour qu'une application linéaire e $=-E, E e.ve.e t. com=
plet, se factorise par ik et par une application lindaire continue Sk -»E , il
faut et il suffit que A e G(u) .
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NOTE ajoutée lors de la correction des épreuves [ 10 octobre 1973] :

1° Le probléme, concernant M(O 1) (posé en [12]),de la page 2-08 a été résolu
?

par B. MAUREY et G. PISIER [Un théortme d'extrapolation et ses conséquences, C. R,

Acad.

Sc. Paris, t. 277, 1973, Série A, p. 39-42].

29 On a construit [Cf. TURPIN (P.). - Mesures vectorielles pathologiques, C. R.

Acad.

Sc. Paris, t. 275, 1972, Série A, p. 981-984 ] des mesures vectorielles bor-

nées sans atome n'intégrant pas certaines fonctions mesurables borndes.




