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Séminaire CHOQUET C2-01
(Initiation & 1'analyse)
1le~12¢ année, 1971-1973, Communication n° 2, 3 p. Janvier 1973

SUR UNE CONJECTURE DE FAKHOURY

par Jean SATNT RAYMOND

Le but de cette note est de fournir un contre-exemple & la conjecture suivante de

H. FAXHOURY,

CONJECTURE., ~ Soit K wun convexe compact symétrique. Soient p 1la jauge de K ,

et S 1'ensemble des points x de X , ou p(x) =1 . 8i f est une forme li-

néaire vérifiant le calcul barycentrique, et si flK est continue en tout point de

s, flK est continue.

* e .
LEMME. - Il existe sur 21 une norme n  localement uniformément convexe qui est

la norme duale d'une norme sur Cy et qui est équivalente & la norme canonique de
1
L7 .

Nous posons, pour tout x = (gn)n de gt

(=l = 2, I,

U, = (5§22

il

la norme !.Hl est la norme canonique de 21 . Nous définissons, pour x = (gn)n
dans 21 P
1
n¥(x) = (25 + ||=|3)
n* est une norme sur 4! ; et puisque [xll2 ”XHI ,

Il < 0*(x) < (x5 + 2 1D)F = ¢2).)),

n” est équivalent & la norme

L]

« De plus, puisque

1
n*(x) = sup ([TL_ 5,17 + 22, €A,

est s. c. i. pour la topologie G(E ’ co) « I1 en résulte que

= (xe st n*x) < 1}

n*

est un convexe faiblement fermé, donc que n* est la norme duale de la Jjauge de

KO » en vertu du thé-oréme des bipolaires,
Le convexe K est donc un convexe compact symétrique pour la topologie c(zl,co).

Nous montrons maintenant que n* est 1. u. ¢. Soit x tel que n*(x) =1, et

(Xq) tels que
n*(xq) -1 et n*(x + xq) -3 2 .

Nous démontrons que n*(x - xq) -0 .



C2-02
Si nous considérons les points (yq) (resp. y) de 22 définis par
- i q =4
yq - (”thl ’ gl 9 eoe Sk [} ooo)
y = (Hx”l 1 [,“,1 H eeoe 9y gk 9 oo.)

On a
Iyl = a*(x)) = 1 = 5*(x) = 3]
et
(ol + D2 2 lly + 3 1% = Qe + gl )% + 1 =+ x5
st + llvglD® 2 0+ wgll® 2 1+ x5 + 1= + =15 = (e + x))
On a donc

@%nﬁw=nw
ly + qu-ma 2 .
Comme £° est uniformément convexe, on en déduit que ||y - yq“ -» 0 , donc que
yﬁm-ewm
(1 %), g ->g .

[o0]
Soit ¢ >0 ., Il existe k e N tel que 2£+1|§j' <-% « 11 existe donc N tel

que, pour q >N , on ait :

€

gﬁ et -yl <&

llzglly = U=l <5
Alors
qQ _ a _ q g
3= 165 = 85l < ZL 1] - gyl + I led + I Je]
s Gled - eyl + 2 degl e 2 lefl - & e8]
s Iy led - gyl bl 45 - (B 1yl = 2 1% - 5 ])
2183 = gy o2 e el o5 - el o, L o2l - e )
%+22‘1° |»g|+22k l,.-§j|<e.
Donc

qu - x”1 <g, et xq - X .

La norme n* est donc l. u. c.

Soit maintenant f 1a forme linéaire sur 21 définie par

£(x) = Z1:=1 Sy *

Comme la suite (1 s 1y eee s 1, aee) n! appartient pas a o » f n 'est pas
continue pour c(z sy C ) , donc sa restriction & la boule de rayon 2 , qui est

contenue dans XK , n est pas continue ; donc, a fortiori, fIK n'est pas continue,
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Comme

£(x) = vim_, f,(x) =I5 €,

f est de premitre classe affine, et vérifie donc le calcul barycentrique. Reste a
prouver que f|K est continue en tout point de S . Comme X est métrisable, il
suffit de montrer que si (xq) converge faiblement vers x€ S , f(xq) converge
vers f(x) « Nous démontrons que n*(x ) - 1 et n*(x + X ) - 2 , ce qui entral-
nera, d'aprés le lemme, que | x - xq” -5 0 , donc que 1 .
() = £ )l sz == )l =0 .

Si xq converge faiblement vers x , (x + xq)/2 converge faiblement vers =x .
Tout revient donc & démontrer que si xq e K converge faiblement vers x ,
n*(xq) -3 1.

Soit ¢ >0 . Alors (1 - e)‘K est convexe compact, et ne contient pas x .

D'aprés le théoréme de Hghn-Banach, il existe g € Cy tel que
(e(x) >1
le(y) < 1 Vye (1-¢)K.

Comme g(x ) - g(x) >1, i1 existe N tel que g(xq) > 1, donc n*(xq) > l=g ,

et puisque n*(xq) <1, on a bien
n*(xq) -3 1 = n*(x)
et de méme
X + X
n*(--§—-g) -1
done n*(x + x‘l) -2

On a donc bien démontré que f vérifiait toutes les hypothéses de la conjecture,

sans vérifier la conclusion.
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