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Séminaire CHOQUET C1-01
(Initiation a 1'analyse)
1le-12e années, 1971-1973, Communication n°® 1, 3 p, Novembre 1972

NATURE DE L'IMAGE LINéAIRE CONTINUE D'UN ESPACE DE BANACH
DANS UN ESPACE DE BANACH SéPARABLE

par Jean SAINT RAYMOND

THEOREME 1. - Il existe une application linéaire continue d'un espace de Banach

dans un espace de Banach séparable, dont l'image est une partie co-analytique non

borélienne,

Démonstration. - S. MAZURKIEWICZ démontre dans [1] que dans 1l'espace des fonc-

tions continues sur (0 ’ 1) , l'ensemble des fonctions différentiables est co-
analytique et non borélien. Il construit pour cela un compact dans c(Co , 1))

dont la trace sur l'ensemble des fonctions différentiables n'est pas borélien. On
peut voir que ce compact est contenu dans 1l'ensemble des fonctions 4=lipschitzien-
nes, et par conséquent, que la trace sur l'ensemble des fonctions différentiables
est contenue dans l'ensemble des fonctions différentiables & dérivée bornée ; cet

ensemble n'est donc pas borélien., Par ailleurs, l'ensemble des fonctions différen-—

tiables & dérivée bornée est 1'intersection de 1l'ensemble des fonctions différen-
tiables qui est co-analytique et de 1l'ensemble des fonctions lipschitziennes qui

est un KU : c'est donc un ensemble co-analytique non borélien,

Soit A 1'espace vectoriel des fonctions dérivées bornées sur (o, 1) muni de
la norme uniforme. On vérifie aisément que A est complet. Soit S 1'application
de R x A dans c(lo, 1)) qui & toute fonction de A, g , et & tout nombre
réel y , associe la primitive de g qui vaut y & l'origine. Il est clair que S
est linéaire et continue, et que SQE X A) est 1'ensemble des fonctinns différen-

tiables & dérivée bornée, donc un ensemble co-analytique non borélien.

LEMME 2. - Pour tout espace de Banach séparable E , il existe une applicatien o

continue (et méme ™) de (o ’ 1) dans E telle Que, pour toute série (a )

absolument convergente et toute suite (tp) de points distincts de (o ’ 1]

somme Z;;l o, m(tp) ne s'annule que si tous les o, sont nuls.

Démonstration., — On peut construire par récurrence une suite (en)n>0 de vec—
e

teurs normés de E telle que la distance de e, 4 1'espace vectoriel engendré par

{eo )€1 » ees s en—l} soit égale & 1 .

Soit @h) une suite bornée de nombres réels non tous nuls. Nous montrons que
Z;Lo(un en)/n! n'est pas nul. Si la somme de cette série normalement convergente

était nulle, on aurait pour tout entier 1p :

EE. Z n n EP—I u e
up p! + n=p+1 n! ) = m=0 m! € V(eo v ser 9 O
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si V(eO y soe ep—l) désigne l'espace engendré par {eo » €y eee ep-l} « On
a donc

. e w o | )
Hzn=p+1 _IT.H?d(-ﬁT.. ep ’ V(eo gecey ep—l))z’a d(ep ’ V(eo gecey ep.l)) = pl

Donc :

) —-\n = “ n”< u lu_].(Z ) su lu_|
Yy \“ n=p+1 ni “ n—p+1 $8 pn;p+1 n p+1 nd Sp.pt pn>p+1 n'*
On en déduit que
p-lupl < supnzwllunl gsup ful <a

et par conséquent
v = suppgg p.lupl <o,
I1 existe donc

qei\TJ tel que q.|uq| ;-2—-\(

et
r>q+ 1 tel que |ur| 2-% supn;q+1|unl .
De ceci on tire
2 5 5y
vsalyl< supn?q+1|un| sglulsgy

donc vy =0 ou r g 3/2 ydonc y =0 ou g=0 donc vy =0 . Par conséquent,

tous les o sont nuls, sauf peut-étre u, , mais Uy €, n'est nul que si uO=O .

0
Nous avons donc démontré que tous les w sont nuls si la suite (un) est bornée

-~}
ry 3 - - ]
et si la soume E%:O(un en)/n. est nulle.

Posons maintenant, pour t € (O , 1) :

o(t) = 2 £

n=0 % °n °
On vérifie aisément que ¢ est continue, et mdme C~ . Supposons qu'il existe
une siérie sommable (a ) et une suite de points distincts (t ) de (O ’ 1] tel~
les que §:=1 ap.@(tp) = 0 , La famille (((ap tg)/n!)en)n p est sommable. Par

,
conséquent, on a :

®© ® €
ny n
Zn=o(2p=1 o tp) ZT=0.
. n fips
Si on pose un = Z:;l ap tp , on vérifie que
< ©
sup, ol €77 o | <
De ceci on déduit que les w sont tous nuls, donc que les moments de la mesure
[oe]
b= Zp=1 ap €p sont tous nuls. En vertu du théoréme de Stone-Weierstrass, u est

nulle, ce qui montre que les ap sont tous nuls.

THEOREME 3. - Il existe une application linéaire continue d'un espace de Banach

dans un espace de Banach séparable, dont 1l'image ne possdde pas la propriété de

Baire forte. De plus, l'espace de Banach séparable est arbitraire.
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Démonstration. — Soit E un espace de Banach séparable, Choisissons une applica-

tion ¢ comme dans le lemme 2. Soit X wune partie arbitraire de (o,1)=1.
Désignons par F 1l'espace de Banach £§ des familles sommables indexées par X

de nombres réels. Soit maintenant T 1'application :
— 2
(0, 1=3 T o o(x)
de F dans E , et soit G 1'image de T . T est linéaire et continue puisque

1))l < 2.

L'application T est injective, d'aprés la propriété de ¢ . De plus, si y est

Q’X¢

o(x)| € el -sup g ylleI

un point de G n o(I) , on a, si y = o(6) ,
o(6) - 2y o o(x) =0
ce qui n'est possible que si 6 € X et si ay = 0O pour x # © . Donc
o(I) n & =o(X) .

Par conséquent, si X ne posséde pas la propriété de Baire dans I , o(I) n G
ne posséde pas la propriété de Baire dans le compact o(I) , puisque ¢ est un ho-
méomorphisme de I sur ¢(I) . Par contre, d'aprés le théordme de 1l'application
ouverte, G posséde la propriété de Baire faible dans T : G est maigre ou égal

a G .
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