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Séminaire CHOQUET 13~01
(Initiation & 1%analyse) .
10e année, 1970/71, n° 13, 4 p. 4 février 1971

UN CRITRRE DE WMETRISABILITE D'UN CONVEXE COMPACT X
X PARTIR DE &(X)

par Brenda TAYIOR-MacGIBBON

Soit E wun espace localement convexe séparé, et soit X une partie convexe com-
pacte de E . Désignons par &(X) 1'ensemble des points extrémaux de X . Le but

de cet exposé est d'amoncer le résultat suivant : &(X) n'est une partie de Baire

(ou plus généralement une partie Zesouslinienne) de X gque si X est métrisable.

Ensuite, nous allons donner une réponse & une question de FAKHOURY [4] concernant
1texistence d'un simplexe X tel que &(X) soit un sous-ensemble X de X,
sans que &(X) soit un 8, de E(X) (1a fermeture de &(X) dans X ).

Nous publierons les démonstrations ultérieurement. Nous remercions J. JAYNE de

nous avoir communiqué son manuscrit non encore publié [6].
Soit Y wun espace topologique séparé.

Définition 1. = F est un sous-ensemble de zéros de Y s'il existe une fonction
continie £ : Y =+ R telleque F={yeY; £(y)=0}.

On notera Z(Y) 1a famille de tous les sous-ensembles de zéros de Y .

Définition 2. - @®(2(Y)) désigne la plus petite famille de sous-ensembles de Y
telle que B(2(Y)) = z(Y) et telle que ®(2(Y)) soit stable par intersection dé-
nombrable et réunion dénombrable. On appelle les éléments de ®B(Z(Y)) des parties
de Baire de Y .

Définition 3. - A est une partie Z-souslinienne de Y, si A est un noyau
dtun systime déterminant sur Z(Y) (voir [1]). a(z(Y)) désigne la famille de par-

ties Z-sousliniennes de Y ,

THEOREME 4, - les conditions suivantes sont équivalentes :

10 §(X) est une partie Z-souslinienne de X

2° X est métrisable ;

30 &(X) est une partie de Baire de X au plus de deuxidme classe (clest-a-dire

un ng » une intersection dénombrable d'une réunion dénombrable d'ensembles de

zéros de X ).

La démonstration utilise un théordme de CORSON [3], et un théordme de métrisation
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de JAYNE (voir [6], et 1'appendice).

COROLIAIRE 5, - Supposons que &(X) soit Iindeldf. Alors &(X) est un 96 dans

X si, et seulement si, X est métrisable. En particulier, ce résultat s'applique

au cas ou &X) est ¥-analytiques.

COROLIAIRE 6, - Supposons que &X) soit ¥-analytique. Alors

( X est parfaitement normal) «=» ( X est métrisable).

CORQLIAIRE 7, - Il existe un convexe compact X non parfaitement normal bien que
S(X) le soit.

Pour chaque i € I, soit Xi un simplexe (compact) contenu dans un espace loca-
lement convexe séparé Ei « Supposons que, pour chaque i , existe un hyperplan
{fi = ‘]:} tel que X; ~ {fi =1} . Soit Y, 1'enveloppe convexe de {o, Xi} , et
soit Xi le SGne engendré par Yi « Pour chaque i € I , soit P; la projection
Py 8 Z = ﬂi Xi —> Xi . Considérons la jauge suivante j sur Z : j = Z:i. fi °p;
i eI . On appelle somme directe des simplexes {Xi}ieI , 1'ensemble {j <1} . On
la note & o X, (Cette somme est définie dans [5]).

PROPOSITION 8. ~ Soit I non dénombrable, et pour chaque i € I , soit Xi un
simplexe tel que S(Xi) soit homéomorphe & © ’ 1( , muni de la topologie usuelle.
s . . . (T o+ i
Alors 6:1 Xi (1 € I) est un simplexe s Xi) est un ¥  de Nr) Xi 1ie1),

mais 8(@1 Xi) n'est pas un 8, de SKDi Xi) .

APPENDICE

Nous allons donner ici une indication de la démonstration du théortme de métrisa-

tion de JAYNE. Cette démonstration est la sienne.

THEORMME (JAYNE [6]). - Soit Y wun espace compdtement régulier, et soit kY la

compactification de Stone-fech de Y . Soit Y une partie Z-souslinienne de BY .

Alors Y est métrisable si, et seulement si, la diagonale A est une partie Z=

souslinienne de Y x Y .

LEMME 1. ~ Y est une partie Z-souslinienne de p3Y si, et seulement si, Y

est 1l'image réciproque d‘'un espace séparable, métrisable et analytique (au sens

classique) par une application propre.

Démonstration. - Soit Y wune partie Z-souslinienne de PBY . Alors

T=UMNz2(t) (cex, s<o),

ol chaque Z(fs) est l'ensemble de zéros de la fonction fy e c(BY) .
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co Id ] 0]
comme {f } , et définissons
y O€L n’n=1

Indexons 4 nouveau {fs]s<0

3 Y _a'TQ Bi (1 i <<w) par @(X) = (fl(x) ’ fe(x) 7 oo ) ¢

Puisque Q.l(Q(Y)) =Y , la restrictionde & & Y est propre. Evidemment, @(Y)
est séparable, métrisable, et analytique (Voir [1]).

Soit hs Y =-» A une surjection propre, ou A est un espace séparable, métri-
L)
sable et analytique. Soit A une compactification métrisable de A , et soit h
~»

1'extension de Stone-Cech de h , c'est-a-dire que h : pY —~> i, Puisque

Y =1"(a) , Y est une partie Z-souslinienne de BY .

COROLLAIRE 2, — Si Y est une partie Z~-souslinienne de BY , Y est un espace

de Morita,.

Ctest une conséquence du fait que l'image réciproque d'un espace métrisable par
une application propre est un espace de Morita [7] (Pour la définition d'un espace
de Morita, voir [6] ou [7]).

COROLLAIRE 3, - Si Y et T sont des parties Z=gousliniennes de BY et gT

respectivement, ¥ » T est une partie 7Z-souslinienne de B(Y x T) ,

LEMME 4. = Si Y est une partie Z-souslinicnne de BY , et si F est une par-
de Y ,

tie Ze-souslinienne fermée de Y , alors F est un $

8
Démonstrations - Ona h: Y = A, o h est une surjection propre, et A

est séparable, métrisable et analytique. Soit A une compactification métrisable

de A, et soit h: pY — A (h = l'extension Stone—Cech de h ).

oma F=U N 2(f) (cex,s<oc), oh chague f_e (1) . Soit £ 1lex-
1y

tension de Stone~Cech de fs 8Y . Indexons & nouveau {f_} comme

878<0,0€%
{£,),_, - Puis définissons

3 : Y - K x ﬂi Ei (1 <ix ®) par 3(x) = (ﬁ(x) ’ fi(x) ,...) B

Soit ¥ 1'adhérence de F dans pY . Bvidemment, 3 >(a(F) est un 8, de pY

On peut vérifier que e o(F) nY =T ; alors F estun 8 de Y.

Démonstration du théordme de Jayne. = Supposons que Y € G(Z(BY)) y et que la

diagonale A e 0(2Z(Y x Y)) . Dtaprds le lemme 4, A est un 8 de Y xY. Y est

évidemment Lindeldf, donc paracompact.,

D'aprés le corollaire 2, Y est un espace de Morita. Maintenant, Y satisfait

& toutes les conditions du théordéme de métrisation des espaces de Morita (8]
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