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Séminaire CHOQUET 9-01

(Initiation a 1’analyse)
10e année, 1970/71, n°® 9, 6 p. 5 jenvier 1971

LES RACINES HISTORIQUES DE LA BORNOLOGIE MODERNE

par Henri HOGBE-NLEND

Le but du présent exposé est d'essayer d'expliquer, en partant de diverses situa-
tions mathématiques concrétes, comment la notion de bornologie s'est progressive-
ment dégagée en analyse fonctionnelle contemporaine pour devenir aujourd'hui une

notion fondamentale pouvant se substituer avec intéré&t, dans certaines circonstan-

ces, aux structures topologiques.

1. La bornologie, base de la théorie de la dualité dans les espaces vectoriels to-
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pologiques.
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La notion de '"bornologie'", contrairement & ce que pensent certains auteurs, n'est
en réalité pas nouvelle. Sa gentse et son développement sont inséparables de ceux
de la théorie générale des espaces vectoriels topologiques. "La notion d'ensemble
borné ... joue un rble trés important", disaient en 1949 J. DIEUDONNE et L. SCHWARTZ
dans [1]. En fait, c'est dans la thise doctorale de G. W. MACKEY (Harvard, 1942),
principalement consacrée a ls théorie des couples d'espaces vectoriels en dualité,
que fut mise en lumiére pour la premiére fois de facon décisive 1'importance en
cette matiére de la notion de partie bornée. On sait que, si deux espaces vecto-
riels F et G sont en dualité, le problime fondamental est de définir de "bonnes"
topologies localement convexes séparées sur 1'un d'eux, soit F par exemple. L'u-
nique moyen de résoudre ce probléme est de définir sur G une bornologie, et d'en

prendre les polaires relativement & la dualité entre F et G : Toute topologie

localement convexe séparéde T est polaire d'une bornologie B , et les propriétés

fondementales de cette topologie découlent des propriétés fondamentales de la bor-
nologie ® . La réciproque de cette assertion est fausse : les bornologies polaires
des topologies localement convexes sépardes sont des cas tres particuliers de bor-
nologies. Dans sa these, MACKEY introduisit la notion de convergence, connue aujour-
d'hui sous le nom de convergence bornologique, ou convergence locale au sens de
Mackey, et qui joue actuellement un r8le important dans 1'étude de certaines clas-—
ses d'espaces localement convexes (espaces bornologiques, semi-bornologiques, espa=
ces de Schwartz, et plus généralement "quasi-normables" au sens de Grothendieck eed)s
il entama une &tude de la classification des principaux types de bornologies, no=-

tamment : la bornologie simple, bornologie engendrée par les homothétiques d'un

borné A (par exemple, bornologie d'espace normé), la bornologie vérifiant le
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second axiome de dénombrabilité, c'est-i-dire a base dénombrable (exemple + borno-

logie d'espace (DF) ), et la bornclogie vérifiant le premier axiome de dénombrabi-

lité, c'est-a-dire la propriété suivante : Pour toute suite (An) de bornés de &,
il existe une suite (kn) de nombres réels positifs, telle que g kn An soit en-
core bornée (exemple : bornologie d'espace métrisable). Il apparatt alors que, sous
1'impulsion de MACKEY, la bornologie naquit et se développa dans sa premiére phase
sous un double visage. D'une part, celui d'une théorie a priori indépendante de
toute topologie, et, d'autre part, celui de moteur principal et d'instrument de la

théorie des espaces vectoriels topologiques.

Depuis les années 1950 environ, un certain nombre d'importants phénoménes ont wvu
le jour, soulignant de fagon notcire le caractére inadapté des structures vecto-
rielles topologiques pour 1'étude de certains grands problémes. Parmi ceux—ci, nous

reléverons notamment ¢

2. Pathologie de certaines algébres topologiques.

Soient E un espace localement convexe, et (B) 1'algdbre des endomorphismes
continus de E . Si E est non normable, il n'existe sur ﬁ(E) aucune o=-topolo-~
gie pour laguelle la multiplication soit continue. Et pourtant, cette multiplica-

tion est toujours bornée, si 1l'on met sur £(E) 1la bornologie naturelle formée par

les parties H , équibornées sur tout borné de E . Si A est une algébre commuta-
tive, ol la multiplication (x ’ Y) -> x.y n'est pas continue, une fonction po-
lyn8me aussi simple que x —-> ° n'est pas continue, puisqu'on a la relation é14-

mentaire 2x.y = (x + y)2 - £ - y2 .

Dans de nombreuses questions, il est utile d'avoir des algdbres topologiques,
dont 1l'ensemble des éléments inversibles est ouvert. Voyons combien on est loin de
cette situation dans le cas de 1'algdbre fondamentale £(E) , avec E non Banach.
Si l'espace localement convexe séparé E vérifie la condition d'approximation,
1l'identité de B est limite uniforme, sur tout précompact d'opérateurs de rang fi-
ni, donc d'opérateurs non inversibles, ce qui implique que 1'ensemble des éléments
inversibles de E(E) ne sera pas ouvert pour de bonnes o¢~topologies usuelles sur

£(B) . D'ailleurs nous ignorons s'il existe au moins un espace localement convexe

séparé, non Banach, et une o-topologie sur £(E) rendant ouvert 1'ensemble des

éléments inversibles de £(E) . Par contre, nous connaissons plusieurs espaces bor—

nologiques E , de bornologies non normables, tels que 1'ensemble des éléments in-
versibles de L(E) , espace des endomorphismes bornds de E , soit Mackey-ouvert

lorsqu'on munit L(E) de la bornologie naturelle [3],
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3. Le probléme du calcul différentiel dans les espaces non normés.

La théorie du calcul différentiel dans les espaces normés donne satisfaction dans
de nombreux et importants domaines des mathématiques actuelles. Mais cette théorie
s'avére insuffisante pour la solution de certains problémes importants, si bien que
depuis plusieurs années on sent de plus en plus le bescin de développer une théorie
du calcul différentiel dans un cadre plus général. De trés nombreuses tentatives
ont montré que les structures topologiques ne sont pas bien adaptées & ce probléme :
de sérieuses difficultés apparaissent notamment dans 1'étude des dérivées d'ordre
supérieur, si l'on exige que toute fonction différentiable en un point soit conti-
nue en ce point pour la topologie donnée. Ces difficultés proviennent fondamentale-
ment du fait qu'il n'existe sur e(m, F) , espace des applications linéaires con-
tinues de E dans F (ou E et F sont des espaces localement convexes non nor-
mables), aucune o-topologie vectorielle pour laguelle 1'application bilinéaire ca-

nonique
ExEE,F) -> F

(x, £) =-> f(x)

soit continue. Cette application intervient de facon essentielle dans la théorie
classique du calcul différentiel. Pourtant elle est toujours bornée lorsqu'on munit
£(B ’ F) de sa bornologie naturelle. Divers auteurs ont alors remarqu’ que le pro-

bléme du calcul différentiel est, dans son essence, un probléme de structures, et

les structures bornologiques semblent bien adaptées & ce probléme. Voici ce qu'en
disait J. SEBASTIAO E SILVA [4], en 1960 :

"Je me suis persuadé, en thchant de généraliser aux espaces localement convexes,
réels ou complexes, la notion de fonction différentiable, ainsi que les théorémes
fondamentaux du calcul différentiel et intégral et la théorie des fonctions analy-
tiques de plusieurs variables complexes, que c'est la notion d'ensemble borné, plu-

t6t que celle de voisinage, qui doit jouer un rfle essentiel."

Un éleve de 1'Auteur, J.-F. COLOMBEAU, a dans un certain sens renforcé cette idée
de SEBASTIAO E SILVA en développant, dans le cadre des espaces bornologiques, une
théorie compléte du calcul différentiel, & laquelle il ne manque ni théorémes des
fonctions implicites, ni théorémes d'existence et d'unicité des solutions d'équa-
tions différentielles ... ni applications varides. C'est, & notre connaissance,
l'une des théories du calcul différentiel les plus développées existant actuelle-

ment (cf. [3], et 1'exposé n® 10 de COLOMBEAU du présent Séminaire).
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Aprés le développement de la théorie des distributions scalaires, il s'est agi de
développer une théorie comparable des "distributions & valeurs dans un espace vec-—
toriel E " muni de propriétés convenables. L. SCHWARTZ, en 1957, avait supposé que
E était un espace localement convexe séparé quasi-complet, et avait développé une
théorie trds générale. Aprés lui, J. WLOKA supposa que B était le corps des opé-
rateurs de Mikusinski, et développa une théorie des distributions opérationnelles.
Vers 1960, J. MIKUSINSKI remarqua que la théorie de WLOKA échappait complétement &
la théorie de L. SCHWARTZ, car il n'existe sur le corps des opérateurs de
Mikusinski, aucune topologie dont la notion de convergence dérivée soit équivalente
4 la convergence opérationnelle. Aucune liaison ne fut établie entre cette théorie
et celle de L. SCHWARTZ. Le probldme se posa alors de savoir si 1l'on pouvait munir
1'espace vectoriel E de conditions approprides permettant 1'introduction d'une
notion de distribution vectorielle, sauvegardant & la fois celle de SCHUARTZ et
celle de WLOKA-MIKUSINSKI, et ayant le maximum de propriétés. Cette tache a été
accomplie par une éldve de 1'Auteur, Marie-Thérése SAUX, sur la base de la remarque

suivante : Le corps des opérateurs de Mikusinski est canoniquement muni d'une struc-

ture bornologique compléte, dont dérive une notion de convergence strictement iden-

tique 3 la convergence opérationnelle. Elle a développé une théorie englobant a la

fois les deux théories précédentes et contenant tous les résultats fondamentaux de

la théorie classique (cf. [3]).

5. Problémes du calcul fonctionnel holomorphe.

Le calcul fonctionnel holomorphé, basé sur la théorie de GEL'FAND, n'a concerné,
pendant longtemps, que les éléments d'une algébre de Banach ou plus généralement

localement convexe & spectre compact. Ces derniéres années, la théorie des distri-

butions et des opérateurs différentiels a multiplié les exemples d'opérateurs fon-

damentaux ayant un spectre non compact. Aussi s'est posé le probleéme de développer

un calcul fonctionnel pour de tels opérateurs, et d'en étudier les applications.
Deux auteurs, L. WAELBROECK et J. SEBASTIAO E SILVA, sont parmi ceux qui se sont
particuliérement intéressés i ce probléme. Les deux auteurs sont unanimes & souli-
gner que, dans cette question, le cadre commode n'est pas celui des structures to-
pologiques, mais celui des structures bornologiques. Voici ce qu'en disait

SEBASTIEO E SILVA [5] en 1963 :

"I1 y a avantage & remplacer, dans les recherches sur le calcul symbolique, la
notion d'espace localement convexe par celle, beaucoup plus simple et plus mania-

ble, d'espaces & bornés ... BEn vérité, 1l'emploi des espaces localement convexes
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pose des problémes de plus en plus difficiles, qui n'ont rien & faire avec les buts

essentiels du calcul symbolique."

6. Intervention de la bornologie dans d'autres situations.

Signalons, pour terminer, que de nombreux autres auteurs ont redécouvert, sous
des formes variées, les espaces bornologiques comme cadre correct pour diverses
théories : Parmi ceux-ci, citons notamment : Sze-Tsen HU (1949) dans le cadre de la
topologie algébrique (M™univers"), KREIN et PETUNIN (*) (1964) dans le cadre de la thdo -
rie de 1'interpolation ('"chafnes d'espaces de Banach"), F. TREVES (1970) dens le
cadre du théoréme d'Ovcyannikov ("Banach filtrations"). Notons aussi que les espa-

ces polynormés de G. MARINESCU sont équivalents aux espaces bornologiques séparés.

7. Conclusion : Deux "jambes" naturelles pour 1l'analyse fonctionnelle moderne.

L'analyse fonctionnelle contemporaine a pour base la théorie des espaces normés.
Dans un espace normé, ce qui est fondamental, c'est évidemment la boule unité.
Celle-ci a pour caractéristique essentielle d'8&tre & la fois un voisinage de (0)
et un ensemble borné, d'ou il résulte que, dans le cadre des espaces normés, topo-
logie et bornologie, tout en restant deux notions distinctes, s'avérent équivalentes
et conduisent aux m@mes résultats. Les problémes résolus dans le cadre des espaces
normés ont en général, malgré les apparences, une essence bornologique ou une
essence topologique qui n'apparaft clairement que lorsqu'on les considére dans le
contexte d'espaces plus généraux. De ceci résultent inéluctablement les deux voies
naturelles d'étude des problémes de 1'analyse fonctionnelle : La voie ayant pour
base la notion de voisinage de (0) et qui conduit aux espaces localement convexes,
c'est-a~dire aux limites projectives (localement convexes) d'espaces semi-normés,
et la voie ayant pour base la notion de "partie bornée" et qui conduit aux espaces
bornologiques convexes, c'est-3-dire aux limites inductives (bornologiques) d'es-
paces semi-normés. Ainsi, & chaque type de probldme correspond nécessairement un
type approprié de structure. Bornologie et topologie vectorielle sont deux aspects
nécessaires, distincts et complémentaires, d'une seule et méme réalité. Utiliser de
fagon appropriée 1l'une ou l'autre de ces deux notions fondamentales c'est, A notre
avis, savoir marcher avec ses deux jambes. Pour plus amples informations sur la

théorie des bornologies, voir par exemple [2] ou [3].

¥*
() Selim G. KREJN et Ju. I. PETUNIN,
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