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Séminaire CHOQUET 8-01
(Initiation & 1'analyse) o
10e année, 1970/71, n° 8, 27 p. 6 et 7 janvier 1971

ESPACES VECTORIELS BORNOLOGIQUES ORDONVES

par Marie-Thérese AKKAR

Introduction. = Dans 1'ensemble de cet exposé, nous adopterons la terminologie

utilisée dans [3], [4], [5]:t [6] pour ce qui concernc la théoric des cspaces vecto-

riels topologiques ou bornologiques, et nous nous conformerons 3 [12] et [14] pour

ce qui concerne les espaces vectoriels ordonnés avec ou sans topologie.

Signalons que la notation X, —Pa»x dans un e. v. b. (espace vectoriel bornolo-
gique) signifie que la suite X, converge bornologiquement vers x (on dit aussi
au sens de Mackey). Tous les espaces considérés ici ont pour corps de base R .

Dans tout ce qui suit, E désignera un espace vectoriel ordonné de cbne K . Rap-
pelons qu'une forme linéaire sur E est bornée pour 1l'ordre (ou modérée), si elle
est bornée pour la bornologie de l'ordre (on dit aussi relativement bornée). L'en-
semble E des formes lindaires borndes pour l'ordre s'appelle le dual modéré de E.
On appelle dual pour l'ordre de E , le sous-espace vectoriel E+ = x¥* - k¥ y OU

K* est 1'ensemble des formes linéaires positives sur E . On a toujours BN cE.
Dans le cas ou E est filtrant et vérifie la propriété de décomposition (en parti-

culier s'il est réticulé), alors B = Bt .

Nous nous proposons d'étudier quelques aspects des liens trés étroits qui exis-
tent entre les structures ordonnées et la bornologie, car, bien souvent, on consta-
te que, dans la théorie des structures topologiques ordonnées, les topologies con-
sidérées dans de nombreux problémes n'interviennent dans leur rapport avec 1'ordre
que par la famille de leurs parties bornédes. La topologie canonique associée & un
ordre sur un espace vectoriel est elle-m@me définie par la bornolegie de 1'ordre.
En 1954, d'ailleurs, G. T. ROBERTS [13] a dégagé la notion d'espace bornologique
(puisqu'il a été amené 3 étudier des topologies définies par une famille de parties

"borndes") A partir d'une étude sur les espaces vectoriels topologiques ordonnés.

Dans une premiére partie, nous examinons le probldme général du prolongement des

applications linéaires positives sur un espace archimédien & son complété pour 1'or-

dre.

Dans une deuxiéme partie, aprés avoir introduit les notions d'espace vectoriel
bornologique plein et d'espace vectoriel bornologique solide, espaces qui possédent
d'ailleurs beaucoup de propriétés analogues & celles des e. l. c. & cbne normal et
des e. 1. c. localement solides, nous apportons une réponse affirmative au probldme

suivent ¢ Si E est un e. b. c. réticulé solide, comment définir une bornologie
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convenable sur le complété pour l'ordre de E prolongeant la bornologie de E
d'une part, et d'autre part comment définir un ordre sur le complété bormnologique

A
£ de E de telle sorte qgue E devienne un sous-espace ordonné réticulé de L ?

Enfin, dans une derniére partie, nous étudions 1l'esprce vectoriel des applica=-
tions lindaires borndes, muni de la bornologie naturelle (ou équibornologie), et
nous cherchons dans quelles conditions cet espace est un e. b. c. réticulé solide.
Nous donnons aussi des conditions suffisantes pour que toute forme linéaire positi-

ve soit bornée.

Premiére partie

Prolongement des applications linéaires au complété pour 1'ordre

Soit E un espace vectoriel ordonné par un cbéne K . Dans le cas ou E n'est
pas complet pour l'ordre, on montre qu'on peut toujours le considérer, s'il est
archimédien, comme un sous-espace ordonné d'un espace complet. D'une maniére plus

précise

THEORENE 1. - Etant donné E , un espace vectoriel archimédien tel que E =K - K,

il existe un espace vectoriel réticulé OE , unique & un isomorphisme d'ordre prés
’ q P ’

tel que @

1° OE est complet pour 1l'ordre ;

2° 11 existe ¢ 1lindaire injective, E -> OB ;

2

PS8 x,yeB, x<y dquivaut & w(x) < oly) ;

4° 85i A est une partie de I admettant une borne supérieure dans E , alors

o(sup A) = sup o(A)

A ~

5¢ ¥ xeOE, X

~e

]

inflo(x) | olx) 2%, xeBE}=osupfe(x) | olx)<k, xeB.

On dit que OE est le complété pour l'ordre de E . La démonstration de ce théo-

réme se trouve par exemple dans [127].

En topologie, comme en bornologie, quand on construit le complété topologique ou
bornologique d'un espace E , les morphismes (applications lindaires continues ou
bornées) se prolongent de fagon unique au complété de E . Dans le cas d'un espace
ordonné, jusqu'ad maintenant on ne sait pas prolonger en général les morphismes pour
l'ordre, c'est-a~dire les applications linéaires positives, au complété pour 1'or—

dre.

On se propose dans la suite d'examiner ce probldme qui se posera de facon natu-

relle dans plusieurs questions : par exemple quand il s'agira de construire une
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bornologie sur le complété pour l'ordre d'un e. b. c. ordonné. Pour cela, nous al-

lons introduire un type particulier d'applications qui s'adapte bien au prolonge-

ment.

DEFINITION 2. - Soient E et F deux espaces vectoriels ordonnés. Une applica=-

tion linéaire f de E dans F est dite complétement réticulante, si, pour toute

partic A de E telle que sup A existe, on a sup f(a) = f(sup A) .

Concernant ces applications, nous avons les propriétés simples suivantes :

PROPOSITION 3. - Soient E et F deux espaces vectoriels ordonnés, f une ap-

plication lindaire de E dans F ; alors les propriétés suivantes sont équivalen-

tes

1 f est complétement réticulante ;
2° Pour toute partie A de E telle que inf A existe, alors inf(f(4))= f(inf 4);

3° Pour toute partie A telle que inf A =0 , alors inf(f(a)) =0

49 Pour toute partie A telle que sup A =0 , alors sup(f(4)) =0 .

I1 est de m@me immédiat que le composé de deux applications complétement réticu-
lantes est complétement réticulant. De plus, toute forme linéaire complétement ré-
ticulante est réguliére, c'est-d~dire que, pour toute famille (xi)i filtrante

telle que inf X, = 0, ona 1lim f(xi) =0 .

Dans le cas o E et F sont réticuléds, une application complétement réticulan-
te est en particulier réticulante. Par conséquent, son noyau est un idéal pour

l'ordre. Dans le cas ou E est complet pour l'ordre, on a un résultat plus précis :

PROPOSITION 4., - Si E est un espace vectoriel réticulé, complet pour 1'ordre,

F un espace vectoriel réticulé, et f une application complétement réticulante de

E dans I , alors le noyau de f est une bande de & .,

Démonstration. = Si N = Ker f , on sait déja que N est un idéal pour 1l'ordre.

I1 suffit donc de démontrer que, si A est une partie de N majorée dans E ,

alors sup A appartient & N , ce qui est évident puisque f(sup A) = sup f(4) =0.

Exemples d'applications complétement réticulantes.

1° ¢ : E -»OE est completement réticulante.

2° 3i B est une bande d'un espace vectoriel réticulé complet E , le projecteur
pg sur B est complétement réticulant (cela provient du fait que pB(x) £x,
¥ x>0 ).

3° Si B est un idéal d'un espace vectoriel réticulé complet E , 1'injection

canonique de B dans B est complétement réticulante.
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4° Si f est une application linéaire positive, telle que f € g avec g com=

plétement réticulante, alors f 1'est aussi.

Prolongement d'une application linéaire au complété pour 1l'ordre. - Soient E un

espace vectoriel ordonné archimédien filtrant, F un espace vectoriel réticulé com=
plet pour l'ordre, et f une application lindaire positive de E dans F . Existe-
t-il une application F positive de OE dans F , qui prolonge d'une maniere uni-
que f 7

D'aprés le théoréme 1, on sait que, quel que soit g appartenant &4 OE , on a

A

T=supfolx) | xeB, olx) <X =inffo(x) | xeB, ox) >3} .

Il est donc tout=&-fait naturel de définir 1'application T , S0it par
g(%) = suplf(x) | xeB, olx) <%}
(cette borne supérieure existe, puisque F est complet pour 1'ordre), soit par

h(®) = infff(x) | x€ B, olx) >% .

En général, il n'est pas vrai que g(%) = h(%) , 31 f est uniquement positive j

a

ce qui va nous amener & introduire une condition supplémentaire sur f .

Pour l'instant, considérons 1'application g . Il est clair que g prolonge f ,
et que g est positive.

Soit N€R ; ona

g(A\%) kg(ﬁ) ’ si A20 ,

g(Ax)

(%) , si A0 .

i

">

Soient et § appartenant & OB ,

g(X+7F) =supif(z) | zeB, olz) <x+¥ ,

]

g(x) + g(f) =suple(x) | xe B, olx) <%} +suwpltly) | yeB, oly) <F

sup{f(x+y) | x,y€B, wx)<® e oly) <7 ,

done g(Q) + g(?) < gl% + §) , 1'égalité n'étant pas vérifiéde en général.
Toutefois, on constate que les deux parties
A={zeB| olz) <x+7) et B={x+y | ox <% et oy) <H

admettent le méme ensemble de majorants dans E : en effet, tout majorant de A ou
de B est majorant de 3+ § dens OE , et inversement. Ce qui nous améne & la

définition suivante :
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r'd
DEFINITION 5. - On dira que 1l'application f vérifie la condition (P), si

(p) (aj A = Maj B) ==> (Maj f(a) = Maj £(B))

( Maj A désignant 1'ensemble des majorants de A ).

Remarquons que, si E et F sont complets pour 1l'ordre, 1'application
f: E-»F vérifie (P), si, et seulement si, f est complétement réticulente, et

que le composé de deux applications qui vérifient (P) vérifie encore (P).

Dans le cas o f vérifie la condition (P), nous allons montrer que g est li~-

néaire, et que g = h . Bn effet,

]
]

sup{f(A)} = inf{Maj £(4)} ,

sup{£(B)}

g(x + ¥)

A A

g(x) + e(¥)

g étant additive et positivement homogeéne est donc lindaire, et

g(x) = - g(- %) =n(®) .

inf{Maj £(B)}

]
]

~

THEOREME 6. - 8i f vérifie (P), elle admet un prolongement f complétement ré-

ticulant unique. De plus, pour qu'une application lindaire positive f de E dans
P (avec toujours les mémes hypothéses sur E et F ) admette un prolongement com-

plétement réticulant f , 3 OB , il est nécessaire et suffisant que f vérifie

(p).

Démonstration. ~ D'aprés ce qui précdéde, nous avons construit un prolongement f

de f & OE de la fagon suivante g

T(R) = supff(x) | olx) < 2 , xeB} .

~

Montrons que f est compldtement réticulante : Soit (g&)a une famille majorée

d'éléments de OE , soit a = sup 3& . Par définition, on a
o

2= supfo(x) | o(x) <&, xeE} ,
et
Vel
Vo, a, =supfa(x) | wo(x)<8& , x B} ,
d'ou
F(8) = supff(x) | xe B} , ot B=1{xeBk| ox)<a} ,

et

A . A

£(8,) = sup{r(x) | xeB}, on B, =fxeR| olx)s8} ,

il

donc sup %(3&) supff(x) | xe U Ba} .
o o
Les deux parties B et U Ba ont m&me ensemble de majorants ; en effet,
o
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Maj (UB ) =Maj (sup UB ) =Maj & =Maj B .
E oo ¢ E OFE o © E B

L'application f vérifiant (P), il s'ensuit que

Majil £(U Ba)] = Maj[£(B)] .
o

F étant complet, on a donc
sup[£(U B )] = sup £(B) ,
o
clest-i-dire f(sup 3&) = sup ?Kgd) . 81 f, estun prolongement positif de f ,

soit X € OE ,
n(®) = infff(x) | o(x) > %} >'f1(§) > supff(x) | o(x) <%} = g(%) .
f vérifiant (P), g="h, d'oh £, =T .

Inversement, supposons qu'il existe un prolongement complétement réticulant fl .

Soient A et B deux parties de E , telles que Maj A =1aj B ; d'aprés la défi-
E B

nition de OE , il est clair que sup A = sup B . fl étant un prolongement com-
5 OB
plétement réticulant de f , on a sup fl(A) = sup fl(B) , clest-a~dire

sup £(A) = sup f(B) , et donc IMaj f(A) = Maj £(B) .

Exemples.
1° L'application canonique ¢ : E =»OE vérifie, par construction, la condition

(P).

20 83i F est un idéal pour l'ordre d'un espace vectoriel réticulé E , alors

l'injection canonique i : F —» E wérifie (P).

Démonstration. - Soient A et B deux parties de F telles que Maj A = Maj B.

F F
I1 s'agit de démontrer que Maj A =Maj B .
B E
Soient a€A, b€B, c=inf(a,b) €F. A =A-c et B =B-c sont
telles que Maj Al = Maj B1 ; on est ainsi ramené & deux parties Al et B1 de F
F F
telles que tous les éléments de Maj Al et Maj B1 soient positifs. Montrons que
Maj Al = Maj B1 , ce qui entrainera Maj A =1aj B .
E E E E
Soient x e ng A1 , ¥y € Maj A1 s ona 0L inf(x , y) <y € F, donc
F
inf(x , y) € F, et c'est un élément de Maj A =1Haj B, , d'ol x appartient a
F F
Maj B .
E

PROPOSITION 7. - Soient E et F deux espaces vectoriels archimédiens filtrants.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe T complétement réticulante,
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telle que le diagramme suivant soit commutatif, est que f vérifie la condition (P).

E —I o 7

COE th
\ ~ v
0F ———e——> OF .

De plus, si E est réticulé et f est une application linéaire injective véri-

fiant (P), alors T est injective.

Démonstration. - Le prolongement ¥ existe, si, et seulement si, 1l'application

o ° f de E dans OF admet un prolongement & OE . D'aprds la proposition pré-
cédente, une condition nécessaire et suffisante pour cela est que op f vérifie
(P), et il est clair que 0p ° £ vérifie (P) si, et seulement si, il en est de mé-

me de f .

De plus, si X appartient & OE , T(R) = TN -T(&) . £ étant compldtement
réticulante,
) = [FRT et ) =[E®T ,
donc (F(R) = 0) <==> (T(XF) =0 et T(¥) = 0) . Pour montrer que f est in-
jective, il suffit donc de montrer que, pour tout $>0 , On 8 'E(ﬁ) >0 , Or, si
A

£>0 , il existe x € E tel que 0 <x< 'Y s en effet, il existe y€E, y <X,

et y non négatif, donc O < y+ <X, car B est réticulé.
(0<x<%) == (£(x) <T(}) ,

et f &tant injective, f£(x) >0 , donc f£(%X) >0 .

COROLLAIRE 8.

1 81 E est un espace vectoriel réticulé archimédien, E1 un sous—espace réti-

culé de E tel que l'injection canonique E1 -> B vérifie (P), alors OE1 est

contenu dans OE .

2° Si E1 est un idéal pour l'ordre de E , OE1 est un idéal pour l'ordre de
OE .

Démonstration. — Le 1° découle immédiatement de la proposition précédente.

Pour le 2°, on sait que l'application identique i : E. -»BE vérifie (P), puis-

1
que E1 est un idéal pour l'ordre. Donc OE1 est contenu dans OE . Montrons que
c'est un idéal pour 1l'ordre. Soit i§| < ]ﬁl , avec X € OE1 . 1 OE1 -> 0B

étant complétement réticulante, donc réticulante,

%l og = |xl
og = *lom, *
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12| e OE, , donc |%] = inf{u € By I uw> x|} .
7t = supfve B | v< §+} =supflveB| v>0, v< §+} .
0LV« 3 < l§] <Lu, veB, ue El , idéal pour l'ordre de E , donc v € E1 .
§+ = supiv € B | v20, v< §+}
(cette borne supérieure étant la méme dans OEl et OE , étant donné que 1'appli-
cation 1 est complétement réticulante). Ceci prouve que §+ appartient a OE1 H

on montrerait de la méme maniére que §- € OE‘1 , donc ¥ = §+ - §— aussi.

Application : Limite projective d'espaces vectoriels ordonnés. - Soient (Ei)ieI

une famille arbitraire d'espaces vectoriels ordonnés, et Ki le cbne des positifs

de Ei « Alors 1'espace vectoriel produit I Ei est un espace vectoriel ordonné
i
par le cne K =TI K; -
Si meintenant la famille (Ei)ieI forme un systdme projectif & 1'aide d'applica-
tions AP Ej —9-Ei (i € j) positives, l'espace vectoriel E = lim Ei , muni

de l'ordre induit par celui de l'espace produit M Ei , est appelé la limite pro-
i

jective ordonnée des Ei .

Une application lindaire f d'un espace vectoriel ordonné F dans E est posi-
tive, si, et seulement si, les applications fi =M e f de F dans Ei sont po-
sitives. Et, si fi : F -ﬁ-Ei est un systime projectif d'applications linéaires
positives, il existe une application linéaire positive unique f , telle que

fi =T e f, Vvi.

La démonstration des deux propositions suivantes est immédiate :

PROPOSITION 9. — Soit E un espace limite projective ordonnée d'un systéme pro-

jectif (E4 ’ nij) d'espaces vectoriels ordonnés.

1° Si_chaque E, est archimédien, il en est de méme de E ;

20 5i E; est réticulé, YV i , alors E est réticulé si les applications T 4
sont réticulantes.

De plus, une application f de F dans E , o F est un espace réticulé, est

réticulante, si, et seulement si, les applications fi =M, e f le sont.

PROPOSITION 10. - 5i E = lim Ei , ou chaque Ei est un espace vectoriel ordonné

complet pour 1'ordre, et si les applications m,. sont complétement réticulantes
P ij D, 9

m

alors I est complet pour 1l'ordre.

De plus, une application lindaire f de F dans E, ou F est un espace vec-

toriel ordonné complet pour 1'ordre, est complétement réticulante, si, et seulement
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si, les applications fi =T e f le sont.

Deuxitme partie

Complétion pour l'ordre et complétion bornologique

dans les espaces bornologiques réticulés
L e e N  aY i A A o A e e e X e d

Nous définissons et dtudions d'abord deux classes d'espaces vectoriels bornologi-
ques ordonnés : les e. b. c. pleins et les e. b. c. solides. Pour ces espaces, nous
obtenons des propriétés de permanence tres satisfaisantes, ainsi que deux théorémes
caractérisant leur structure. Les e. b. c. solides possédent des propriétés remar-

quables de dualité avec les e. l. c. localement solides.

DéFINITION 11. = Soit E un ensemble bornologique muni d'un ordre. La bornologie

de E sera dite pleine, si E admet un systéme fondamental de bornés pleins. On

dira alors que E est un ensemble bornologique plein.

A partir de cette définition, il est immédiat de constater qu'un ensemble borno-
logique est plein si, et seulement si, 1'enveloppe pleine de tout borné est bornée,
et que, si E est un ensemble ordonné, muni d'une base de bornologie 6 , alors
les parties [B], Be ® ( [B] désignant 1'enveloppe pleine de B ), définissent

une bornologie ®' qui est la plus fine des bornologies pleines moins fines que B.

I1 est important de remarquer que, dans un ensemble bornologique plein, toute

partie bornée pour 1l'ordre est bornée, et que, par conséquent, sur un ensemble or-

donné filtrant, la bornologie de 1'ordre est la plus fine des bornologies pleines

de E .

DﬁFINITION 11 bis. - Soit (B ’ ®) un e. v. b. muni d'un ordre compatible avec

la structure d'espace vectoriel de E . On dira que la bornologie ® est une bor-

nologie pleine, si ® admet un systéme fondamental de bornés pleins. Dans ce cas,

on dira que E est un e. v. b. plein ou que le céne K est b-normal.

I1 est clair qu'une condition nécessaire et suffisante pour que (E , B) soit un
e. V. b. plein est que l'enveloppe pleine de tout borné soit bornée, et que, si
(E, B) estun e. b, c. muni d'un ordre compatible avec la structure d'espace vec-
toriel, E est un e. b. c. plein, si, et seulement si, E admet un systéme fonda-
mental de bornés formé de disques pleins. Ce dernier point résulte du fait que
1l'enveloppe pleine d'un disque est un disque.

Remarquons aussi que, si E est un espace vectoriel ordonné filtrant, la borno-

7

logie de l'ordre est la plus fine des bornologies d'e. b. c. plein de & .
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PROPOSITION 12. - Soit (B ’ ®) un e. b. c. muni d'un ordre compatible avec la

structure d'espace vectoriel. Les propriétés suivantes sont dquivalentes :

1° E est un e. b. c. plein

H
20 11 existe une base de bornés Bl , telle que

¥ Be B 0Kx<LyE€B => x€B 3

1 ’
3 yBe®, il existe B' € 8 tel que

0<Sx<Ky€eEB == x€B' .

Démonstration. = I1 est immédiat que 1° ==> 2° .

2° entratne 3° ; il suffit de prendre pour B' un borné de &1 contenant B .

Montrons que 3° entrafne 1° . Soit B un borné disqué de E ; il existe

B1 € @ tel que B - B < B1 . D'aprés le 3°, il existe B2 € B tel que

0K<xLgKyE B1 => X € B2

(on peut toujours choisir B2 ol B1 ). Nous avons donc B S B - B€E Bl < B2 . Soit

2 2
est contenue dans B3 . Soit =z € [B] ; il existe donc x , y €B avec X<z <Y

B3 € B tel que B, + B, © B3 . Nous allons montrer que 1l'enveloppe pleine de B

=> Z-XE€EB H

z=(z2-%x)+%x, 0<z-%X<y-x€B-BcB )

1

donc z € B, + B, © B, , c'est=3~dire [B] < By .

x et (z-x) € By 5 » 3

PROPCSITION 13.

(a) Le dual bornologique E¥ 4'un e. b. c. plein est contenu dans le dual modéré

E . Si E est filtrant et posséde la propriété de décomposition, alors ¥ c gt .

(p) Si E est un e. 1. c. localement plein, alors BE est un e. b. c. plein.

Démonstration. = E* € B résulte du fait que la bornologie ® de E est moins

fine que la bornologie de 1l'ordre. Quant a 1l'inclusion EX c gt , 11 suffit de re-
marquer que B = Bt quand E est filtrant et vérifie la propriété de décomposi-

tion.

Enfin (b) résulte du corollaire 2 de [14] (p. 216).

Remarque. - Si (b) est vrsi, en revanche il n'est pas vrai, en général, que, si
E est un e. b. c. plein, alors TE est un e. 1. c. localement plein. Cela pro-
vient du fait que 1'enveloppe convexe d'une union de parties pleines n'est pas né-

cessairement pleine.

Contre-exemple. — Soit E un espace vectoriel ordonné filtrant tel que o #E

(pour un tel exemple d'espace, cf. 6.10[10]). Muni de la bornologie de 1'ordre,
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E est un e. b. c. plein ; si TE était un e. 1. c. localement plein, on aurait
E=(TE)' < E" (prop. 1.21, p. 72 de [12]). Comme on a toujours E' < E, on en

déduireit B = ET .

DREFINITION 14, = Soit E un espace vectoriel réticuié muni d'une bornologie

B d'e. ve b. On dira que la bornologie ® est une bornologie solide, si B admet

un systéme fondamental de bornés solides. Dans ce cas, on dira que B est un e. v.

be solidg.

I1 est immédiat que E est un e. v. b. solide si, et seulement si, 1'enveloppe

solide de tout borné est bornée.

Si E est un e. b. c. réticulé, E est solide si, et seulement si, E admet un
systéme fondamental de bornés formé de disques solides. Ceci résulte immédiatement

du fait que l'enveloppe convexe d'une partie solide est encore solide.

Un e. b. c. solide étant en particulier un e. b. c. plein, toute partie de E
bornée pour l'ordre est bornée pour la bornologie. Ainsi donc, la bornologie de
l'ordre est la plus fine des bornologies d'e. b. c. solides de E : en effet, les

[- X , + x] s, x>0, forment une base de la bornologie de l'ordre.

I1 est clair aussi que, dds qu'une des applications suivantes (qu'on appelle ap-
plications de réticulation) est bornde dans un e. b. c. réticulé, toutes les autres
+ —
lesont ¢+ x=->x , x=->x , x->|x|, (x,y) -> sup(x,y),

(x,y) =-> inf(x, y) .

DEFINITION 15. - S8i (B, ®) est un e. b. c. ordonné par un cbne K , on dira

que K est un b-cbne, si la famille (BnK = B n K)BGB constitue une base de

bornologie de B .

Cette notion n'est rien d'autre que la notion duale de celle de c8ne normal en

théorie des e. 1. c. ordonnéds, comme le prouve le théordme suivant.

THEOREME 16.

18 E est un e. b. c. ordonné par un b-cébne K , alors B* , muni de la to-

pologie de la convergence uniforme sur les bornés de E , est un e. 1. c. ordonné

par un cbne normal.

2° 81 E est un e. 1. c. ordonné par un cdne normal K , alors B! , muni de la

bornologie équicontinue, est un e. b. c. ordonné par un b-cdne, et réciproquement.

Démonstration.

%%
1° Sur E” , dual de 1'e., b. c. E , un systéme fondamental de voisinages de O

pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de B est formé par
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les ensembles (B n K)O (puisque X est un b-c8ne), quand B parcourt une base
de bornologie de E . Vérifions que les (B n K)O sont pleins : si f € E¥ est
telle que g<f<h avec g et h dems (B n K)O , alors on a |g(x)| €1 et
lh(x)l 1, ¥x€BnK, d'ou lf(x)} <1, clest-a~dire f € (B n K)O o

[Pour la deuxidme partie du théordme, voir corollaire 1, p. 219 de [14 1. ]

Exemples.

1° 3i E est un espace vectoriel ordonné filtrant, dans E muni de la bornolo-
gie de l'ordre, le cbne K est un b-cbne. En effet, B étant filtrant, les in-
tervalles (- x, x), x >0 , forment une base de la bornologie de 1l'ordre, et on
a, x>0, (-x,+x)c(0, x)-1(0, x), puisque tout y € (- x, x) s'é-
crit y = %-(y + x) - %-(x - y) .

20 si (E, B estun e. b. c. muni d'un ordre réticulé tel que 1'application
x —> X soit bornée, alors K est un b-cdne. En effet, x —-> X Stant bornée,
X -=> X aussi. Donc, si Be B, B = {x*'; xeB) et B ={x ; xeB] sont
bornés, donc il existe B, € B tel que B’ uB ©B nK , et par suite

1 1

BcB -3 ¢ B, nK =3B nK.

Nous allons donner maintenant des conditions nécessaires et suffisantes pour

qu'un e. b. c. soit solide.

THEOREME 17. - Si (B, ®) est un e. b. c. réticulé, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1° E est un e. b. c. solide

29 E est un e. b. c. plein, et les applications de réticulation sont bornées ;

3 B estun e. b. c. plein, et le céne K est un b-cbne ;

4 x -»x est uniformément bornde (c'est~a~dire ¥ Be @, % B'e B tel que

X =y €B == % - y+ € B! ).

Démonstration.

2° =3 1° . Soit B wun disque borné, soit x € B et |y| < Ix . L'applica-
tion x -> lx! étant bornée, il existe un borné B1 que 1l'on peut supposer disqué

plein ( E é&tant un e. b. c. plein), tel que xe B => |x| € B, »
Uyl < l2]) <= (- |x] <y < Ix]), d'oh y € 3B, .

B1 contient donc 1l'enveloppe solide de B, ce qui prouve que E est un e. b, c.

solide.

1° => 49 .Soit Be@B;si x-y€B, |-y |<lx-yl, [x-y| s

(enveloppe solide de B ), donc X' - y+ e s(B) qui est borné.
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49 =s 3° ., x -a-xf dtant uniformément bornée est bornée, donc X est un b-
cdne. Montrons que E est un e. b. c. plein : Soit B e B , il existe B!' € B tel
que X -y € B ==> xt - y+ € B' ., Soient 0y <xe€e B,

(x=y-(y=-x%x)e€B) => (y=y - (r-xFeB) .

Ceci prouve bien que E est un e. b. c¢. plein, d'aprées la proposition 12.

30 ==> 2%, Soit Be B ; il existe un disque plein B' € 8 tel que
BecB'nK=-B"'nK , d'ou, si x€ B, il existe X, et x, € B' nK tels que
X =% =X, . On a donc O <~x+ < Xy et 0<x < X5 d'ou, B' étant plein, x

2
et x € B' . Ceci prouve que les applications x ->x" et x -»x sont bornées.

COROLLAIRE 18, - Si E est un e. b, c. solide séparé, alors le céne K est b-

fermé.

Démonstration. = Soit (Xn)n e kK, X, -Ea»xo . I1 existe donc un disque borné

solide B tel que (Ve¢>0, 3N | n>N) == (x.n - X € eB) , d'ol

- - _ ) - b - -
lxh OI <‘|Xn Xbl € ¢B . Ce qui prouve que X —>X . Or X = 0, donc, E

étant séparé, xa =0 .

Maintenant, nous allons démontrer deux théorémes qui mettent en évidence la dua-

1ité qui existe entre les e. 1l. c. localement solides et les e. b. c. solides.

TIREOREME 19.

(a) Soit E un e. b. c. solide s alors le dual bornologique E* est un idéal
g

pour l'ordre de gt ; de plus, c'est un e. 1. c. localement solide quand on le mu-

nit de la topologie de la convergence uniforme.
(b) Si E est un e. 1. c. localement solide, son dual E! , muni de la bornolo-

gie équicontinue, est un e. b. c. solide.

Démonstration. - Montrons d'abord que E* est un idéal pour 1'ordre de E .

Soit f € E¥ . La bornologie ® de E étant moins fine que la bornologie de 1l'or-
dre, g c gt = E', d'oh f = f7 = £~ . Nous allons montrer que, si g € EY  avec
Ig]'< Ifl s 2lors g € ol s Ce qui prouvera en particulier que £t et f appar-
tiennent & E¥ . Soit B un disque borné solide ; il existe A >0 tel que
If(x)] <4, vxeB.si xeB, |gx)| <lelllx]) <]|e](x]) = su f(y) .
yisix

B étant solide, |y| < x| entratne y € B. D'ou lg(x)| < A .

Pour le reste, la démonstration résulte immédiatement du fait que B! (resp.
E¥ ) est un idéal pour 1l'ordre de oM s €t que, si A est une partie solide d'un

espace vectoriel réticulé E , son polaire AO dans E' est encore solide (corol-

laire 1.5, p. 212 de [14]).
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THEOREME 20.

(a) §i_ E est un e. 1. c. localement solide, alors BE est un e. b. c. solide.

(b) §i_ E est un e. b. c. solide, alors TE est un e. 1. c. localement solide.,

Démonstration.

(8) Soit ¥ wun systéme fondamental de voisinages de O dans E formé de dis-

ques solides. On obtient une base de bornés de BE , en considérant les N hv v
v

qui sont des disques solides comme intersection de disques solides.
(b) Soit B une base de bornologie de E formée de disques solides. On obtient
un systéme fondamental de voisinages de O dans TE , en considérant les parties

vV =r(U KB B) qui sont solides en tant qu'enveloppe convexe d'une partie solide.
B

COROLLAIRE 21 (Théoréme de Yau-Chuen WONG [15]). = Un e. 1. c. bornologique E

(resp. un e. b. c. topologique) ordonné est localement solide (resp. solide), si,

et seulement si, BE (resE. TE ) est solide (resp. localement solide).

Si E est un e. 1. c. non bornologique, il n'est pas vrai en général que E est
localement solide dds que sa bornologie est solide (c'est-3~dire si BE est un e,

b. c. solide) ; pour avoir un contre-exemple, voir [15].

Avant de donner un théoréme de structure, rappelons une définition sur les espa-

ces normés ordonnés.

DEFINITION 22. - Un espace semi-normé plein (resp. solide) est un espace vecto-

riel muni d'un ordre (resp. d'un ordre réticulé) compatible avec sa structure d'es-—

pace vectoriel et d'une semi-norme équivalente & une semi-norme p vérifiant
0<x<y => P(X) < P(Y) (resp. lxl < Iyl => p(x) < p(y) ). Une telle semi-

norme sera dite pleine (resp. solide).

THEOREME 23. - Un e. b. c. plein (resp. solide) est limite inductive bornologique

d'espaces semi-normés pleins (resp. solides).

Démonstration. - En effet, si E est un e. b. c. plein (resp. solide), il possé-

de une base B de bornés disqués pleins (resp. solides). Par conséquent,
E= lim EB (B e ®) . I1 suffit donc de remarquer que, si B est un disque plein
(resp. solide), la jauge Py de B fait de EB un espace semi-normé plein (resp.

solide).,

Enfin signalons les propriétés de permanence suivantes qui sont simples & démon-

trer.
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PROPOSITION 24. — Soit E un e. b. c. solide (resp. plein).

1° 81 F est un sous-—espace vectoriel de B, F , muni de la bornologie et de

1l'ordre induits par B , est un e. b. c. solide (resp. plein).

2° 8i F est un idéal pour 1'ordre de E (resp. un sous-espace vectoriel plein),

E/F , muni de la bormnologie et de l'ordre quotient, est un e. b. c. solide (resP.

plein).

30 Soit (Ea)aEI une famille d'e. b. c. munis d'ordres compatibles avec la

structure d'espace vectoriel ; alors M Ea , muni de 1l'ordre et de la bornologie

produit, est un e. b. c. solide (resp. plein), si, et seulement si, Ea est un

e. b. c. solide (resp. plein), ¥ o€ I .
o 3 w
4° Soit (“a)QEI
structure d'espace vectoriel ; alors GF]%y , muni de 1l'ordre et de la bornologie

une famille d'e. b. ¢. munis d'ordres compatibles avec la

o
somme directe, est un e. b. c. solide (resp. plein), si, et seulement si, Ea est

un e. b. c. solide (resp. plein), Voael.

50 Une limite projective d'e. b. c. solides (resp. pleins) est un e. b. c. solide

(resg. plein).

Complétion pour l'ordre d'un e. b. c. réticulé solide. - Dans [11], NISHIURA exe~

mine le probldme de la complétion pour 1l'ordre en liaison avec la complétion topo=

logique, dans le cas d'un espace normé réticulé solide E (1e complété pour 1'or-

dre OE de 1l'espace E existe, puisque tout espace normé solide est archimédien).
NISHIURA montre qu'il est possible de munir OE d'une structure d'espace normé ré-
ticulé solide, en prolongeant la norme de E & OE de la fagon suivante :

¥ X € OE, comme on sait que X = inffx e B; x > X} , on pose
p(%) = inffp(x) | x> %[} .

I1 obtient le théoréme principal suivant ¢ Si E est un espace de Banach réticulé

solide, il en est de méme de OE .

D'une manidre plus géndrale, si E est un e. 1. c. localement solide, son com-
plété pour 1l'ordre OE peut &tre muni d'une topologie d'e. 1. c. localement solide

par prolongement des semi-normes qui définissent la topologie de E .

Dans ce qui suit, on se propose d'examiner le probléme général suivant : Comment
construire, sur le complété pour l'ordre OE d'un e. b. c. réticulé solide, une
bornologie naturelle prolongeant celle de E ? Ainsi on généralise le théoréme pré-

cité de Nishiura.

THEOREME 25. = Soit E un e. b. c. séparé réticulé solide ; alors il existe sur

OE , complété pour 1l'ordre de B , une bornologie réticulée solide, telle que E
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soit un sous-espace bornologique de OE .

Démonstration. = Soit B une base de bornologie de E formée de disques solides.

Donc E =1im B, = U E, , ou chaque B, est un espace normé réticulé solide. &,
> 7B Be@ B B
étant séparé pour ® , 1l'est a fortiori pour la bornologie de 1'ordre, donc est ar-—

chimédien. Désignons par OE 1le complété pour l'ordre de E , par OEB celui de
EB L]

normé réticulé solide prolongeant celle de EB .

D'apres NISHIURA, chaque espace OEB peut &tre muni d'une structure d'espace

Pour construire une structure d'e. b. c. réticulé solide sur OE , nous allons
montrer que le systéme d'espaces vectoriels (OEB)BE<B est un systéme inductif bor-
nologique pour des applications convenables, et que OE est la limite inductive
algébrique de ce systeme ;3 il suffira alors de munir OE de la bornologie limite

inductive de celles des OEB , pour conclure.

1° La famille (OEB)BE(B forme un systdme inductif algébrique. Soient B , B! € B

tels que B < B! , et TRR
vérifie la condition (P), parce que, B é&tant solide, E, est un idéal pour 1'or-

1l'application canonique EB —e>EB, » Cette application

dre de E , donc a fortiori de EB, . Donc admet un prolongement %éB' , tel

BB?
que le diagramme suivant soit commutatif :

Vv v
y  ——— .
OBy, — OEB'
"BB!
%éB' est complétement réticulante et injective, d'aprés la proposition 7.
De plus, si B < B' € B" , comme Tgpt © Tgign = Tggn 9 ON €n déduit que
Tpgt °© Mgt = Tppn o enfin Tsp = Ida, ¥ B.
2° Le systeme précédent est un systéme inductif bornologique. Il suffit de démon-
trer que les applications EEB' sont bornédes. Ceci résulte du lemme général sui-
vant

LEMME 26, - Soient El et E2 deux espaces vectoriels normés réticulés solides ;

est une application linédaire continue vérifiant la condition (P),

si f E1 —3>E2

alors f s OF, -» OE

5 est continue, et de plus ”%ﬂ = Hfl

Démonstration. - Soit X € OE1 ’ 55[%(2)] = inf{pz(y) l y € E2 et y 2 rE(Q)]}.

Si z € El avec z > |§| , On a f(z) >fF(l§|) = l%Xﬁﬂi , car T est complétement
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réticulante. D'ol
’52[?(3)]< inf{pz[f(z)] | z e B, et z3> 1%]1

< el inffpl(z) | ze E et z > %1,

~o

o I1 est immédiat par construc-

c'est-a-dire pgf?(ﬁ)]vsvuf” pl(ﬁ) . Donc |[f]] < I|f!
bion que 18] 5 1] , aron [ = ¢

3% OE = lim OEB (algébriquement). B é&tant solide, EB est un idéal pour 1l'or-

dre de E , donc l'application canonique mg EB -> B vérifie la condition (P),

et par conséquent se prolonge en une application %% : OEB -> OE , complétement

réticulante et injective. D'ol U OEB C OE algébriquement et ordinalement.

Soit X€OE, >0 ; comne x=inf{xe€E | x> %}, il existe y € E,
vy >%. Soit Be B tel que y € EB . D'aprés le corollaire 8, OEB est un idéal
pour l'ordre de OE , donc (0 < X<y € OEB) => (%€ OEB) . Dol OE = U OBy .
B

4° Bornologie solide sur OE . Munissons OE de la bornologie limite inductive

des espaces OEB . Ainsi OE devient un e. b, c. réticulé. Montrons qu'il est so-
lide ¢ OE admet comme base de bornologie les parties B qui sont les boules uni-

tés des OEB . On sait que B est une partie solide de OEB , idéal pour 1l'ordre

de OE , donc B est solide dans OFE .

Montrons enfin que E est un sous-espace vectoriel bornologique de OE . Il suf-
fit de montrer que, ¥V B e B, BAE estun borné de E . Soit x € BNE , Puis-
que X € OE;, , il existe y € By tel que I§| £y . Etant donné que By est un
idéal pour l'ordre de E , et que x € E, alors % ¢ Ey « Donc pB(ﬁ) = Eé(Q) <1,

ce qui montre que B NE est borné dans EB y donc dans E .

Exemple : Etude de la bornologie de 1'ordre.

’ \
THEOREME 27. = Soit E un espace vectoriel réticulé archimédien. Alors, sur OE,

la bornologie de l'ordre et la bornologie prolongeant la bornologie de 1'ordre de

E (définie & 1'aide de la‘proposition 26) coincident.

La bornologie de 1l'ordre admet comme systéme fondeamental de bornds les intervalles

solides B_, ou B, = (-x, x) avec x>0 . B est muni de la norme p_,

B
X

Jjauge de Bx t 81 y e EB ’

x
px(y) =inffA >0 | |y] <z} .
Soit OE; muni de la norme Bg .81 Ze 0By
x X
P.(2) =inflp () | vyeBy , v3 2]} ,

X
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(8 <1 == (e>0, 1yeBy , vy 22 et py) <(1+e)) ,
X
d'olu IQl»s y < (1 + e)x , donc l2| <(1+¢e)x, ¥e>0. OE d&tant archimédien,

on en déduit que l?l < X . La boule unité de OEB est donc 1l'intervalle
X
(- x, x) dans OE . Ce qui démontre le théor2me.

PROPOSITION 28, - Si E est un e. b. c. réticulé possédent un systéme fondamen-

tal de bornés solides complétants, alors son complété pour 1'ordre est un e. b. c.

réticulé solide complet pour la bornologie.

Démonstration. - Soit 6 un systéme fondamental de bornés solides complétants.

Alors E = lgp EB

chaque OF; est un espace de Banach réticulé solide, d'aprés [11], donc OE pos-

est un e. b. c. réticuld solide, et OE = lim OEB . De plus,

séde un systéme fondamental de bornés solides complétants, et par suite est complet

pour la bornologie.

Ordre sur le complété bornologique d'un e. b. c. réticulé. - Si E est un espace

vectoriel normé réticulé solide, soit & son complété pour la norme. Il est possi-
ble de définir sur B un ordre prolongeant celui de E qui en fait un espace nor-
mé réticuld solide ([12] et [14]) : il suffit de prendre pour c8ne de E 1'adhé-

rence du céne de B .

Si E est maintenant un e. b. c. réticulé solide aux normes faiblement concor-
A
dantes, soit E son complété bornologique. Nous nous proposons dans la suite de
A
répondre au probléme suivant : Peut-on définir sur E un ordre prolongeant celui

de E qui lui confire une structure d'e. b. c. réticulé ?

PROPOSITION 29. - Soient E et F deux espaces vectoriels normés réticulés so-

lides, f : E —>F une application continue réticulante. Alors 1l'application

A

A A
f: BE ~>PF est encore réticulante.

Déronstration. = On a le diagramme commutatif suivant :

Lo
A f A
E ———— F o,

A A A
Soit x € E 5 alors x = lim X ol (xn)n est une suite d'éléments de E . Comme
n
A
l'application x ~>-'x| est continue dans E (espace normé solide), alors
A
]xl = lim Ixhl , d'ou f(%) = lim f(xn) , et
n n



8-19

B2 = 1 2(]x ) = 1im [£() ]

A
y| étant continue dans F ,

car f est réticulante. L'application y ->

F®] = 1m o), aren [EA] = £UED .

COROLLAIRE 30. - Avec les mémes hypothéses que dans la proposition 29 sur E et

F,si f: E->TF estune application lindaire continue injective réticulante,
_ A A A

et si E et F sont & normes faiblement concordantes, alors f : B -> I est in-

iective réticulante. BEn particuiier, si E est un sous-espace réticulé de F tel
P ’ [

A
que 1l'injection canonique i : B -» F est continue, alors L est un sous-—espace

’ . . fa
réticulé de F .

TIROREME 31. = Soit E un e. b, c. réticulé possédant un systéme fondamental 8

de bornés solides tels que, si B<B', B et B' €8, EB et EB' sont &
A

il

normes faiblement concordantes ; alors le complété bornclogique E de E peut

A
8tre muni d'une structure d'ordre canonique prolongeant celle de E , telle que B

devienne un e. b. c. réticulé limite inductive d'espaces de Banach réticulds soli-

A
des, 1l'injection canonique E - E étant réticulante.

-

Démonsiration. — 31 B e ® l'espace & est norné réticulé solide, donc son
b A B 9

A
complét: pour la norme EB peut &tre muni d'un ordre réticulé prolongeant celui de

EB’ le rendant solide. Si B < B! sont deux bornés de & , EB est un sous-

espace réticuié de Eg, , donc, d'apreés le corollaire 30, ﬁB est un sous-espace

réticulé de EB' . Comme B = U @B , on définit un ordre sur E de la fagon sui-

vante 1 X » § dans B si, et seulement =i, X ;,§ dans un ﬁé . Il est clair
A

A
que E = lim EB , avec EB espace de Banach réticulé solide, V B e G, et que
A

>

A
1l'injection canonique B -> E est réticulante, car les applications E13 —e»EB le
J

sont.

Remarque. — Pour définir un ordre sur le complété bornologique E de 1'e. b. c.
réticulé B , on aurait pu considérer, par analogie avec ce qui se passe dans les
e. 1. ¢., 1la b-fermeture dans o) du c6ne K de B , mais cette notion n'est pas
aussi maniable qu'en topologie. Toutefois, nous soumes en mesure maintenant d'obte-—
nir le résultat suivant.

A

PROPOSITION 32, - Dans les hypothéses du théordme 31, si E est muni de 1'ordre

canonique prolongeant celui de B , alors il admet pour cdne des positifs la b-

=i>

fermeture K ég' K dans

e St ittt
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Démonstration. - Par construction de l'ordre de ﬁ s On a i = U [®n EB)ﬁ cX ’
Be® A~ B

A
ou ﬁ est le cBne des positifs de ﬁ . Mais K est b-fermé : si €K et

iﬁ -Ea-Q dans £ , alors il existe B € B tel que §n -> X dans EB . Etant don~

> M>
)

né que ﬁn est positif dans EB s, 7n, et que EB est un espace normé solide,

N
alors X est positif dams EB , donc dans E .

Applications & la bornologie de 1'ordre.

(4) Dans 1'étude du complété pour 1l'ordre d'un e. b. c. réticulé solide, on a
considéré le cas particulier de la bornologie de l'ordre : on a comparé sur OE la
bornologie de l'ordre et la bornologie prolongeant la bornologie de l'ordre de E .
Ici on peut examiner le probléme analogue suivant : Soit E un espace vectoriel
réticulé, munissons-le de la bornologie de 1l'ordre. On sait qu'il vérifie la con-
cordance faible des normes, c'est m&me un e. b. c. saturé (i. e. avec un systéeme
fondamental de bornés b-fermds). Si E est son complété bornologique, on peut se

demander quel est le lien entre la bornologie de l'ordre construit sur E et la
"

bornologie de E .

rd LN A
THEOREME 33. = Tout borné de E est un borné pour 1l'ordre. De plus, pour que la

bornologie de E et sa bornologie de 1'ordre coincident, il faut et il suffit que

la bornologie de ﬁ soit solide.

A
Démonstration. = Pour montrer que tout borné de E est un borné pour 1l'ordre, il

N

suffit de le faire pour les parties de la forme B = {J € B | ﬁx(§) <1}, ob ﬁx

A Id /7 3 Lo A .
est la norme de E_ complété de B_. Si yeB, ¥= l;m ¥, (yn € Ex) ;

5, () = 1im p_(v,) -
n
Donc, ¥ ¢>0, 3N tel que n >N entratne px(y ) <1+ ¢ . Dol
v, € (1+ e)(~x ’ x) y clest-a-dire ]yn|-< (1 + a)lxl , et donc !§| < (1 + e)lxl,
Yye>0, dans g . Dot e (- x , + x) dans B . Ainsi 1a bornologie de 8 est

plus fine que la bornologie de 1l'ordre.

Enfin, il est immédiat que les deux bornologies coincident si, et seulement si,

A
E est solide.

Remarque. = D'apres ce qu'on vient de voir dans les deux théorémes précédents, il
semble qu'en général le complété bornologique d'un e. b. c. solide, muni de 1l'ordre
qu'on a construit, n'est pas toujours un e. b. c. solide (mais seulement une limite
inductive bornologique d'espaces de Banach solides). Donc le probléme se pose de ca-
ractériser les e. b. c. solides tels que ﬁ soit encore un e. b. c. solide. Il est
peut-8tre plus simple de faire d'abord cette étude pour le cas de la bornologie de

1l'ordre.
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(B) Si E est un espace vectoriel réticulé, muni de la bornologie de l'ordre, E
est plongé injectivement dans son complété bormologiyue E . Mais il se trouve aus-
si que E est contenu dens OE qui est un e. b. c. complet bornologiquement. Le

probléme se pose donc de comparer ces deux espaces complets qui contiennent E .

’ ~ A
THEOREME 34. - I1 existe une application canonique ¢ : E -»OE , injective,

bornée et réticulante. Par conséquent, E est un sous-espace réticulé de OE . De

plus, £ est un sous-espace bornologique de OE , si, et seulement si, ) est un

e. b, C. solide.

Démonstration. = Si E est un espace vectoriel réticulé, muni de la bornologie

de 1l'ordre, E = lim Ex (bornologiquement). Considérons la famille des injections
cenoniques ®  : E_->O0E_. Cette famille vérifie la condition de ROBERTSON [6 ]
en effet, soit (Xh)n une suite de Cauchy dans Ex , telle que (Xh)n couverge
dans OEx vers un point y de EX , c'est=a-dire, ¥V e >0, 3N tel que

nz>N == lxn - y|-< €X , mais la réticulation étant la méme dens E et OE ,

P

cette inégalité est valable dans Ex , donc x =~ converge vers y dans B, . Par
suite, 1l'application o : £ -> OF , qui prolonge l'injection ¢ de E dans OE ,
est injective bornée. Montrons qu'elle est réticulante : il suffit de montrer que,
yxek, ax : ﬁ; -s»OEX est réticulante (ce qui est vrai, d'aprés la proposi-

tion 29).

Enfin, si E est un e. b. c. solide, on va démontrer que c'est un sous-e. b, c.
de OE : en effet, si (- x, x) est un borné de OE avec x € B (on sait que

ces ensembles forment un systéme fondamental de bornés de E ), alors
A
x,x)nE=(-x, x)

A A
(intervalle dans E ) qui est borné damns E .

A

Inversement, supposons que B est un sous-e. b. c. de OE ; étant donné que OF

est solide, il en est de m&me de £ .

Troisiéme partie

Espaces d'applications lindaires bornées
L e i A N o L e e e s A e e e

L'objet de cette partie est 1'étude, du point de vue ordre et bornologie de 1l'es-—
pace Lb(E , F) , des applications lindaires bornées d'un e. b. c. ordonné dans un
autre. Nous définissons d'abord un ordre sur Lb(E , F) , et démontrons cue, sous
certaines conditions, cet ordre est réticulé et complet. Ensuite, nous démontrons

que Lb(E ’ F) est un e. b. c. réticuld solide pour 1'équibornologie ou bornologie
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naturelle. & la fin de cette étude, nous donnons un théoréme qui montre que le dual
bornologique d'un e. b. c. ordonné coincide, sous certaines conditions, avec son

dual modéré (formes lindaires relativement bornédes).

Propriétés ordinales de 1l'espace Lb(E , F) . =51 E et F sont deux e. b. c.

ordonnés, nous désignerons par Lb(E , F) 1l'espace vectoriel des applications li-

néaires borndes de E dans F , et par ¥ 1'ensemble des applications linéaires

bornées positives.

PROPOSITION 35. —= L'ensemble X est un cbne dans Lb(E , F) dans chacun des cas

suivants :

(a) Si le céne K de E est tel que K~ K soit b-dense dans E , et si F

est séparé ;
(b) 8i E est filtrent.

La démonstration est immédiate.

Nous allons d'abord examiner le cas particulier suivant : E et F sont des es-
paces vectoriels ordonnés munis de la bornologie de l'ordre. Dans ce cas, l'espace
Lb(E , F) coincide avec Lb(E ’ F) , espace vectoriel des applications linéaires

bornées pour 1l'ordre.

Si E est un espace vectoriel ordonné filtrant vérifiant la propriété de décom-
position, et F un espace vectoriel réticulé complet pour 1l'ordre, alors Lb(E , F)
est un espace vectoriel réticulé complet pour 1'ordre (pour le voir, il suffit de

reprendre la démonstration qu'on fait dans le cas ob ¥ =R ).

Passons maintenant au cas général ol les bornologies des espaces considérés ne

sont pas forcément celles de 1l'ordre.

THEOREME 36, - Soient E un e. b. c. ordonné par un b-cbéne et possédant la pro-

priété de décomposition, F un e. b. c. plein complétement réticulé ; alors 1'es-

pace Lb(E , ) est complet pour 1'ordre.

Démonstration. - Il est clair que E est filtrant, puisqu'il est ordonné par un

b-céne, donc Lb(E , F) est un espace vectoriel ordonné.

Soit (TO[)%EI une famille d'éléments de L, (E, F) , telle que T,<Te Lb(E y B,

Vaoel. Soit x >0 ; pour chaque décomposition, X = X, + X, + «es + x

1 2
(Xk 20), Vk=1 9 2 4 ees 4 n 3 choisissons un indice o € I, alors

kgl Tak(xk) < kzl Mx ) = 2(x) .
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F dtant complétement réticulé, la famille

n n
{kiT“k(xk); X=kzlxk, x, 20, k->0]

admet une borne supérieure S(x) . On démontre facilement, en suivant une méthode
classique, que S est additive sur K et positivement homogéene. E étant fil-
trant, S se prolonge d'une meniére unique en une application linéaire S de E
dans F . Il est clair que S est la borne supérieure de la famille (Ta)ael dans

£2(E, F) . Montrons que S € € Ly (B, F) .

K étant un b-cbne, il suffit de montrer que S est bornée sur les ensembles
(B nK)B . Soit x€ BnK, alors 0< (T - 8)(x) < (T - T, )(x) e B, borné plein
de F, puisque T - T  est bornée, donc (r - 8)(BnkK) < B, « Ce qui montre que

0
T - S est bornée, et par suite S aussi.

Remarque. = Pour voir que S est bornée, on a été amené a démontrer que toute
application lindaire f , telle que 0 < f < ge Lb(E , F) , appartient 2
Lb(E , F) . D'une manidre plus précise, Lb(E , ) est un sous-espace vectoriel

plein de £(E, F) .

COROLLAIRE 37. - 8i E et F sont deux e. b. c. réticuléds solides, F é&tant

complet pour 1'ordre, alors Lb(E , ) est un espace vectoriel ordonné complet

pour 1l'ordre, et 1l'espace vectoriel ¥ - ¥ est complétement réticulé.

PROPCSITION 38, - Soient E un e. b. c. ordonné par un b-c8ne et posseédant la

propriété de décomposition (en particulier, si E est un e. b. c. solide), F un

e. b. c. plein complétement réticulé. Alors le cbne ¥ engendre L (E F) sy Si,

et seulement si, L, (B, F) est un idéal pour 1'ordre de Lb(E , F) .

Démonstration. - La condition étant évidemment suffisante, montrons qu'elle est

nécessaire. Si X engendre Lb(E , F) , d'aprds le corollaire 37, Lb(E , F) est

réticulé, donc L, (B, F) < L°(B , F) , puisque toute application linéaire positive
est bornée pour l'ordre. Soient |S| < |T| avec S € Lb(E , F) et T e Lb(E , 1),
alors - |T| <8< |7 . L (B, F) étant réticul, |7 et - |T| €L (E, F)
qui est un sous-espace plein de £(E , F) , d'aprés la remarque précédente, donc

S e Lb(E , F) .

Donnons maintenant quelques exemples ou ¥ engendre Lb(E , F) .
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PROPOSITION 39, - Si & est un e. b. c. plein ordonné par un b-cbne et possédant

la propriété de décomposition, ¥ un espace complétement réticulé muni de 1a bor-

nologie de l'ordre, alors ¥ engendre Lb(E ’ F) . Ceci est vrai, en particulier,

si E estun e, b. c. solide, et si F vérifie les hypothéses précédentes.

Démonstration. — Puisque E est plein, tout borné pour l'ordre est un borné de
B, dlot L8, F) < I°(E, T) . Soit feL (8, F) ,alors f£=1f -£ dans
Lb(E , F) ; montrons que e Lb(E ’ F) . E étant muni d'un b-cdne, il suffit

9

de montrer que, pour tout borné plein B de E , f+(B NnK) estun borné de F .
£ &tant bornde, f£(B nK) est contenu dens un intervalle (a , b) . Soit

xe€BnK, alors £ (x) = sup f(y) € (a, ), car, B étant plein, ¥y , tel
Oy<x
que 0<y<x,ona f(y)ela,d).

On retrouve ainsi le fait que toute forme lindaire bornde sur un e. b. c. solide

E est différence de deux formes lindaires bornées positives.

Propriétés bornologiques de 1'espace Lb(E , F) .

THACRENE 40, - Soient E un e. b. c. plein ordonné par un b-cdne et possédant

la propriété de décomposition, F un espace vectoriel complétement réticulé muni

de la bornologie de l'ordre. Alors 1'espace Lb(E ’ F) , muni de 1'équibornologie,

est un e. b. c. solide complet pour 1l'ordre et la bornologie.

Démonstration. =~ D'aprds le corollaire 37, 1l'espace Lb(E , ) est un espace

vectoriel réticulé complet pour l'ordre. F 4tant muni de la bornologie de l'ordre,
est complet bornologiquement, donc Lb(E , F) , muni de 1'équibornologie, est com-

plet bornologiguement. On va montrer dans ce qui suit que c'est un e. b. c. solide.

Soit E wun borné de L. (E, F) ; montrons que son enveloppe solide s(H) est

b
encore bornde. Pour cela, E possédant un b-cbne, il suffit de voir que, pour
tout borné plein B de B, s(H)[B nK] est borné dens F . Par hypothese, il
existe a >0 dens P tel que T(BnkK)c (-a, a), ¥ TeH, d'od
|T|(B nK) € (- 2a, 2a) ; en effet, si xe€ BnkK,
7| (x) = sup Ty - 2) .

X=y+7

V230

B étant plein, et 0Ky<x, 0<Lz<x, alors y, z€ BnK , donc
™y) = ™(z) € (BnK-Bnk)c (~2a, 2a) .
Dlou |T|{x) € (-2a, 2a) .51 |s| < || avec TeH,ona ¥xeBnk,

- 7)(x) < s(x) < |1](x) ,
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donc S(z) € (=~ 2a, 2a) , et, par suite, s(H)[Bnk]c (-2a, 2a) .

COROLLAIRE 41. - Si E est un e. b. c. solide, F un e. v. T, complet pour

1'ordre muni de sa bornologie de l'ordre, alors Lb(E , F) est un e. b. c. réticu-

18 solide complet pour 1l'ordre et la bormologie.

On en déduit que E* , dual bornologigque d'un e. b. c. solide, est un e. b. c.
réticulé solide, quand on le munit de 1'équibornologie. Ce résultat se retrouve
aussi de la fagon suivante 3 B¥ = (TE)' , dual topologique de 1l'e. 1l. c. locale-
ment solide TE , est un e. b. c. réticulé solide, quand on le munit de la bornolo-

gie équicontinue (théortme 19) ; or celle-ci coincide avec 1'équibornologie de E¥

(6.

Dual bornologique et dual modéré. - On se propose, dans la suite, de trouver des

conditions suffisantes pour que toute application lindaire positive de E dans F
goit bornée. Ce qui nous permettra d'obtenir une condition suffisante pour que le

dual bornologique d'un e. b. c. ordonné coincide avec le dual modéré.

THEOREME 42, ~ Soient E un e. b. c. complet ordonné par un b-céne K , b-

fermé, F un e. b. c. dénombrable et plein. Alors toute application linéaire po-

sitive de E dans F est bornée.

Démonstration. = Soit u : E ->F une application linéaire positive. Si u

n'est pas bornée, comme K est un b-cdne, il existe un borné B de E tel que
u(BnK) ¢ an , ¥n, ou (Bn)n est une base de bornologie de F formée d'en-

sembles disqués pleins tels que Bn c Bn+ . D'ol il existe une suite (a )  d'é-

1 n'n
a
. . n B
léments de B n K tels que u(ah) ¢ an s VY n . Donc la suite X =€ 5 con-

verge bornologiquement vers O dans E , et u(xn) ¢ B, , Vn.Lasuite

¥, = Jﬁ'xn —99- 0 dens un espace de Banach Ej, .

Soit (En)n une série convergente de scaiaires positifs. Alors, V p , il existe

y. €¢ B' avec n_>n puisque Yy -> 0 dans E,, . La série de terme gé-

np P P p-1"? B
néral (yn )p converge dans Ep, vers y , puisqu'elle vérifie le critire de
b
Cauchy.
Puisque le cbne K est b-fermé, on a y Y, s ¥ p, d'ou
P
O %) =y, <¥ ,

P b

et donc
0 < X s;-él— .
p o

p
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Ainsi,
0 <ulx, ) <—=uly) .
P o

1
and - © la suite —u converge vers O dans un espace I s+ B
Quend P ’ = (v) g p Bng 3 Bny

D
étant plein, la suite u(xn ) => 0 dans Fg , c'est-a~dire qu'il existe une sui-
P no
te Rn de scalaires positifs convergeant vers O tels que u(xn ) € kp Bn s T Do
0
Donc il existe un indice n, assez grand tel que u(xn ) € Bn y d'ol la contra-

i i
diction.

COROLLAIRE 43 (Théordme fondemental). - Si E est un e. b, ¢c. réticulé solide

complet, alors le dual modéré et le dual bornologique coincident : E=E .
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