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FACTORISATION DES ISOMORPHIES D’ORDRE DES ESPACES Lp

par Marouan AJLANI

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’analyse)
9e année, 1969/70, n° 17, 8 p.. 23 avril 1970

0. Introduction et notations.

Soient H un espace vectoriel complètement réticulé, 43 l’espace des bandes de

H ; on appellera filtre de bandes, une partie ~ ~ ~i , ~ ~ ~i ~ qui contient avec
toute bande les bandes qui la contiennent, et qui contient avec deux bandes leur
intersection. On appellera ultrafiltre de bandes, les éléments maximaux des filtres

pour l’inclusion dans 

L’ensemble  , muni de l’ordre de l’inclusion des bandes, est un réseau booléen

achevé, et tout filtre de bandes est l’intersection des ultrafiltres qui le con-
tiennent.

L’espace Q des ultrafiltres de bandes, appelé spectre de H, est alors muni
d’une structure de compact stonien dont les ensembles, qui sont à la fois ouverts
et fermés, correspondent biunivoquement aux bandes de H . Nous noterons de la même

façon une bande de H et 1 "~ouvert et fermé" correspondant dans ~ .

Pour tout u ~ 0 de H, nous désignerons par I (resp. B ) l’idéal d’ordre
(resp. la bande) engendré par u dans H, et nous u désignerons par u B la projec-
tion de u sur la bande B .

Nous dirons qu’une forme linéaire positive (resp. un opérateur) T est normale,
si, pour toute famille croissante (h ) C H de borne supérieure h EH,
on a T(h) = sup T(h ) . L’espace vectoriel engendré par les formes linéaires nor-

mâles sera appelé le dual normal de H . Nous dirons qu’un opérateur conserve les

bandes, si, pour toute bande B, on a T(B) C B . Nous appellerons isomorphie
d’ordre, un opérateur bijectif, croissant ainsi que son inverse.

1. Rappel du théorème de Nakano.

DEFINITION 1. - Soient posons, pour B E  , B C B ,

On pose, pour chaque ultrafiltre ti aB,



cette définition fait correspondre, à deux éléments v et u de ’ , une fonc-
tion V u c C+(Bu , R) . On remarque que V U est finie sur un ensemble partout dense

u u u

de B , car toute bande B C B contient une bande B’ telle qu ’il existe un n0u u

entier qui vérifie: vB’ - n0 uB’  0 . Pour le voir, on prend B’ = B(vB-n0uB )- ,
pour n0 vérifiant (vB - n0 uB) ~ 0.
Nous désignerons l’espace des fonctions numériques continues sur un ensemble B ,

j,t, gu_1 , sont finies sur ensemble partout dense de B , par Q( B , il) .

Le quotient v u , défini sur Bu , vaut zéro hors de B ; on peut énoncer les
~ 

u u v

règles de calcul" suivantes:

étant entendu que chaque relation est vraie sur l’intersection des bandes engendrées

par les éléments qui y figurent.

Etant donnes (p e y R) et u e H~ ~ on définit un élément de qu’on
notera v = p.u , de la façon suivante : Si cp == x-. est la fonction caractéristi-

que de l’ouvert et fermé B y v sera la projection de u sur la bande B cH.

Si 03C6 est une fonction continue quelconque, elle est limite supérieure de fonctions

étagées plus petites, et v sera la borne supérieure (qui existe) d’une famille
(v.) de combinaisons linéaires de "produit" par une fonction caractéristique. Ain-
si R) opère sur H , et l’on remarque que e B n B .

La règle de calcul suivante devient claire : 03C6.a 03C6.b == (a b)B .(p.b 

Le théorème suivant est dû à NAKANO [7] :

THÉORÈME 2. - L 1 application v ~ v u induit un isomorphisme d’espace vectoriel
ordonné entre B (resp. 1 ) et un idéal d’ordre de (Bu , R) , qu’on notera
Bu (resp. et C(B 

u , R) , qu’on notera Iu , et lorsque 1 
u 

est muni de sa topo-

logie de l’ordre, 1 -~ R) est un isomorphisme d’espaces de Banach or-

donnés) .

2. Etude des opérateurs normaux qui conservent les bandes.

/ B

THEOREME 3. - A tout opérateur normal T qui conserve les bandes de H ~ corres-

pond une fonction +(03A9 , R) telle que, pour tout h on ait 03C6T == -20142014 .
L’application T -~ q)- est une isomorphie du cône N des opérateurs normaux qui
conservent les bandes de H muni de son ordre propre sur un sous-cône W ~ B (n y R)
héréditaire, complètement réticulé, stable par multiplication, et contenant

C~(Q , R) .



Démonstration. - L’espace H est somme ([3L § 1~ exercice 12) d’une famille

maximale de bandes deux à deux étrangères et engendrées par un élément (B~) . Con-
sidérons une bande B ~ e et posons ~m j. ~ e - 20142014 c ~ S (B ~ ~ R) . On a, pour tout

h e B y ~-~ = -"-LE. ; en effet, on peut écrire

comme les termes entre crochets sont inférieurs à e, on aura Inégalité cherchée

par passage au sup, si on la démontre pour les h ~ e ; or, pour ceux là, on a

h avec et Posant 
e ’* ~* e 

e 
~~,e

on voit qu’on a bien = T.h pour tout h car, par hypothèse, un tel h

s’écrit h = I Les autres assertions du théorème sont des conséquences direc-
e e

tes des propriétés du cône N.

Le théorème précédent indique que R) ~ N ~ C~(n , R) ; nous chercherons
des conditions suffisantes pour que et (0 , R) = N , c’est-à’-dire pour que les élé-
ments de N soient bornés sur Q .

PROPOSITION 4. - Supposons H norme avec une norme croissante sur ’ . Si
03C6T e N est la fonction correspondant à un opérateur continu T , alors

est égale à la norme de l’opérateur T , que nous désignerons par soit

= t)Ttt .
Démonstration. - C’est facile à voir, si est fonction caractéristique d’un

ouvert et fermé ou fonction étagée. De plus, si  03C6T , on a ~T’~ j)T)(
(croissance de la norme). Or, tout e N s’écrit

donc !’TII  0 , soit ~T~  03C6T(x) . On a, d’autre part,

donc ))T)J  ~03C6T~~ , soit enfin ~03C6T~~ = JJTJ) .
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer que, chaque fois que les éléments de

N sont continus, alors N est identique à +(03A9 , R) , en particulier :

PROPOSITION 5. - Lorsque la topologie de H est identique à sa topologie de
~~ ~* / B

l’ordre, ou lorsque H est un espace de Banach, on a N == C (03A9 , R) .



3. Les mesures spectrales.

Nous pouvons donner, dans le cas où la dualité entre H et son dual normal L

est séparante, une définition du cône N au moyen des mesures spectrales étudiées

par D. A. EDWARDS [4].

Pour h E H+ ~ E L+ / et cp E ~+(~ , R) , l’application cp -~ est

une mesure normale sur 03A9 , que nous désignerons par [h , l] ; l ensemble de ces

mesures sera appelé l’espace des mesures spectrales, et désigné par {~H ~ L] .

On sait que toute bande de H est L)-fermée (AMEMITA [1] et MOKOBODSKI

[6]) ; on en déduit que H et L ont le même spectre, que nous désignerons par Q ~

et que = ~~ ~ ~ ~ _ (h , 

PROPOSITION 6. - L’ es ace [H, L] est un espace vectoriel complètement réticu-

lé, et un idéal d’ordre de l’espace M des mesures normales sur Q .

Démonstration. - Pour définir + [h’ , on pose g = sup(h , h’) ,
on a h = h’ = et l’on écrit

Soit avec ‘ [h , l] , il existe donc une f amille

(03C6i)i~I l 
~ C+(03A9 , R) bornée, telle que [hi , li] = 03C6i[h , l] . Soit 03C6 = sup cpl ,~. a.EI i i 1 i . J.

alors sup ~h. ~ ~ . ~ . Si maintenant ~, est une mesure normale telle

i 
~ i

que ~,~h, ~~, alors ~,=cp~h, ~~~~tph, 

THÉORÈME 7 Toute mesure normale est absolûment continue ar rapport

à une mesure spectrale.

Démonstration. - Pour toute 03C6 continue sur 03A9 , il existe une mesure spectrale

C h , l] telle que [h , l] (03C6) ~ 0 ; il suffit, en effet, de choisir un h E B+

et un l E L+ tels que h , l> ~ 0 . Ceci entraine que la réunion des supports
des mesures spectrales sur 03A9 est dense dans 0 (donc il est hyperstonien), et

que le spectre de ~H ~ L ~ donc la bande engendrée par ~H , L ~ est éga.

le à Mn .

THEOREME 8. -- Si le dual normal de L est identique à H , alors N est identi-

ue au sous-cône de +(03A9 , R) , constitué par les fonctions intégrables, pour tou-
te mesure spectrale ue nous désignerons ar L 9 on a, de plus,



Démonstration. - Toute fonction cp E N est intégrable ; on pose

Réciproquement, si cp e ~+~~ , R) ,

et l’on définit 03C6h comme étant la forme linéaire normale sur L , valant

[h , en chaque point £ E L~ . De plus, on a

comme [h, on aura [h ~ donc

à chaque LP[H, L] .

Remarque 9. - Supposons qu’il existe un opérateur normal S : H -~L ~ tel que

S(B) c: (B~)~ pour toute bande B de H y alors, s’il existe h tel que H = B~ ~
H est isomorphe pour l’ordre à L~(Q ~ [h , Sh]) y et, sinon, H est isomorphe pour

l’ordre à L (n ~ ti est "somme" de mesures spectrales de ce type.. On a,

pour tout h (h, Sh)~0 , et, R) ~ cpS(h) .

Dans le cas où H= R ~ tout h~H s’écrit R) ,
donc

ainsi 03C6 ~ L2(03A9 , [h0 , Sh0 ]) , donc H s’envoie dans L2(03A9 , [h0 , Sh0]) , il en

sera de même pour L ~ ce qui montre que H et L sont isomorphes à L~(Q ~ 
Dans le cas générale H est somme d’une famille maximale de bandes B. deux à

~0
deux étrangères; notons (X ~ ~,) l’espace mesurée somme des espaces

alors H stenvoie dans L2(x, p.) y il en est de même pour L , donc ils sont tous

les deux isomorphes à p,) .

Remarque 10 (Une démonstration du théorème de Radon-Nykodim). - Soient X un

compact stonien, et IJ, une mesure nonnale sur X, telle que le support de ~,

soit égal à X. (C’ est la situation générale des espaces mesurés avec une mesure

bornée, d’après le théorème de représentation de Kakutani.) La bande B est un

espace de type L1 de Kakutani, donc elle est isomorphe à est

le spectre de B . Nous nous proposons de montrer que Q = X, donc que

B)) . Nous désignerons par le dual normal de l’idéal d’ordre I 

engendré p ar JJt . Rappel ons un résultat de MOKOBODSKI [6] :



1° I 
~ 

est identique à 
*n

2° L’application ;~ -~ Î ~ ~, ~ est une norme sur laquelle il est

complet ;
3° Iu = (I*n )’ .
Comme est en dualité séparante avec I , il est faiblement dense dans

donc, d’après 2°, on a I*n = z et ont le même

spectre, donc B 
D 

et L (X , v) ont le même spectre.

4. Application aux isomo hies d’ordre des espaces LP .

Une isomorphie d’ordre d’un espace complètement réticulé H ~ induit une isomor-

phie de l’algèbre de Boole des bandes de H , donc une homéomorphie du spectre Q

de H :

THÉORÈME 11. - Soient (X 03B1 , ) un espace mesuré H = Lp X 03B1 , yà) ,
1  p ,~ ~ , et T une isomorphie d’ordre de H . Alors T s t écri t d’une manière

T = H . J , où J est une isométrie positive de H , et X un opérateur
de multiplication par un élément de L~+(X , OL , ) .

Démonstration. - Supposons qu’il existe un élément dont la bande engendrée soit

H ; on sait, grâce au théorème de représentation de Kakutani ~4~, que H est iso-

morphe à un est le spectre de H , et v est une mesure nor-

male sur 03A9 . Soit T l’homéomorphie de 03A9 induite par T, et remarquons que v

et ont les mêmes ensembles négligeables (ce sont les ensembles rares 
donc T(V) = f.v avec f E L + 1 ~ (..~ y v) . Soit I : g .. ~ a T ) "~ . 9 c’est une

isométrie positive de H , et l’on remarque T o I est un opérateur qui
conserve les bandes, donc, d’après la proposition 5, c’est le produit par un élé-
mentde L~+, etl’onabien T = H . J .

Dans le cas où il n’existe pas d’élément dont la bande engendrée soit H , on re-

marque que, pour tout h EH, la bande engendrée par h}n~Z est engendrée par

La bande B,, est stable par T ~ ainsi que sa bande supplémentaire, il existe
donc (ZORN) une famille maximale de telles bandes deux à deux étrangères telles que
B l’on sait que chaque R. est isomorphe à un L~((l~ ~ ’il’) ; or,

d’après ce qui Précède, la restriction de T à R. s’écrit T , 
= ~~ o 

donc, sur ~B~, , T s’écrit ~~, o Soit 3 3 est une isomé-

trie sur qui se prolonge à H par une isométrie (de même nom), mais alors



T o est un opérateur qui conserve les bandes de H f c’est donc un opérateur
de multiplication par un élément de L .

5. Les isométries des espaces LP , p ~ 2 .

L’étude des isométries des espaces LP a été entreprise par BANACH ~2~~ nous la

reprenons pour mettre en évidence son rapport avec l’étude des isomorphies d’ordre.

Rappelons que l’espace est "somme" d’une famille maximale de bandes engendrées

par un élément, deux à deux étrangères, et qu’on ramène l’étude de l’isométrie à

celle de sa trace sur une bande, par des arguments semblables à ceux utilisés dans

le théorème 11.

LEMME 12. - Si T est une isométrie de c‘~, , f E f > 0 , et
T(f~ > 0 , alors T est positive sur la bande engendrée par f .

Démonstration. - On observe que T~g >~ 0 ; g ~ Tf) , car les

points extrémaux du second convexe contiennent ceux du premier.

Il résulte de ce lemme que T envoie un ensemble solide (c’est-à-dire qui con-

tient, avec tout élément, tous les éléments dont la valeur absolue est plus petite

que la valeur absolue de celui-ci) sur un ensemble solide, donc un idéal d’ordre
sur un idéal d’ordre.

Soient donc B la bande engendrée par e >~ 0 , et S l’isométrie de T(B )
e ~ e e

consistant en la multiplication par désigne la fonc-

tion caractéristique de A ). Posons T’ = S e o T ; on voit que T’ est une isomé-

trie positive sur B .
e

Suite à l’ensemble des remarques précédentes, on peut supposer que T est posi-
tif sur Be , mais alors T(B ) sera réticulé. Désignons par Be et T(B ) les

représentations de Kakutani [5] de B et T(B ) , et par T l’opérateur induit

par T ; T est une isomorphie d’ordre B ~ T(B2) , qui transforme 1 en 1 ;
~~ e e

on a donc T(f) = f o T pour tout f E Be , où T est une homéomorphie des spec-
tres. Si l’on désigne par $ l’opérateur B ~ T(Be) induit par T, on aura,e e

pour tout f ~ B , T(f) = T(e) $(f) . On peut alors énoncer :

A toute isométrie de H = LP(X , 4L , ) , correspond un isomorphisme U de l’al-

gèbre de Boole des classes d’ensembles mesurables de X, tel que T(f) = 
où ~U est l’opérateur induit par U sur H , et h est une "fonction" sur X

vérifiant U~I( ~ ~ 

Remarque 13. - Si X est compact, on démontre qu’une isométrie T de LP(X) ,
qui transf orme fonction continue en fonction continue, s’écrit T(f) = h. f o cp
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pour toute f e C(X) , est une application de (x e X ; h(x) = 0)

dans X. La démonstration peut se faire en remarquant qu’une isométrie est "pres-

que" multiplicative ; = quels que soient f et g.

T(l) T(l) T(l)
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