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HISTOIRE D'UN THEOREME DE BESSAGA ET PEYCZYNSKI

par Robert PHELPS

Ce qui suit est un exposé, sans démonstrations, des résultats 1liés au théordme,
de type Krejn-Milman, de BESSAGA et PEICCZYNSKI [2]. Nous commencerons par le tra-
vail de M. RIEFFEL [11] sur le théortme de Radon-Nikodym pour les mesures & valeurs

vectorielles, ou il a introduit la notion suivante :

DEFINITION. - Soient E un espace normé réel, et K un sous-ensemble de E .

On dit que K est dentable, si, pour tout e > 0, il existe x €K fel que x

n'appartienne pas & 1'enveloppe convexe fermée &o(K Ne(x)) de K, moins la

boule Ne(x) de rayon e et de centre x .

Cette notion géométrique fut utilisée dans un théordme généralisant le théoréme

de Radon-Nikodym aux mesures & valeurs vectorielles :

THEOREME (RIEFFEL [11]). - Soient (X, S, w) un espace mesurable o-fini, E

un espace de Banach réel, m : S —» E une mesure sur S & valeurs dans E . I1

existe une application f : X —-> E , mesurable et intégrable au sens de Bochner,

telle que

n(s) J‘sfdp, (ses) ,

si, et seulement si ¢

(1) w(s) =0 entratne m(s) =0, ¥ seS;

(ii) La variation totale de m est finie, ot :

(iii) ".'image moyenne" de m , dans E , est dentable & e-prés, clest-2-dire

que, pour tout e >0 et pour tout s e S, ou p.(s) <o , il existe t s,

tes, tel que pls ~t)<e, et
K, = m(t)/u(t") 5 t1es, t1ct, u(t!) >0}

est dentable.

R. S. PHILLIPS [10] & démontré qu'il suffit d'avoir (i), (ii), et :

(iii)! L'image moyenne de m dans E est faiblement compacte (3 e-pres).

Comme 1'a observé RIEFFEL, chaque ensemble relativement compact est dentable,

mais il n'a pas résolu le probléme suivant : Est-ce que chaque ensemble relativement
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faiblement compact est dentable ? C'est-a-dire, est-ce que son théoréme contient le
théoréme de Phillips ? I1 a cherché des descriptions convenables des ensembles den-
tables, montrant, par exemple, qu'un ensemble K est dentable si ¢co K est denta-
ble, et que chaque point extrémal d'un ensemble compact convexe K est un point

grignotable, c'est-a~dire :

Ve>0, x ¢ Go(K ~ Ne(x)) .

De plus, il a démontré que, pour tout ensemble I' , chaque borné dans zl(r) est
dentsble. En fait, il 1'a fait sans avoir trouvé de points grignotables, ce qui 1l'a
conduit au probléme suivant : Chaque ensemble convexe fermé borné de El , contient-
il au moins un point extrémal ? LINDENSTRAUSS a résolu ce probldme d'une manidre

surprenante :

THEOREME (LINDENSTRAUSS [6]). - Toute partie bornée convexe et fermée dans ot

est 1'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.

Sa démonstration utilise le fait qu'il suffit de montrer qu'un tel ensemble con-
tient un point extrémel au moins j pour ceci, il a employé un théoréme de Bishop-
Phelps, mais R. BOURGIN a noté qu'il y a une démonstration géométrique élémentaire

courte.

Le résultat de LINDENSTRAUSS a frappé BESSAGA et PELCZYNSKI, qui ont adroitement

prouvé que clest vrai pour tout espace dusl séparable :

» |\
THEOREME (BESSAGA-PEFCZYNSKI [2]). = Soit E un espace de Banach tel que B!

soit séparable. Alors chague ensemble convexe borné et fermé (pour la topologie de

la norme) dans E' est identique 3 1'enveloppe convexe fermée de ses points extré-

mauxe.

On sait maintenant, d'aprés un théordme de Kadec, que tous les espaces de Banach
séparables sont homéomorphes. Mais, si KADBC et KLEE ont démontré 1'existence d'un
homéomorphisme bien spécifique entre deux espaces de Banach séparables duaux (EQE
linéaire !), BESSAGA et PELCZYNSKI ont plut8t utilisé cet homéomorphisme pour
transférer la démonstration de LINDENSTRAUSS au cas général.

Nous passons maintenant & un résultat entidrement différent.

THEOREME ( RYLL-NARDZEWSKT [12]). - Soient K wun convexe faiblement compact d'un

€. 1. co, et T' un semi-groupe d'applications affines et faiblement continues de

K dans lui-méme, tel que

vx£yek, 0 {y(x) -vy(y) 5 verT} .
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Alors il existe un point fixe commun pour les éléments de T .

Ce théoréme s'applique pour montrer, par exemple, l'existence d'une moyenne inva-
riante sur l'ensemble des faiblement presque-périodiques. La démonstration utilise
des théortmes ergodiques aléatoires. J. KELLEY a noté une liaison entre ce théoréme
et certaines propriétés des points extrémaux de 1'ensemble K (pour un espace de
Banach), et indépendamment, NAMIOKA a développé ce thdme, sboutissant, avec ASPLUND,
& une démonstration géométrique du théoréme de Ryll-Nardjewski. Leur lemme central

est le suivant

LEMME (NAMIOKA~ASPLUND [8]). = Soient K un convexe séparable faiblement compact

d'vn e« 1. c. E, et p une semi-norme continue sur E . Alors, V e¢ >0, il

existe C fermé convexe contenu dans K , tel que C #K , et (p=diem) (K » C) Leo

La démonstration utilise le théoréme de Krejn-Milman et la propriété de Baire, et

la démonstration du théoréme lui-méme utilise le théoréme de Markov-Kakutani.

BEn réfléchissant daventage sur ce sujet, NAMIOKA est arrivé & une idée corrune a
plusieurs résultats : cl'est la question d'existence, dans un convexe faiblement
compact K , de points extrémaux, ou 1l'application identique est continue, de la
topologie faible dans la topologie forte. (Evidemment, si K est fortement ccompoct,
alors cette application est continue partout.) Un tel point a la propriété d'admet-
tre des voisinages faibles dans K de diamétre arbitrairement petit. NAMIOKA a

prouvé le théoréme suivant

s s,

ble, K un convexe o(E' , E)-fermé dans E' , et Z 1'ensemble des points de

continuité de 1'application identique (K , o(E' , E)) dans (K , nomme) . Alors

4 next X est faiblement dense dans ext K .

(Le coeur de sa démonstration est un raffinement du lemme de Namioka—-Asplund, et

1l*utilisation du théoréme de Choquet prouvant que ext K est un espace de Baire.)

En fait, NAMIOKA a démontré un résultat plus général que celui-ci, mais dont 1'é-
noncé est assez compliqué. Ce théordme donne facilement deux corollaires intéres-

sants.

COROLLAIRE 1 : Le théordme de Bessaga~Pefczynski lui-méme.

En effet, soit C wun convexe borné normiquement fermé dans E' (séparable).
Soit K 1'adhérence de C pour la topologie o(B! , E) . Alors K est o(B? , E)=
compact, donc il existe au moins un point x € ext K tel que x admette des voi-

sinages faibles dans K de diamdtre arbitrairement petit, c'est-3-dire, ¥ ¢ >0,
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Ne(x) n K est un voisinage faible de x dans K . On a donc C n Ne(x) nNK#p%,
¥¢>0, ctest-d~dire x € C . Bvidemment, x€ ext C.
Ce Qo Fo D

COROLLAIRE 2. = Chaque ensemble borné de B! (séparable) est dentsble.

On peut supposer que 1l'ensemble est un convexe borné C , fermé pour la topologie
de la norme. Avec la notation ci-dessus, on a x € ext K , tel que Ns(x) NK est
un voisinage faible de x, ¥V e >0 ., Mais on sait qu'il existe une tranche ouver-

te T de K , contenant x et contenue dans Ne(x) , donc x y‘:‘ K <T)2(c~T).

On connaissait depuis longtemps un type de point extrémal avec la propriété de

Namioka. Donnons d'abord une définition ¢

b
DEFINITION. - Soient K un convexe d'un e, 1. c. E, et x€ K . On dit que x

est un point exposé de K , s'il existe f e E' tel que sup f(K) = £(x) et
fly) <f(x) , ¥yek, y##x.

M&me dans les espaces de dimension 2 , les points exposés peuvent constituer un

sous-ensemble propre de 1'ensemble des points extrémaux.

DE'}FINITION . = Soient K un ensemble convexe dans un espace normé, et x un

point de K . On dit que x est fortement exposé, s'il existe f € E' tel que

sup £(X) = £(x) ,

diam{y e X ; f£(y) >£(x) - 6} -> 0, si §->0 .

I1 est évident que chaque point fortement exposé est exposé, et réciproquement si

K est compact. Mais si K est faiblement compact, on peut trouver facilement des

exemples de points exposés, mais non fortement exposés.

\
THEOREME (LINDENSTRAUSS [57). - Chaque convexe faiblement compact, dans un espace

de Banach séparable, est égal & 1'enveloppe convexe fermée de ses points fortement

exposés.

Une petite amélioration de sa méthode a permis & LINDENSTRAUSS d!'établir un

meilleur résultat. Donnons d'abord une définition.

DEFINITION. - La norme ||...|

mément convexe (1. u. c¢.), si

d'un espace de Banach est dite localement unifor-

(=)l =1 =|«] ot lx, + x| - 2) entraine (|!xn -z —= 0) .

(On dit aussi que E est 1. u. c.)
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THROREME (LINDENSTRAUSS [7]). - Soit B un espace de Banach 1. u. c. Alors cha-
que ensemble convexe et faiblement compact dans E est 1'enveloppe convexe fermée

de ses points fortement exposés.

D'aprés un théordme de Kadec, chaque espace de Banach géparable admet une norme,
équivalente & l'originale, qui est 1. u. c. Comme la propriété d'8tre fortement ex-
posé est indépendante de la norme, le second théordme de Lindenstrauss ci-dessus

entratine le premier. Mais, on a trouvé trds récemment le résultat suivant :

THﬁORﬁME (TROJANSKIJ [13]). = Soit E un espace de Banach contenant un ensemble

faiblement compact total (sur E' ). Alors E admet une norme équivalente gui est

1l. u. c.

COROLLAIRE. - Soient E un espace de Banach, et K un convexe faiblement com-

pact. Alors K est égal & 1'enveloppe convexe fermée de ses points fortement expo-

sés.

On applique le théordme de Trojanskij au sous-espace engendré par X .
Ceci entraine que le théordme de Rieffel contient le théoréme de Phillips.

Quand BISHOP a entendu parler du théoréme de BessagapPeZczynski, il a essayé d'en
donner une démonstration "constructive", et il prétend avoir échoué, mais il a
réussi 3 donner une démonstration ™on constructive" (donc inédite !) du théordme

suivant ¢

’ A
THEOREME (BISHOP (1967)). - Soient E un espace normé tel que BE' soit sépara-

ble, et K un convexe borné et fortement fermé dans E!' . Alors K est égal &

1'enveloppe convexe fortement fermée de ses points "faiblement fortement exposés"

(c'est~a=dire fortement exposés eu moyen d'une forme linéaire provenant de E ).

Ce résultat donne évidemment le théordme de Bessaga-Pefczynski et le théoréme de
Namioka concernant les ensembles dentables. On peut trouver une autre démonstration
chez ASPLUND [1], comme corollaire de ses travaux sur les fonctions convexes diffé-

rentiables.

I1 reste une question ouverte intéressante 1liée au théordéme de Bessaga~Pefczynski.
Soient E' wun espace dual de Banach séparable, et K un ensemble convexe borné et
fortement fermé dans E' . Existe-t-il, pour tout x' € K , une mesure borélienne
régulidre de probabilité pu sur K , telle que

wlexs K) = 1 et <x',x>=J<y',x>du(y'), vxeBE ?

I1 y a plusieurs résultats incomplets dans cette direction (cf. KHURANA [4] et
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R. BOURGIN [37). R. BOURGIN a démontré que 1'ensemble ext K est mesurable, dans
le sens de CARATHEODORY, pour une telle mesure | , mais on ne sait pas encore si

ext K est un ensemble borélien.

Nous signalons encore deux autres problémes :

PROELEME 1 (RIEFFEL).

(2) Déterminer les espaces de Banach dans lesquels tout ensemble borné est denta—
ble.
(b) Existe-t-il un convexe fermé borné (dans un espace de Banach) qui soit denta-

ble, mais qui n'admette aucun point fortement exposé ?

PROBLﬁME 2 (LINDENSTRAUSS). - Soit E' contenant un ensemble total faiblement
(ctest-3=dire o(E' , B")-) compact. Bst-il vrai que chaque convexe borné et forte-
ment fermé est égal 4 1'enveloppe convexe fortement fermée de ses points extrémaux

(exposés, fortement exposés) ?
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