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SURFACES MINIMA AVEC OBSTACLES

par Yves BAMBERGER

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’analyse)
9e année, 1969/70, n° 13, 16 pa 12 mars 1970

Introduction. - Nous nous proposons d’étudier le problème de Plateau dans Rn
avec des conditions unilatérales :

PROBLEME. - Etant donnés un ouvert Q de ~n ~ une fonction ~ définie sur Q

à valeurs réelles, y une fonction f définie sur la frontière ~03A9 de Q à valeurs

réelles, trouver des conditions suffisantes pour qu’il existe une fonction u uni-

que de classe C définie sur 03A9 à valeurs réelles telle que :

u rend minimum 1~ intégrale d’aire

sous les conditions { 1) et (2).

Les théorèmes 1, 2, 3 et 4 ont été énoncés par MIRANDA. Leurs démonstrations,
mise à part celle du théorème 2 qui se trouve dans un texte non publié de MIRANDA,
ne se trouvent pas, à notre connaissance, dans la littérature.

L’idée de la résolution du problème est de considérer les surfaces minima comme

des frontières d’ensemble. Cette idée est due à De GIORGI, et se trouve dans le

théorème suivant relatif au cas sans obstacle :

THEOREME 0 (De GIORGI) . - Soient un ensemble
localement de périmètre fini (*) 
~n >, 2~ , et un ensemble borné L . On note

~ = ~~~ ~ Rn ; M localement de périmètre fini ;

M - L = E - L) .

Il existe M dont la frontière est d’aire

minimum sur L .

fig. l ( M est bistré)

(*) Voir, au § 1, la définition des ensembles localement de périmètre fini.



On dit que M est minimal sur L (fig. l). Dans le cas avec obstacle, nous impo-

sons

M 13 A ~

A désignant l’obstacle (fig. 2).

Dans le cas sans obstacle, De GIORGI a aussi établi un résultat de régularité :

THÉORÈME 0’ ( De GIORGI ) . - Sous les hypothè-
ses du théorème 0 , et si L est ouvert, il

existe un ouvert L’ ~ L tel ue dM n L’

soit une variété analytique de dimension

(n - 1) , et

(H 
n- 

est la (n- l)-mesure de Hausdorff sur

Rn ) .
On a établi (voir [ 15 ], [4], C l ], [ 14]) que

L = L’ pour n ~ 7 , mais ce résultat est

faux pour n >, 8 ( [ 2 ]) .

Signalons que NITSCHE [l2] a résolu un problème analogue au problème posé, pour
n = 2 , et lorsque ~ est définie, non sur Q y mais sur un segment fermé de Q :

THEOREME (NITSCHE). - Soit Q un ouvert borné convexe du plan JR (muni d’un

repère orthonormé xOy )y symétrique par rapport à Ox , et contenant le segment

f(x ~ y) ; y = 01 . On note

Soit x --~ f ~ x~ une fonction concave positive définie sur et nulle en ses

extrémités.

Il existe une fonction z = u(x , y) continue sur Q , positive sur Q , analy-

tique réelle sur 03A9 , qui minimise l’intégrale d’aire

sous les conditions

Cette fonction vérifie en outre :



(a) u(x, 0) =f(x) sur un segment fermé strictement inclus dans o~ ;
(b) u(x, 0) > f(x) ailleurs.

Le premier paragraphe rappelle certains résultats, et fixe les notations. Le se-
cond paragraphe étudie la généralisation du théorème 0 au cas "avec obstacle" ; le

paragraphe 3 celle du théorème 0’ . Le cas non paramétrique est l’objet du paragra-
phe 4. Enfin le paragraphe 5 donne une réponse au problème posé initialement.

1. Notations. Rappels.

1° La norme euclidienne sur Rn est notée ) . ) , la distance euclidienne
d( . , . ~ . On note la boule ouverte de centre x et de rayon r . La me-

sure de Lebesgue de Rn est notée B ou X .

2° On note l’ensemble des fonctions de classe ~~’ holdériennes d’ordre

c~ (of ~ 1) , i. e. les fonctions f de C (n) telles que

3° Un ensemble mesurable M de R~ est dit localement de périmètre fini (1. p.

f.)~ si les dérivées partielles du 1er ordre au sens des distributions, de sa fonc-

tion caractéristique (%’ sont des mesures (pour plus de détails, cf. [~8~] et [.3]).

On note Di qi, la i-ième dérivée partielle, D03C6M la mesure vectorielle de com-

(D~ ~)~~,~ .
Le périmètre de M sur un compact K (qui est égal à l’aire de Lebesgue de

l ’intersection avec K de la frontière de M , notée 3M ) est la variation totale
de sur K . On le note

On note BVI l’ensemble des parties 1. p. f.

4° L’espace des mesures vectorielles de dimension n étant muni de la topologie

vague, l’application qui, à une mesure ~ associe sa variation totale sur un com-

pact fixe quelconque, est s. c. i.

5° On dit qu’un ensemble 1. p. f. M admet une nonnale notée v(x) en un point

x e 3M , si

existe. On note



6° Enonçons une propriété des ensembles 1, p, f. :

PROPOSITION 1. - Soient M et N e BVloc (Rn), x e Rn, r > 0 . Si

M n iB = N n ôB ,
r,x r,x

2. Théorème d’existence.

THEOREME 1. - V A=~ (n~2) , ?E =BV~(R~) , E ~A , V L =B~ , L

borne, il existe -un ensemble M 1. p. f. qui, sous les conditions :

(l) M ~A ,

(2) M - L = E - L ,

minimise sur L le périmètre

Autrement 

avec P ~A , P -L= E-L ,

Démonstration (par compacité). -
Munissons BV de la topo-

logie L" définie sur l’écart :
loc

(P , Q) -~ A(P , Q)



~ n’est pas vide, car il contient E. L’ensemble des fonctions caractéristiques

des éléments de P est, d’après la condition (3)~ un ensemble borné de fonctions
dans L oc , ainsi que leurs dérivées partielles premières au sens des distribu-

tions : c’est donc (~6~ chapitre VI, remarque suivant le théorème XVII) un ensem-

ble relativement compact de C’est aussi un fermé. @ est donc compact.

Comme l’application P est s. c. i. (cf. § l)~ elle atteint son mini-

mum sur P .

3. Propriétés de régularité.

Les difficultés découlent du fait

que ~’~ peut toucher 9A . Nous

sommes donc conduits à imposer à

àA des conditions de régularité.
Dans le cas général, on ne peut ce-

pendant pas espérer atteindre la

classe ~2 (cf. figure ci-contre).

Nous allons établir le théorème

suivant :

THEOREME 2 Soient L

un ouvert de Rn (n  7), A ~ Rn
tel que ~A n L soit une variété de

dimension n - 1 de classe 

1) .

A = disque du plan JR ~
~A est de classe C

~M est représenté en trait continu
et n’est pas de classe ~~ en c~

et B

Si M contient A~ et vérifie la propriété (-rr) :

(rr) Pour tout compact K et tout ensemble 1. p. f. E qui contient A et

vérifie E - K = M - K , on a L|D03C6M|L|D03C6E|;

alors 3M nL est une variété de dimension n- 1 de classe 

La propriété de minimalité est énoncée autrement que ci-dessus en raison des ap-

plications ultérieures. La démonstration repose sur le théorème du vecteur normal
(of. par exemple {~8~ théorème 5~8) :

Soit M un ensemble 1. p. f. sur un ouvert L de Si le champ des vecteurs

normaux



est défini et continu sur ~I n L , alors ~NI n L est une variété de dimension

(n - 1) et de classe ~1 .

Pour appliquer ce théorème, il f aut établir deux lemmes, et utiliser les résul-

tats connus dans le cas des surfaces minima sans obstacle ~~, ; ~~ .

DÉFINITION. - Un ensemble est dit A-minimal sur L , s’il à 

s’il contient A , et vérifie la propriété (rr) du théorème 2.

PROPOSITION 2. - Soient L C Rn ouvert (n  7) , A ~ Rn avec ~A ~ L variété

de classe ~a  1~ .
Si M est A-minimal sur L , alors, pour tout compact il existe

c(A , K) et r > 0 tels que

où M 
x,r 

désigne une solution du problème :

Démonstration. - K étant compacta il

exi s te r~ ( dépendant uniquement de A

et de K ) tel que, pour tout x de K

et rr~ ~ B (x) n9A soit le graphe
d’une fonction f de classe C ~ :

n ~A

= y~ -- ~ ~~ ’"~n~ ~
(y~ 2014 ~ ~ -- ~n~ ~ ~

où Q est un ouvert de et

f ~ C~-~(~~) .
Nous pouvons supposer qu’il existe un

point z de Q tel que

et, par suite, 3 cx > 0 telle que



et, par compacité,

Par définition de M,

Donc, pour établir le lemme, il suffit de majorer

D’après le théorème 0’ , et comme n  7 , ~M n B (x) est une variété analyti-
r, x r

que ; il vient

qui donne le résultat annoncé en utilisant l’inégalité (1).

Nous admettrons la proposition suivante, relative au cas sans obstacle (cf. ~ 10 ~i
théorème 5.7) :

PROPOSITION 3. - Si n ~ ~ , si N est minimal dans h , et si alors

Nous pouvons établir que :

LEMME l.-S~ n ~ 7 y si L est ouverte si A c J~ est tel que 3A n L

soit une variété de classe et si M est A-minimal dans L , alors pour
tout compact K=L y il existe deux constantes r~>0 et K) > 0 telles

que



Démonstration. - Par définition de M (même notation que pour la proposition
r, x

2) ,

D’après la proposition 1 (§ 1 ~ ,

d’où le résultat en appliquant les propositions 2 et 3.

Nous admettrons le second lemme, qui est une extension d’une propriété analogue
relative au cas sans obstacle (la démonstration utilise l’inégalité isopérimétrique ;
cf. [8], théorème 4.3).

LEMME 2. - n est quelconque ; L et A C Rn; cA n L est une variété de

classe (cy  1) . Si M est A-minimal sur L , pour tout compact
il existe une constante K) > 0 telle que

Idée directrice.

1° Dans le cas où A === ~ , on peut prendre
K) = volume de la sphère unité de JR~" ~

c’est-à-dire que l’aire d’une surface minima

comprise dans une boule centrée sur elle est

supérieure ou égale à l’aire du grand cercle

(ce qui se comprend bien).
2° Dans le cas où A ~ ~ ~

- Si B (x) n A ~ ~ , on est ramené au cas précédent ;r

- n ~, ~ ~ , la régularité de A intervient.



Démonstration du théorème 2. - Soient r > 0 . Posons

Il est clair que  1 . D’où

Prenons Bt(Y) . Il vient

D’où successivement

De (2) et (3) , et par application des lemmes 1 et 2, on déduit

soit finalement

Cette relation a deux conséquences :

(a) Le champ des vecteurs normaux v(x) = lim v (x) est défini en tout point
. 

Appliquant (4), pour x = y , et t  S - ~ il vient en effet2p+ 1 ~ ~ 
2p



Donc v(x) = lim v (x) existe, V 

(b) Ce champ est continu.

Posons t = y~ , s = 2~x - Appliquons (4) et (5). Il vient

Ces deux résultats permettent d’appliquer le théorème du vecteur normale La rela-

tion (6) donne la propriété höldérienne. Le théorème 2 est établi.

4. Cas non paramétrique.

THÉORÈME 3 (MIRANDA). - Soit 0 un ouvert borné de f 6) . Si 5Q est

une variété lipschitzienne de dimension (n - 1) , et si g e L (~Q) ~ et

03C8 e 1) est bornée, alors il existe une fonction u 

solution du problème :

(l) u ~ ~ sur Q ;

(2) l(u) minimum avec

La trace de u sur ~Q est bien définie d’après le lemme suivant (que nous ad-

mettrons) :

LEMME 1 Soit Q un ouvert borné de dont la frontière

90 est une variété lipschitzienne de dimension n- 1 . On note 1~ espace

des fonctions de L (o) , dont les dérivées partielles au sens élémentaire sont
dans L (o) . Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction g , dé-

finie sur soit la trace d’une fonction u de W(û) , est que g 

La démonstration du théorème 3 utilise la propriété suivante des ensembles 1. p.

f. :



LEMME 2 (cf. [9]). - Soit Q un ouvert de ( n quelconque) ,

On note (x , y) -~> y), (x , y) eQ la fonction caractéristique de

E . Si, pour tout compact 

et si, pour presque tout x 

alors il existe tel que l’ensemble

et, sur tout compact K 

Démonstration du théorème 3. - Par un lemme de Cagliardo analogue au lemme ly on

peut étendre f à Rn tout entier, de telle sorte que f e W1 (Rn) , donc, en par-

ticulier, J |Df| dB-)-co .
~

Posons 

Par un raisonnement de compacité analogue à celui fait dans la démonstration du

théorème 1 , on montre qu’il existe un élément E de ~ minimisant 

Cet ensemble E est A-minimal sur 03A9 x R , donc vérifie les conditions d’applica-



tion du théorème de régularité (théorème 2). Par suite, aE n Q est une variété de

classe de dimension (n- 1) .

D’après le lemme 2 énoncé ci-dessus et la propriété de minimalité, il est clair

que

où ue ~~’a(~~ . De plus,

5. Résolution du roblème : Un cas d’unicité.

Nous allons donner une condition suffisante pour que la fonction u, trouvée au

théorème 3, soit unique et égale à f sur 

DÉFINITION. - Un ouvert 0 de R est dit strictement convexe, x E ~03A9 ,

il existe un demi-espace S de Rn tel ue :
....,.. ..... , -- . -- - 

- .- 

....---. 
- . 

-., -...-- x __ ~

THEOREME 4 (MIRAND&#x26;). - On se donne un ouvert borné strictement convexe Q ~ R~ ~
f e C(9Q) (n~6) , ~ ~=C~~(n) n C(Q) avec ~f sur 5Q.

Alors il existe une fonction u unique dans C1,03B1(03A9) ~ C(03A9) , telle que :

(l) u = f sur 3Q,

(2) u >~ sur Q ~

et minimisant l’intégrale d’aire

La démonstration utilise les trois lemmes suivants :

LEMME 1. - Sous les hypothèses du théorème 3, et si n est une fonction affine

telle que rr ~ f sur alors ~ pour toute fonction bornée u de n

de classe telle que

et légalité équivaut à



Démons tration~. - Ce résultat découle immédia-
tement de la propriété suivante des ensembles
1. p. f. (intuitive, mais non triviale) :

Si E ~ BVloc (Rn) , si S est un demi-espace

et l’égalité est vérifiée si, et seulement si,

Nous admettrons un second lemme, dont la démonstration ne présente pas de diffi-

proposition 6.2) :

LEMME 2. - Soient n un ouvert strictement convexe et borné de Rn, et

g E ¿Clin) . Pour tout x appartenant à il existe deux fonctions affines

et n définies sur Rn , telles ue :

LEMME3. - Soient n un ouvert borné de Rn , ~ une fonction bornée définie

sur Q , k un entier > 0 . Si u ( resp. v ) est une fonction lipschitzienne de

rapport k, admettant des dérivées partielles qui sont dans et est solu-

tion du problème

Démonstration (par l’absurde, utilise la convexité stricte de x ~ 1 + x2 ) . -
Notons F(Dw) =1 + Soit A = fx ; x E 0, u(x) > v(x)) . Posons



par suite

De plus, u = v sur Donc u et v sont solutions du problème

Par suite :

En effet, dans le cas contraire, Du 1 Dv sur un ensemble de mesure strictement

positive, et par suite SA dX  minimum, ce qui est absurde. L’égalité

( 1~ est en contradiction avec la définition de A. Donc A est vide.

Démonstration du théorème 4.

1° Supposons d’abord qu’il existe une extension de f à Rn tout entier, de

classe C .

En effet, si u est une solution trouvée par le théorème 3, il résulte des lemmes

1 et 2 que

D’ aprés le lemme 2, u est donc continue sur 03A9, et f = u sur 3Q .



(b) D’après le lemme 3, u est unique.

2° Si l’extension de f à Rn tout entier est seulement continue, on considère

une suite décroissante de fonctions (fp) de classe (C2 , qui converge uniformé-

ment vers f. D’après le lemme 3, si (up) est la solution du problème pour f ,

1 a suite est décroissante, et converge uniformément vers une fonction conti-
p

nue u telle que u = f sur ôQ .
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