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Séminaire CHOQUET 13-01
(Initiation & 1'analyse)
9¢ emmée, 1969/70, n° 13, 16 p. 12 mars 1970

SURFACES MINIMA AVEC OBSTACLES

par Yves BAMBERGER

Introduction. - Nous nous proposons d'étudier le probléme de Plateau dans BP

avec des conditions unilatérales :

PROBLEME. - Etant donnés un ouvert 0 de EP s une fonction ¢ définie sur O
a4 valeurs réelles, une fonction f définie sur la frontiére 3Q de (Q & valeurs
réelles, trouver des conditions suffisantes pour qu'il existe une fonction u uni-

que de classe Gl définie sur (O & valeurs réelles, telle que :

(1) u=f sur 20;
(2) u>tv sur Q;

u rend minimum 1'intégrale d'aire

IQ J1 o+ iDul§ a ,

sous les conditions (1) et (2).

Les théorémes 1, 2, 3 et 4 ont été énoncés par MIRANDA. Leurs démonstrations,
mise & part celle du théordme 2 qui se trouve dans un texte non publié de MIRANDA,

ne se trouvent pas, & notre connaissance, dans la littérature.

L'idée de la résolution du probléme est de considérer les surfaces minima comme
des frontiéres d'ensemble. Cette idée est due & De GIORGI, et se trouve dans le

théoréme suivant relatif au cas sans obstacle :

THEOREME O (De GIORGI). ~ Soient un ensemble

localement de périmdtre fini (*) E c B°

(n >2) , et un ensemble borné L . On note

M= {Mc B_n s M localement de périmdtre fini ;
M-L=E-1L}.

I1 existe M € I dont la frontidére est d'aire

minimum sur L .

fig. 1 ( M est bistré)

(*) Voir, au § 1, la définition des ensembles localement de périmetre fini.
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On dit que M est minimal sur L (fig. 1). Dans le cas avec obstacle, nous impo-

sons
Mo4A ,

A désignant 1l'obstacle (fig. 2).

Dans le cas sans obstacle, De GIORGI a aussi établi un résultat de régularité :

THEOREME 0! (De GIORGI). - Sous les hypothd-

ses du théoréme O, et si L est ouvert, il

existe un ouvert L' €L tel que Mn L?

soit une variété analytique de dimension
(n—l),_e_‘t_:_

B_[Mn(@-1)]=0

(Hn_l est la (n - 1)-mesure de Hausdorff sur
).

On a établi (voir [15], [4], [1], [14]) que

L =L'" pour n<7 , mais ce résultat est

fig. 2 faux pour n >8 ([2]).

U = e

Signalons que NITSCHE [12] a résolu un probldme analogue au probldme posé, pour

n=2, et lorsque & est définie, non sur () , mais sur un segment femé de Q :

THﬁORﬁME (NITSCHE). - Soit Q wun ouvert borné convexe du plan R2 (muni d'un

~

repére orthonormé xOy ), symétrique par rapport & Ox , et contenant le segment

oy = (=, y); x| <a, y=0%.0n note

QO=Q_00) [01,02]=50{y=0} .

Soit x -> f(x) une fonction concave positive définie sur 9 » et nulle en ses

extrémités.

I1 existe une fonction =z = u(x ’ y) continue sur Q , positive sur ( , analy-

tique réelle sur () , qui minimise 1l'intégrale d'aire

fQ 1+ |nu|?axay

sous les conditions

{t =0 sur a0 ,

u(x , 0) Z,f(x) y VT XE Oy

Cette fonction vérifie en outre :
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(a) u(x, 0) = £f(x) sur un segment fermé strictement inclus dans Sy 3
(v) ulx y 0) > f(x) ailleurs.

Le premier paragraphe rappelle certains résultats, et fixe les notations. Le se-
cond paragraphe étudie la généralisation du théoreéme O au cas "avec obstacle" ; le
paragraphe 3 celle du théoréme O'. Le cas non paramétrique est 1l'objet du paragre-

phe 4. Enfin le paragraphe 5 donne une réponse au probléme posé initialement.

1. Notations. Ragpels.

: .2 n <
1° La norme euclidienne sur R est notée

, la distance euclidienne

a(. , .) . On note Br(x) la boule ouverte de centre x et de rayon r . La me-
sure de Lebesgue de BP est notée Kn ou A .

2° On note CI’Q(Q) 1'ensemble des fonctions de classe Cl holdériennes d'ordre

o (a.§ 1) , 1. e. les fonctions f de GI(Q) telles que

. £ £
Hk>0” Vl:l 9 e ’n, li—i' (X)-—B-—i‘(y)l$kda(x,y) .
ox ox

3° Un ensemble mesurable M de BP est dit localement de périmétre fini (1. p.

f.), si les dérivées partielles du ler ordre au sens des distributions, de sa fonc-

tion caractéristique «, , sont des mesures (pour plus de détails, cf. [8] et [3]).

On note Di @ la i-iéme dérivée partielle, Duh la mesure vectorielle de com-
posantes (%c%%;hmn'

Le périmétre de M sur un compact K (qui est égal & 1'aire de Lebesgue de
1l'intersection avec K de la frontidre de M , notée M ) est la variation totale

de an sur K . On le note

P
|
JKIDﬂhl .
On note Bvloc(BP) l'ensemble des parties 1. p. f.

4° L'espace des mesures vectorielles de dimension n étant muni de la topologie
vague, l'application qui, & une mesure | associe sa variation totale sur un com-

pact fixe quelconque, est s. c. i.

59 On dit qu'un ensemble 1. p. f. M admet une normmale notée v(x) en un point

x€ M, si
iig (JBr(x) DmM) / (jBr(x) IDQMI)

existe. On note
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(x) .

vix) =

| Deg |

6° Enongons une propriété des ensembles 1. p. f. :

PROPOSITION 1. - Soient M et N eBV, (R), xeEK , r>0.50
M nF.BI‘X::NnaBI'

’ b

2. Théoréme d'existence.
’W\N\MMI\INJ\MMM’\N

THEORRME 1. - v A <R (n>2) , vEcB, (@), BE24, VLR, L

.

borné, il existe un ensemble M 1. p. f. qui, sous les conditions ¢

(1) M>24,
(2) M-L=E-1,

minimise sur L 1le périmétre

lencle .

Autrement dit, V P € Bvloc(g_n) ,
avec P>A, P~-L=E-1L,

NP NI

Démonstration (par compacité). -

. n
Munissons Bvloc(g ) de la topo-

. rd . K3 'l .
logie L1oc définie sur l'écart :

(P, Q =-> a(P, Q
r
=J - .
Enlmp coQI ax

Posons
(1) PoA ,

® =|p e BV(R") , avec J(2) P-L=E-1L ,

(3) JLlePIstleEI .

e



13-05

® n'est pas vide, car il contient E . L'ensemble des fonctions caractéristiques
des éléments de @ est, d'aprés la condition (3), un ensemble borné de fonctions
dans Lioc , ainsi que leurs dérivées partielles premidres au sens des distribu-
tions : c'est donc ([6], chapitre VI, remarque suivant le théoréme XVII) un ensem-

1

100(2?) . C'est aussi un fermé., @ est donc compact.

ble relativement compact de L

Comme l’appliéation P -"ILlDQPI est s. c. i. (cf. § 1), elle atteint son mini-

mum sur ® .

3. Propriétés de régularité.

Les difficultés découlent du fait
que oM peut toucher dA . Nous
sommes donc conduits & imposer a
dA des conditions de régularité.
Dans le cas général, on ne peut ce-
pendant pas espérer atteindre la

classe 62 (cf. figure ci—contre).

Nous allons établir le théordme

suivant :

THEORBME 2 (MIRANDA). - Soient L

un ouvert de §P (ng7), Ac QP

A = disque du plan ,3?
dA est de classe c”

tel que d3A nL soit une varidédté de

oM est représenté en trait continu

. . 1,
dimension n - 1 de classe ’
—_— de classe C et n'est pas de classe C2 en «

(o < 1) . et B
Si Me BVlOC(B?) , contient A , et vérifie la propriété {(m) :

(m) Pour tout compact K © L , et tout ensemble 1. p. f. E qui contient A4 et

r‘
vérifie B-K=M-K, on a J |Dg] $JL|D=0E| ;

alors M NnL est une variété de dimension n - 1 de classe Cl’a .

La propriété de minimalité est énoncée -autrement que ci-dessus en raison des ap-
plications ultérieurcs. La dénonstration repose sur le théordue du vecteur normal

(ef. par oxemple [8], théordme 5.8) s

Soit M un ensemble 1. p. f. sur un ouvert L de EP,. Si le champ des vecteurs

normaux

x —» — (x)

| Degy |
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est défini et continu sur M nL , alors M N L est une variété de dimension

(n - 1) et de classe el .

Pour appliquer ce théoréme, il faut établir deux lemmes, et utiliser les résul-

tats connus dans le cas des surfaces minima sans obstacle (A = ¢) .

DEFINITION. - Un ensemble est dit A-minimal sur L , s'il sppartient 3 BV; (®"),

s'il contient A , et vérifie la propriété (7) du théoreme 2.

PROPOSITION 2. - Soient L € R ouvert (ng<7), A4Sk avec 24 nlL variété

de classe Cl’d (a.$ 1) .

Si M est A-minimal sur L , alors, pour tout compact K <L , il existe

c(h , K) et ry >0 tels que

K) rn— 1+ 20

’

txek, ¥r<r, (erl%l-Jml%x,rl)SC(A,

ol Mx . désigne une solution du probléme :

n
Mx,r € Bvloc(g_ ), Mx,r - Br(x) =M - Br(x) ,

Jﬁ;(;j|D¢Mx’r‘ minimum .

Démonstration. - K étant compact, il

existe 1, (dépendant uniquement de A
et de K ) tel que, pour tout x de K
et r< Ty s
d'une fonction f de classe

Br(x) N 3A soit le graphe
elya ,

Br(x) N dA

={rs v

=f(y19 pee ’Sf\i: ---,Yn) ’
(yl,oan ’§i’ "',yn)GQ} 9

ot Q est un ouvert de BP-l y et

Nous pouvons supposer qu'il existe un

point z de (O tel que

Df(zl 9 eece /Z\i 9 oo Zn) = O ’

et, par suite, 1 cy > 0 telle que
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A o
V(.Vl"nyir\i,"',Yn)EQ, lDf(Yly'-'9Yi,“°:yn)lscxr ’
et, par compacité,
o
(1) IDf(yl y ce ,3\’1 y vy .Vn)l sc(A ’ K) r .
Par définition de M ,
Iy coad €05 oloa wl -
B (x) P! <5 (x) D‘%«r,qu
Donc, pour établir le lemme, il suffit de majorer
o) = Jomiog, 1= S, 1
Br(x) DﬂMr,qu Br(x) Duﬁr’x
Comme (Mr,x uld)n aBr(x) c Mr,x n aBr(x) , il vient
y(x) < JB (x)lDQM uAl - JB (X)Inqﬂ -,
r r,X r T,X
soit
<, (x) 129 -l ()™ | -
by r r,X
D'aprés le théoréeme O', et conme n <7, aMr < N Br(x) est une variété analyti-
b4

que j il vient

A 2
‘l’(r) sJ‘Q{}/]- + IDf(yl g oo yi g cee yn)‘ - l} d.yl eeoe dyi e d;v’n ’
qui donne le résultat annoncé en utilisant 1'inédgalité (1).

Nous admettrons la proposition suivante, relative au cas sans obstacle (ef. [10],
théordme 5.7) :

PROPOSITION 3. - Si ng< 7, si N est minimal dans L , et si Br(x) L, alors

n+1

Sl - Uiy ool < o) 1

Nous pouvons établir que :

LEMME 1. - Si ng7, 581 L C,EP est ouvert, si A CIBP est tel que Bd3A nL

soit une variété de classe GL7¥ y 6t si M est A-minimal dans L , alors, pour
>0 et cl(A , K) >0 telles

tout compact K €L , il existe deux constantes

que

To
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Prek, Vr<x, Jé(_x)'D“’Ml‘|L§'(?)D‘PMlscl(A,K)rn'l”2°’ .

Démonstration. — Par définition de Mr < (m&me notation que pour la proposition
’
2),
Mo x 0 3B(x) =M n 3B (x) .

D'aprés la proposition 1 (§ 1),

Par suite,

JWID«:MI - IJE;T;') Degy |

r
= {JrBr(x)lDWII B Jg;(_ﬂl%r xl} ' {Iml%r,x| ) IJB_rT;) Dcer,x” ,

d'ou le résultat en appliquant les propositions 2 et 3.

Nous admettrons le second lemme, qui est une extension d'une propriété analogue
relative au cas sans obstacle (la démonstration utilise 1'inégalité isopérimétrique ;

cf. [8], théordme 4.3).

LEMME 2. - n est quelconque ; L et A < EP 3 OANL est une variété de

classe GI*¥ (a <1) . Si M est A-minimal sur L , pour tout compact K <L ,

il existe une constante c2(A , K) >0 telle que

FxeMnk, ¥redlx, aL), JB(X)IDcleacz(A,K)rn"l .
r

Idée directrice.

1° Dans le cas oi A =@ , on peut prendre
02(A , K) = volume de la sphére unité de EP_I y
c'est-a-dire que l'aire d'une surface minima
comprise dans une boule centrée sur elle est
supérieure ou égale 3 l'aire du grand cercle
(ce qui se comprend bien).

2° Dans le cas o A #£ 0 :

- Si Br(x) NnA=g, on est ramené au cas précédent ;

- 5i Br(x) nAL+#@g, la régularité de A intervient.
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Démonstration du théoréme 2. - Soient x € M nL , r >0 . Posons

vr(x) = <IBr(x) Dﬂﬂ) / (JBr(x)ID%Hl) ‘

I1 est clair que |vr(x)l,§ 1 . D'ou
2
(2 vx,yedMnl, s,t>0, |u(x)-v@I gt~ =), v,GNH].

Prenons Bs(x) =) Bt(y) . I1 vient

a=[1- (vS(X) ’ vt(Y)ﬂ JBt(y)ID%I = IBt(y)lD‘PMI - jBt(y)<vs(X) » D)
D'ol successivement

@ s (JBS(X>'DEM|> - (IBS<X><vs<X> ) D9y)) = (IBs<x)'D“M|> - (Ivs@| ‘JBS(x> )

2
soit, puisque (a~%—)<2(a- ‘3) y @, BeER-T{0},

3 a s 2fly ol = Wy (g Doyl -

De (2) et (3), et par application des lemmes 1 et 2, on déduit

cl(A , K) SO 1+20

lv (x) = v, (3)|% < 4
- t A c (& , K) g8l

soit finalement
lvg(x) = v, (¥)] < ela, K) (%)(n_l)/z ¥

avec, ¥ xX,ye€eMnlL,

(4) B, (y) = B(x) .

Cette relation a deux conséquences :

(a) Le champ des vecteurs normaux v(x) = lim vs(x) est défini en tout point
x€MnL .

Appliquant (4), pour x =y , et pour £t L

S =
N
p+1 N P

y 11 vient en effet
2
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log (%) = v (D] < lvy(x) - vzpt(x)| Foaee + ug(x) = v (D]
ot L G ()

<ola, ®) (1- 2771 plnm1)/2 @

Donc v(x) 1lim Vg (x) existe, ¥ xe M nlk,
8-0

(5) v, (x)

wx)] € c'(a, K) & .

(b) Ce champ est continu.

Posons t = |x-y|, s=2|x-y| . Appliquons (4) et (5). I1 vient

(6) lv(x) = v(y)| (e, K) |z - y]|%, yx,y €l nk .

Ces deux résultats permettent d'appliquer le théoréme du vecteur normal. La rela-

tion (6) donne la propriété héldérienne. Le théoréme 2 est établi.

4. Cas non paramétrique.

THEORBME 3 (MIRANDA). - Soit Q un ouvert borné de R~ (n<6) . Si °0 est
une variété lipschitzienne de dimension (n-1),etsi gel (BQ) s et

yeC ’d(Q) (a 1) est bornée, alors il existe une fonction wu dans Cl’a(Q) y

solution du probléme :

(1) u>¢ sur Q3

(2) I(u) minimum avec
I(u) = IQ J1+ IDuI2 ar + Jmlu - gl aH . .

La trace de u sur O est bien définie d'aprés le lemme suivant (que nous ad-

mettrons) :

LEMME 1 (GAGLIARDO [5]). - Soit Q un ouvert borné de R" , dont la frontidre
) est une variété lipschitzienne de dimension n - 1 . On note Wl(Q) l'esEace

des fonctions de Ll(Q) , dont les dérivées partielles au sens élémentaire sont

dans L (Q) . Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction g ’ Eéf

finie sur d0 , soit la trace d'une fonction u de W (Q) s est que g€l (aQ)

La démonstration du théoréme 3 utilise la propriété suivante des ensembles 1. p.
f.:
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1

LEMME 2 (ef. [9]). = Soit Q un ouvert de BP— ( n guelcongue),

ECQXB_ .

On note (x,y) =-> ww(x , 7)), (x,y)eqxR, la fonction caractéristique de

E . Si, pour tout compact K < Q ,

JKx_ngCDEl Ste

et si, pour presque tout x € O,

lim mE(x , y) =0 et lim mE(x , y) =1,

alors il existe u € Lioc(n) tel que 1l'ensemble

N=1f(x,y); xeq, y<ulx)h

vérifie :
(1) JleE(x ) -z, V)| @ el (),

et, sur tout compact K € Q ¢

(2) fK dx JrRICDE(X y ¥) —aglx, ¥)| y=0,

O L gl < ggloeg
(4) Mpr(2am) nk]lg2l KXB_ID«:EI]%j [JKxEIDcoEI - JKXB_IMNIJ% y O

pr(EAN) = {x; Jop,(x,y) dr>0}.

Démonstration du théoréme 3. - Par un lemme de Gagliardo analogue au lemme 1, on

peut étendre f & E? tout entier, de telle sorte que f € Wl(ﬁf) , donc, en par-

ticulier, Inlnfl AL <+ .
R

~

Posons
n
&E={E; EBe Bvloc(g )},

avec
{E-—ng:{(x,y); xeR'-a, y<£x)?} ,

EoA={(x,y); xeq, y<ux)l .

Par un raisonnement de compacité analogue & celui fait dans la démonstration du

théortme 1, on montre qu'il existe un élément E de & minimisant jﬁxRIDmE

Cet ensemble E est A-minimal sur Q x R , donc vérifie les conditioné~ﬂ'applica-
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tion du théordme de régularité (théortme 2). Par suite, BdE N Q est une variété de

classe G , de dimension (n - 1) .

D'aprés le lemme 2 énoncé ci-dessus et la propriété de minimalité, il est clair

que
En(QXB_)={(x9Y)§ x€n, y\<u(x)“’ )

ou u € Cl’a(Q) . De plus,
2 J‘
J(ﬁxﬁ_)rﬁAl%l = J‘Q L+ [Du]ar+ aﬂlu - £l Ho_p -

5. Résolution du Erobléme : Un cas d'unicité.

Nous allons donner une condition suffisante pour que la fonction u , trouvée au

théoréme 3, soit unique et égale & f sur 0 .

DE’FINITION. - Un ouvert Q de B_n est dit strictement convexe, si, ¥V x € aQ ,
. . . n
il existe un demi-espace Sx de R° tel que :

(1) v x, xeS , § 203

(2) swp sup [x-y|%/dly,s) <+o=.
XEXN2 yEQ

THEOREME 4 (MIRANDA). - On se donne un ouvert borné strictement convexe Q € _If ,

feclx) (ngo), meel,d(Q)nC(ﬁ) (0<1), avec y<f sur 30 .

Alors il existe une fonction u unique dans Cl’a(Q) n c(Q) , telle gue :

(1) u=f sur N,
(2) u>4 sur Q,

f q’l t Du- d]L .

La démonstration utilise les trois lemmes suivents :

LEMME 1. = Sous les hypoth&éses du théordme 3, et si m est une fonction affine

sur _@n telle que m > f sur 30, alors, pour toute fonction bornée u de Q

de classe Cl s telle que quml <+ »,

I[inf(u , m)] < I(u) ,

et 1'égalité équivaut 3

u m - - sur O .

N



13-13

Démonstration. - Ce résultat découle immédia~

tement de la propriété suivante des ensembles

1. p. f. (intuitive, mais non triviale) :

§i Ee BV (R, si S estun demi-espace

de En,

Jr | Deeg | J I |
> D ’
B_n -z P DEnS

-~

et 1'égalité est vérifide si, et seulement si,

EnS:S.

Nous admettrons un second lemme, dont la démonstration ne présente pas de diffi-

culté ([11], proposition 6.2) :

LEMME 2. - Soient Q un ouvert strictement convexe et borné de B_n y et

g € Cz(_Ij_n) « Pour tout x appartenant & 30 , il existe deux fonctions affines

PP n
Ty et n; définies sur R™ , telles que :

(1) ﬂ}_(y) 2ely) 2 (y) , vyeaq;

(2) m (x) = &(x) = () ;

(3) sup l'lDrr|+|Dn|}<+co.
x€X

LEMME 3. - Soient Q un ouvert borné de En ,» ¥ une fonction bornée définie

sur Q, k un entier >0 . _S_J_._ u (resg. v ) est une fonction lipschitzienne de

rapport k , admettant des dérivées partielles qui sont dans Ll(Q) , et est solu-

tion du probléme

w>4¢ sur Q ,

=1u (resp. v) sur N,

J‘,,/1+ IDwzd)\ minimum

alors

u<v sur ) => u<v sur Q .

Démonstration (par 1'absurde, utilise la convexité stricte de x - J1+ xé ).
Notons F(Dw) =,/1 + IDWI2 . Sit A=1{x3; xeq, ulx) >v(x)} . Posons

W o= sup(u , v) ,
w =inf(u, v) ,
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w =vVv sur N, w =u sur 4 ,
W =u sur X0, w =v sur A .
Donc
[, so o |, 20y o= ) o) o5 ]
, Fow') an + Q_AF(Dw)d)\_ QF(Dw)dx;QF(Dv) ar
JAF(Dw)d>\+fQ_AF(Dw)dk:fQF(m)dx;fQF(m) ax
par suite

L. F(Du) dh:jA F(Dv) ax .

De plus, u=v sur oA . Donc u et v sont solutions du probldme
z lipschitzienne de rapport k sur 4 ,
Z=u=VvV sur dA ,

>4 sur A ,

Z
[
Jp F(Dz) dA\ minimum .
Par suite

(1) 'u =V sur A .
En effet, dans le cas contraire, Du # Dv sur un ensemble de mesure strictement

\

positive, et par suite I N F(D P-—*z—l) d\ < minimum , ce qui est absurde. L'dgalité

(1) est en contradiction avec la définition de A . Donc A est vide.

Démonstration du théoréme 4.

n

1° Supposons d'abord qu'il existe une extension de f & R~ tout entier, de

classe 62 .

(a) u=f sur 0.

En effet, si u est une solution trouvée par le théoréme 3, il résulte des lemmes

1 et 2 que
. +
inf(u , nx) =u sur Q ,
d o
+
u.s ﬂx sur Q .
De méme
u > sur .
> Ty Q

D'aprés le lemme 2, u est donc continue sur Q, et f=u sur 0N .
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(b) D'aprés le lemme 3, u est unique.

. . N n . s 3
20 5i 1'extension de f & R tout entier est seulement continue, on considére

une suite décroissante de fonctions (f ) de classe & y qui converge uniformé-

ment vers f . D'aprds le lemme 3, si up) est la solution du probléme pour fp ’

la suite (up) est décroissante, et converge uniformément vers une fonction conti-

nue

[1]

[2]
(3]
[4]
[5]

(6]

(7]
(8]

[9]

[10]
[11]

[12]
[13]

u telle que u=f sur N .
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