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Séminaire CHOQUET . 12-01
(Initiation & 1'Analyse)
9e année, 1969/70, n° 12, 9 p. 5 mars 1970

PROBLEME DE BERNSTEIN POUR LES FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par Nessim SIBONY

On étudie le probléme de Bernstein pour des fonctions de classe ¢t sur R,y et

pour des espaces de distributions sur R .

1. Position du probléme et notations.
On dit qu'une fonction h , s. c. s. positive sur R, est un poids, si

sup lx]p h(x) <o , pour tout entier p .
xR

Soit ¥ =(hy , «ev hn) un systéme de (n + 1) poids sur R vérifiant la

condition hy Zh, 3 ... Zh s C;;(,E) désignera 1'espace vectoriel des fonctions

de classe G sur R telles que hi(x)lf(i)(x)l tende vers zéro & 1l'infini, pour

tout entier i Ln .

On pose
N(£) = sup sup hi(x)lf(l)(x)l ;
i x
N est une semi~-norme, mais on se placera dans le cas ou c'est une norme sur C‘;z(,@) .

De méme, X = (ko y cee kn) étant un systéme de (n + 1) fonctions mesurables

sur R et localement bornées telles que Jlxlr ki(x) dx < » , pour tout entier =r
et pour tout ign, w;'P désignera 1'espace des distributions sur R dont la
dérivée d'ordre i , i<n, est dans Lp(ki dx) 3 on suppose, de plus, que

kg Sk, Zeee 2k o

1

Pour f appartenant & W;;’p y on note

el = sup 1@ @] x, () an)¥/?

i

Le probleme est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur le sys-
tdme % (resp. le systime X ) pour que 1l'espace vectoriel des polynfmes soit
dense dans C’;z(_{t_) (resp. W;é’p ). On dira alors que le systéme # (resp. le sys-
téme ¥ ) est fondamental.

On notera %, 1le systdme ((1 + lxl)hj_)isn s ot X, le aystéme (1 + |x]P ki)isn;
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N, (resp. H.Hl ) désignera la norme associée.

Crcl(}j_) désigne l'espace vectoriél des fonctions de classe c® 3 support compact,

et (3101(_3) celui des fonctions de classe. C" tendant vers zéro & 1'infini, ainsi

que toutes leurs dérivées d'ordre inférieur & n .

On notera C[x] 1'espace des polynfmes & une variable 3 coefficients dans c.

2. PROPOSITION 1. - C_(R) est partout dense dans G (R) et dans W'P .

Démonstration.,

(a) Densité dans c;é(;g) . K étant un compact de R, et § >0 , il existe une

fonction € y ®>0 sur R, telle que cv 1 dans un voisinage de K , et

a(x) =0 si d(x, K) >8, et de plus |« (1) (z)] < LS pour i<n, oi M est
&
une constante ne dépendant que de n .

Soient ¢ >0, 0<§<1, et fe(‘j;(,g);posons

' i 528 "
={x | n,(D|e (=) > e 5 ot K= igo K

K est compact, of € Cn(g) , de plus

2, ) 1E 8 () - @D )] €0, W1 = 0t + o (0) 3 Jod 239 ()
J=1

<, (@) £ (x) - o™ (x)] + ¢ z Ia‘j 2732 .
o1

On & utilisé 1'hypothdse h, < h, - Sur K, hilf1 - of*| est nul, et a 1'ex~

l—
térieur de K , il est inférieur & e/M ; de méme, hi_jlorj f(i-j)l est nul dans

2n
un voisinage de K , et & 1'extérieur de K , il est inférieur 2 _L% £ -Qﬁ-—g £

8
D'oli i1 résulte que

h, (X)lfl(X) - (ar)} (x)] <+ Cne

e étant arbitraire, ceci achdve la démonstration.

((‘;)) Densité dans Wn *P | Les distributions & support compact telles que

£ Lp(k ) sont denses dans wn,p ; en effet, soit & appartenant & C.(R) ,
e

3 nulle hors de (-2, +2), et valant 1 sur (-1, + 1), et soit 3, telle

que @r(x) = @(—Z—f— . On a
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dits, % - &P 1, a2

M-

< (Jl@r £t o P k, ax) /P 4 -53 (Jl@a(x) £ 1'3)(X)Ip k5 (%) ax)?

1r

Tk

J

car k ki 3 il suffit de faire tendre r vers 1'infini dans 1'inégalité pré-

>
i-j 7
cédente. I1 reste & approcher f 2 support compact XK avec f dans ﬂ;’p par

des fonctions de 62(5)

Posons
(7, £)(x) = j ( f(y) dy
J fe é:(g) » J_f est & support dans H = {x | ax, K) < €} 5 de plus,

(7, £) ) (5) - Js[f(i)(x)] ,

ceci pour i <n , donc
J|(Js )t - #|p i, (x) dx = JHIJe £ (x) - 2By k, (x) dx
<c JHlJe f(i)(x) - f(i)(x)lp dx

qui tend vers zéro avec ¢ .

On a utilisé le fait que ki est bornée sur tout compact.

PROPOSITION 2, - L'espace vectoriel V engendré par les (x - z) "+ y z€8,

Im z # 0 , est partout dense dans CO(~) muni de la nome |||£]l| = sup sup If( )GQI
i x

Démonstration. ~ L'adhérence de V contient 1'algdbre engendrée par V ; en ef-

fet, les éléments de la forme (x - Zl)-l eee (x = z.'n)"1 » o4 les z, sont tous
différents, sont dans V ; il suffit, em effet, de décomposer la fraction en é1é-
ments simples ; quant aux éléments de la forme (x - z)-2 s par exemple, on peut
les approcher par (x - z1)~1 (x - zz)-l s OU z, # Z5 et 2, et z, assez voi-
sins de 3z .

Or 1'algébre A engendrée par V est auto-adjointe, sépare les points, et, pour
tout x € R, il existe f € A avec f'(x) # 0, d'oh la densité dans Gg(g) , Ce-

ci d'aprés un théordme de Reid (voir [6]).

COROLLAIRE 3. - L'espace vectoriel V , engendré par (x - z)-l avec Imz #0 ,
1 Ay D
est partout dense dans C}g (,3) (resg. dans ‘.ld,rﬁl ).
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Démonstration. = Cela résulte des propositions 1 et 2, et du fait que les hi

sont bornés et les ki intégrables.

THROREME 4. - Le systeme ¥, (resp. ¥, ) est fondemental, si, et seulement si,
pour tout ze€C avec Imz #0, on a

sup |p(z)| =+ (resp. sup |p(z)| =+ ) .
N(p)<1 llpllg1
peg(x] pec[ x]

Démonstration. = Supposons que (x = zo)m1 appartienne & 1'adhérence de ([x]
dans C’;; (R) . Soit € >0, et soit P un polynfme tel que
1

(1) (14 1) 3@ (= 2”3 ot ar o2 W) e
Posons
lx - 3, Ii+1
K= sup sup 553 et ox) = (x - zo) P(x) -1 .

o<in x (1 + lxl/

1
On a IEQK' (zo)l =< 5 or, d'aprds (1), ho(x)lQ(x)‘ < €K . On va montrer que
N(Q/eK) <M. Pour ig<n, soit

Q (x)

P () (x - 5) ™1 s (- Dy

(x - 29t M (x) = q(x) + 30, (x)

donc

h(XHQ (I)l\l Ii 'Q,_()[+1T——-*I-;'Q1_()l .

Or, d'aprds (1),

h, (x)

h
o ()| < et lk_zliloi_()l =

Ix-zll
ou B:Imzo>0,donc
()
by e ¢ (1+3) -

Comme e est arbitraire, 1'assertion est vérifide.

Montrons que la condition est suffisante. Soit P wn polynfme tel que

n @D 1 et [B(z)] 3T .
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Posons
P(x) - P(zo)

Qx) =
(zo - x) P(zo)

Notons C(zo) = sup J;i;lfﬂ_.; on a

|x - z

|
0
(1+le)h(x)l—Q(x)+(x-z)'ll——1—*—|—’-‘-‘-h()IP(X)I 3 ¢(z) .

X - zol P(zo
On a

PH(x) = - P(2)[@ () (x - 7p) + 1€ ()]

et, par hypothése, h, (x)lPl(x)I 1, d'ol

. . (i=1) ¢(z,)
(2) (1+ |5]) b, () o) o+ 220 Tl
* (X - Zo)

Raisonnons par récurrence, et supposons que

K.
(14 I2D) n_ @13 V@) + 0 @ -0 (x- g0 <L,

ou Ki-l est une constante ne dépendant que de z, 3 on a alors

(1+ fx) b @M@ + (= DI s (2= 2"

X . (i-1)
<+ |x]) ny(x) Q" (=) + ()

X - zo)
Y MBS Ca© BT st C )
X o= ZO

¢(z,) . )

<+ ﬁi'ﬁ an) ny (0 113 ) 4 - DY (1= D1 (x - g
0

C(z ) i Ki-

< NO +-§ i 1 .

La majoration du premier terme résulte de (2) 3 celle du second résulte de 1'hypo-

thése de récurrence ; B = Im Zy 5 OT N est arbitrairement grand, donc (x - zo)-l

est dans 1'adhérence de ([x] dans q; ) .

Nous n'écrirons pas la démonstration pour W;’P , car elle résulte d'approxima-
tions du méme type.
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/ \
THEOREME 5. - Le systéme }ﬁl (resE. :Kl ) est fondamental, si, et seulement si,

(3) ‘[R sup 1o (x) dx = + ® (resp. méme condition avec |[p|| <1 ) .
~N(p)t 1+ x
pec X

Pour la démonstration, nous utilisons les lemmes suivants.

LEMME 6. - Soit B 1la boule unité de C;L) (res:g. li;’p ) s soit fB 1'ensen-
ble des fonctions g telles que g = (x - z)- f avec fe€B et In z > s>0.
Y
Alors B, est borné dans C“;él(,ﬂ) (resp. W;l ).

Démonstration.

(a) Dans L’;E (E) N

(14 Ixl) 0, ()1 ((x = )72 £(x))t] < € 5 1z h, (x)|f(1-P)(x) (x - 2)™P] <n(s)
p=0 X=-2

(b) Dans W;’p y
1

(15 15 /2@ (- 97 2P| c o0 3 1P 2039 ()
1 q_=0 1=-q

Puis on regarde les normes L¥ de chaque membre de 1'inégalité précédente.
Dans la suite, m désigne, soit la norme de C;(,B_) y Soit celle de '\“{E’p .

LEMME 7. = Soit

8(z) = inf nl(x - z) p(x) - 1], Inmz#£0 .
pecf x]

Alors |p(z)]| 8(z) <1, pour tout polynéme p tel gue n(p) g 1.

Démonstration. = Soit I 1'idéal de ([x] engendré par (x - z) , et soit 9,
une forme linéaire continue sur C[x] muni de la norme m , nulle sur I , et

telle que Icpz(l)l = §(z) et ‘]CPZ” =

L'existence d'une telle forme lindaire résulte du théoréme de Hahn-Banach. Soit
pefx] avee n(p) <1, »(x)=0p(z)+ (x-2)alx), dnc ¢/lp)=0p(z2) q,(1),

et par suite

lp(z)] 8(z) = le, ()] <1

Soient Bs l'enveloppe convexe fermée de (BS y Ty la jauge de Bs , et ps(z)

la distance pour Ty de (x - z)"l d C[x] lorsque Im z >s >0 . Il est clair
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que B, absorbe les polyndmes, et qu'on peut supposer ps(z) <1

LEMME 8. - Avec les notations précédentes, Pq (z) g 6(z) si Imz>s.

Démonstration. -~ Soit e >0 3 il existe f € B et un polynfme p tel que
(x - 2z) p(x) - 1 =1[8(z) + e] £(x) , d'od

- -1
p(x) = (x - 27" = [6(z) + ] £(x) (x-2)7" .
Par suite, Py (z) 6(z) + € 3 ¢ étant arbitraire, on a

o (2) < 8(z) .

LEMME 9. - Soit (pi)iel une famille de polynfmes sur ¢ majorés en valeur ab-
solue sur un demi-plan P par une fonction ef y ou f est surharmonique positive

dans P ; alors la famille (p ) admet une majoration du méme type sur tout

iel

demi=-plan translaté de P .

Pour la démonstration, voir [3] et [5].

Démonstration du théordme 5. = La condition (3) est suffisante. Supposons qu'il
existe z, € L avec Im z, > s , tel que ps(zo) # 0 . D'aprds le théoréeme de

Hahn-Banach,

-1
log p (z) = sup loglel(x - 2)7"]] ,
®
le sup étant pris sur les formes lindaires ¢ continues pour Ty telles que
o) < 1. 0Or 1'application z —=> loglel(x - z)-ljl est sousharmonique, car 1'ap-
plication z =» (x => (x - 2z)"1) est analytique de Im z >0 dans Cg(_@) , ot
par suite dans W;cl’p ou c;é(g) . Par suite, 1log ps(z) est une fonction surharmo-
nique positive dans Im z > s . |

D'aprés les lemmes 7 et 8, on a Pq (z)[p(z)l 1 dés que n(p) < 1 . Par suite,

-1og py(2)
Ip(z)I dés que m(p) <1, et ceci dans Im z > s . D'aprds le lemme

9, il ex:.ste une fonction harmonique ¢ positive, telle que |p(z)| < e\l;(z) dans

Im z > - s , pour tout p vérifiant m(p) 1.0na

I su ..9_5.'.2.(.’1'. dx < J \;(x) 5 mp(i) <®

= n(p)g1 1+ x° 1+ x°

Donc, si J.E sup 2 (];) dx = @ , alors p_ (z) =0 dans Imz >s , i. e.
nlp)gl 1+ x
pour tout ¢ >0 , il existe p € C[x] et £, € B avec
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q
-1 -1
(x = 2)"" - p(x) = ¢ ;gl A fi(x - Zi) , Inz, >s, Zlkil <1l

Donc ﬁl[(x -2t - p(x)1< e, d'aprds le lemme 6.

La condition (3) est nécessaire, car sinon on aurait

loglp(l)l 1 f —Efﬂlﬁéi—L dx <M <o dds que w(p) g1 ,

1+ x

ce qui contredit le théoréme 4.

PROPOSITION 10. = Supposons que la topologie définie par m soit plus fine que

la topologie de la convergence compacte j; alors

I log (x) dx = + ®
n(p<1~ 1+x

pegfx]

est nécessaire pour que m soit fondamentale.

La démonstration est la m8me que dans [1].

COROLLAIRE 11. - Si la topologie définie par m est plus fine que celle de la

convergence compacte, et si le systdme % (resp. ¥ ) est fondemental, il en est

de méme du systéme ((1 + |x|)¥ h1)1<n (resp. ((1 + |x])* k1)1<n ), ot T est un

entier guelconque.

Démonstration. -~ ¥ étant fondemental, d'aprés la proposition 10,

j 1og (z) dx = + = , donc f su tog (X)I dx = + o
n(p)<i 1+ x n(p)<t 1+ x

Le théordme 5 permet d'en déduire que Rl est fondamental, etc.

Remarque. - Considérons 1'espace e;(g) des fonctions de classe C° sur R &
croissance polynomiale, ainsi que leurs dérivées jusqu'a l'ordre n . On se donmne
(n+ 1) poids (h0 s see o hn) = ¥ , mais on ne suppose plus hO 3;h1 > e 2>hn ’
et on se pose le probléme de la densité, dans cet espace, de ([ x] pour la norme

HfH = Sup sup hl(x)]f(:L (x)l . On va supposer que les fonctions (h ) ne s'annu-
icn x
lent pas, et que, pour 1 <i <n, hi est une fonction paire décroissante dans

-+ N 2
R" . Sous ces hypothdses, on peut montrer que le systime X est fondamental, si,

et seulement si, 1l'une des conditions suivantes est vérifiée :
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(@) suwp |p(2)]| =+ ;
l|pllst
pelf x]

(8) I sup 1og p(g) dx = + o
Ipllst 1+ x

La démonstration consiste & montrer, en utilisant le théoréme des accroissements

finis, que " % fondamental" équivaut & dire que le systéme

B, (x) h, (x) -
S — 4 SUp ————————— , ¢e. 4 h (X
o T B T )

est fondamental. Puis & utiliser les théorémes 4 et 5, et le corollaire 11.
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