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FONCTIONS DERIVABLES

par Michel LEDUC

Cet exposé constitue une synthése de résultats classiques, de résultats de E.
ASPLUND [2], [3], et de résultats de 1'auteur [6], [7]. I1 exploite un récent théo-
réme obtenu par S. L. TROJANSKI [12] sur les espaces de Banach qui admettent une
partie totale faiblement compacte. Une abondante bibliographie sur le sujet est
présentée dans 1'article de ZIZLER [14].

0. Définitions et notations.
T ey o o W N Y A A A e e e ar oV oV o o

E désigne un espace vectoriel normé réel, E* son dual algébrique, et E' son

dual topologique.

£ désigne la norme de E , c'est-i~dire la fonction xe E -> |zl € (0, «(,

et A la norme duale.

S et S', B et B' , désignent respectivement les sphéres et boules fermées

de rayon 1 dans E et B' .

Bnfin, f désigne une fonction numérique définie sur E .

DEFINITION, - f est dérivable en a€ E, si

fla + tx) - £(a)

loeckE', VxekE, o(x) = 1lim

-0 b
£ est différentiable en a , si, de plus,
fe>0, dr>0, VxerB, l£(a + x) = £(a) - a(x)]| < ¢|x]| .

Soit D 1'ensemble des points de dérivabilité de f 3 f' désigne la fonction
f(a + tx) - f(a)
't .

dérivée de D dans E' , et on note f'(a).x 1la limite de

DEFINITION. - f hémiconverge vers r € R en aebB, si

¥ xekB, r = lim f(a + tx) .
£-0

Le préfixe "hémi" caractérise 1'hémiconvergence ; ainsi, 1'hémicontinuité de f
signifie 1'hémiconvergence vers sa valeur en tout point. En particulier, toute
fonction dérivable ou convexe est hémicontinue.
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Pour r€ R, on note N 1lintervelle )= , r) ; ainsi, B =4 (15) et
Bt = A 1(1S) .

Le préfixe w caractérise les topologies faibles ; ainsi, w-ouvert signifie ou-
vert dans E pour la dualité (B, BE') , et w-"ouvert signifie ouvert dans B!
pour la dualité (E!' , E) .

Les abréviations s. ¢. s. et s. c¢. i. expriment les semi-continuités supérieure

et inférieure respectivement.

Comme dans [9], pour a € E , on note

(a) ={oeE ; vxeB, fla+x) > £(a) + a(x)} .

DEFINITION. - E est w. c. g. (pour w-compact généré), s'il admet une partie

totale w~compacte.

En particulier, tout espace séparable ou réflexif est w. c. g.

/’
DEFINITION, - ¢ est s. c. (strictement convexe) en a€ Bk, g:i_._

xe®, o =l et fa+o=2ls] = x=a .

L est 1. u. c. (pour localement uniformément convexe) en a , si, de plus, pour

tout ¢ >0, il existe r >0 tel que

Il = llall et 2lall - fla+ =] <r => [la-x«f <e .

Remarque. = 4 est 1. u. c. en a équivaut & : Pour tout e >0 , il existe

r >0 tel que

2(flall® + dl?) = fla+ AP <r => fla-x <c .

1. Théoreémes de densité.
L e e a a¥ a¥ oV W VW aa a e

LEMME 1 (BISHOP, PHELPS). - Soit A une partie compldte non vide de E ; si
o € B! est majorée sur A, alors, pour tout e >0, il existe a € A tel que

(xeE et alx) Sellx]| >0) => (1 t>0, (a+tx)£4) .
(cf. [4], p. 28, lemma 1.)

Remarque. - Pour ¢ < ljof| , a est sur la frontidre de A , car il existe u € S

tel que a(u)>e,donc, ¥t>0, (a+tu)¢A,or a=lim(a+tu).
t10

LEMME 2. - Soient € >0, o et B € S'; si, pour tout x e g 1(0) ,

a(x) < ellx/2 , ators llo- 8] e ou fasplge -
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(cf. [10], p. 978, lemma 3.1.)

Remarque. — Cette majoration est optimale car, pour E = R2

~ ?

”(xl ’ xz)” =max“xl' ’ Ile} ’

e=2, o et B projections canoniques, on obtient

le =8l =lla+8ll=2=c¢ et vxegt(0), lax)|= =l = elldl/2 .

THREOREME 1. - Soient f une fonction numérique définie sur E, et r e £(E) ;

si f 1(r\) est borné complet, si f est hémi-s. c. s. sur f l(r ) , dérivable

sur £ (r) , et si, pour tout xe f 1(r) , £'(x) #0 , alors

£r(a) ) _ .
llf'(a)”>

VaeesS' et ¢>0, Haef_l(r): l(o:-

En effet, supposons ¢ < 1 . D'aprés le lemme 1, il existe a € £ *(2S) tel que
(xeB et alx) >elx|/2>0) == (1 t>0 , fla+tx) >r) .

Comme ¢ < |lof| , il existe u e S tel que a(u) >e , dome a(u) > clul/2 >0,
dfoh, ¥t >0, f(a+ tu) >r, puis, f &tant hémi-s. c. s.,

£(a) > lim sup fa + tu) >r ,
$10

dtou f(a) =
Ensuite, pour x € E et o(x) > ¢f|x|/2,

f(a + tx) - f(a) >0
t s *

f'(a).x = 1im
£10

Comme f£'(a) #0 , il existe v e S tel que f£'(a).v <O ; donc, si x € Ker f£(a) ,
alors, ¥ t>0, f'(a).(x+ tv) <0, dou ofx+ tv) <ex + tv]/2 , puis

ellx|l/2 .

@(x) = lim a(x + tv) < lim ellx + tv]|/2
t10 10

£1(a) ) e, car olu) + £1(a).u >
li£1(a)]] et (a)ll

THEOREME 2. = 801ent f une fonction numérique hémicontinue sur BE s &t

D'aprés le lemme 2, il en résulte )\( -

ref(E) ; si £ (r) est borné complet, si f est dérivable sur f l(r) , et
pour tout x € £ l(r) , £1(x) #0 , alors

VaeS' e >0, dacfi(s): x(-f'a))\

ll£*(a)]



9-04
En effet, d'aprés le lemme 1, il existe a € £(z) te que
(xeB et alx) >elxll/2>0) = (¥+>0, fla+tx)#1) .
Or en fait, f - r garde un signe constant sur le convexe
fa+x; xeB et a(x) >elxl/2>0} ,

car 1'image hémicontinue d'un convexe est connexe par arcs. Et cette propriété per—

met de poursuivre la démonstration comme la précédente.
’ 7. N . "1 ’ "1 < .
Remarque. - f é&tent hémicontinue, si f (r) est fermé, alors f (rS) aussi.

LEMME 3. - 51 E admet une fonction continfiment dérivable, non nulle, & support

borné, alors il admet une fonction positivement homogdne, continfment dérivable sur

E . {0}, telle que £71(1)  soit un voisinage borné de 1'origine.

(c£. [6], p. 226, théoréme 8.)
Remarque. - "Continfment dérivable" équivaut & "continfment différentiable".

THEOREME 3. - 8i E de Banach admet une fonction numérigue continfiment dériva-

ble & support borné non vide, alors toute partie dense de S admet une image con-

tinue dense dans S' , donc totale dans BE! .,

En effet, notons f 1la jauge associde par le lemme 3. Elle est hémicontinue car
dérivable (& 1'origine, utiliser la positive homogénéité), et 1 € f(B) car, pour
x#0, f(x)#0 puisque f—l(I$) est borné.

Elle est m8me continue car différentiable (& 1'origine, utiliser les voisinages
homothétiques), done £ (1F) fermé, c'est-3~dire complet, puisque E est de

Banach.

Enfin, comme f(0) =0 # 1, f est dérivable sur f-l(l) , et par positive ho-
mogénéité, pour tout x #0 ,

f1(x).x = f(x) # 0 et v+>0, f£1(tx) =71'(x) .

1 -~
D'aprds le théortme 1, 1'ensemble {_f_ifl_ s xef (1)} est donc dense dens

?
£+ (=)
St .
t -— !
L'égalité {—3—(-"-)-— s xef (1)} = {-f-'—il‘)— ; x €8} etla continuité de

!!f'(x)ll [+ (=]

? .
XES =~ £3X) e st permettent alors de conclure.

£+ (=)l

Remarque. - Le théoréme 3 est une version affaiblie mais simplifiée des résultats

de [13].
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2. Fonctions convexes dérivables.
P W o N a a  a a v o oV W W Y e e e ataal

LEMME 4 (HAHN, BANACH). - Soient a € B » F un sous-espace vectoriel de E , et

8 e F, vérifiant
VyeP, fla +y) > £(a) + 8(y) ;

8l f est convexe, alors il existe dans df(a) wun prolongement de B .

(Bxtension immédiate de [5], p. 9, theorem 1.)

Remarque. - Si f est majorée sur un ouvert non vide, alors toute forme linéaire

appartenant & U df(x) est continue.
x€B
Si, de plus, f est convexe, alors f est w-s. c. i., comme borne supérieure

des formes affines assocides.

LEMME 5. - Soient a et x €E ; si f est convexe, alors

(1im £(a + ti) - £(a) existe) <«=> ({a(x) ; o € 3f(a)} est un point) .

.)O

Bt alors cette limite et ce point coincident.

(Corollaire immédiat du lemme 4.)

Remarque. — f étant convexe, soit A < E ; si, pour tout xe€ A,

lim £(a + ti) - £(a) existe |,

t-0

alors cette limite existe aussi pour tout x appartenant au sous-espace vectoriel

engendré par A , et en dépend linéairement.

Si, de plus, f est continue, alors on obtient méme le résultat sur 1'espace

vectoriel fermé engendré par A .

PROPOSITION 1. - Soit ae€ E 3 si f est convexe continue sur E , alors les

propriétés (1.0) a (1.3) sont équivalentes :

(1.0) £ est dériveble en a ;

(1.1) I1 existe A s partie totale de E , telle que, pour tout xe€ 4,
fla + tx) - £(a)

lim
-0
(1.2) L'ensemble {o € B' ; « € af(a)} est un point §

(1.3) Yues, 0=1lim £(a + tu) + f(: - tu) - 2f(a

existe ;

£10
Et alors, ¥ xe E, f(a+x)-f(a)>£'(a).x.
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En effet :
(1.0) => (1.1) est trivial.
(1.1) <==> (1.2) est la transcripfion du lemme 5, compte tenu des remarques.
(1.2) ==> (1.0) est une conséquence du lemme 5.
Enfin, (1.0) ==> (1.3) car, pour tout x € E ,

f(a + tx) - £(a) N f(a - tx) - £(a)
T T

O

0=r"a).x + £'(a).(- x) = lim:
t-0

Bt (1.3) => (1.2) car, pour o et B € af(a) ,
tues et t>0, oaltu) <fla+ tu) - £f(a) et B(- tu) < f(a~ tu) - £(a) ,
d'oh

fla + tu) - £(a) ; f(a - tu) - £(a)

>a(n) - plu)

0 = 1lim
£10

donc o=-pB=0.
Remarque. — De fagon analogue, f étant convexe continue, la différentiabilité
de £ en a équivaut &
Ye>0, ir>0, fuers, 0L fla+u) + fla=u) = 2f(a).$ ET .

/ \
THEOREME 4. - Soient f une fonction numérique convexe définie sur E , et D

*continue sur

son domaine de dérivabilité ; si f est continue, alors f' est w-
D.

En effet, pour tout a € D, par continuité de f en a , il existe r >0 tel
que
Vyea+ 2rB, £(y) <1+ £(a) ,

donc, pour tout x € D n (a + rB) , d'aprés la proposition 1,
Fuers, f'(x).u,s f(x + u) - £f(x) <1+ £(a) - f(x)4s 1+ f'(a).(a ~-x) ,

d'ou

e @) s 3 1+ zllEr @) = £+ er@l .

Ainsi, dans un voisinage de a , f' prend ses valeurs dans le w—*bompact
(ll£*(a)]| + 1/r)B! . Or, comme pour tout uw € rB, f!'(x).u < f(x+u) - £(x) , si
@ € E' est w-*valeur d'adhérence de f' en a , alors, f étant continue,

a(u) < lim sup (£(x + u) = £(x)) = £f(a + u) - £(a) , et, d'aprés la proposition 1,
: X~a
o::_f'(a) o I1 en résulte que f' est w-*continue en a .
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Remarque. — M8me sans convexité, le théoréme de Rolle donne la réciproque :

Soient ae€ E, et f une fonction hémicontinue ; si, sur E \ {a} , f est dé~
rivable, et si f! w-*hémiconverge vers o€ B' en a, alors f est dérivable

en a, et f'(a) =0o .

THéORfIWE 5. = Soient a€ E, et f une fonction numérique convexe dérivable sur

E.Si f est différentisble en a , alors f' est continue en a .

EBn effet, pour tout ¢ >0 , par différentiabilité de f en a , il existe

r >0 tel que

Yyea+rB, £(y) - £f(a) < £'(a).(y - 2a) + elly - &l|/2 ,
donc, pour tout x € a + -g- B, d'aprés la proposition 1,
YueB LZr(x)u<flx+Eu) - £(x)
’ 2 TN 2

< fx+ -g-u) - £(a) = (£(x) - £(a))

< f'(a).(x +-§-u - a) + -;— Iz + g-u - g + £'(a).(a - x)

r [
sz-f'(a).u + -é' r
d'olh

vues, e>fx)au~=F"(a).u et £t (=) = £1(a)]| ¢

Remarque. — M&me sans convexité, on obtient :

Soient ae€ E, et f une fonction dérivable ; si f' est continue en a ,

alors f est différentiable en a .

3. Nommes dérivables.

LEMME 6 (SMUL'JAN). - Soit a€ E ; si £ est différentiable en a , alors, pour
tout ¢ >0, il existe r >0 tel que

(0 € B et llgf| - ala) <r) => (|jo=-2'(a)]] <e) .

(cf. [117.)
LEMME 7 (TROJANSKI). - Tout espace w. c. g. admet une norme équivalente 1. u. c.

(c£. [12].)

LEMME 8. — Soient 4, et 4, deux nomes équivalentes sur E, (Cl) et (02) dé-
crivant les propriétés s. c. et 1. u. c. ; si 2, est (Cl)’ et A, est (02),
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alors E admet une norme équivalente vérifiant (Cl) de duale vérifiant (02).

(ce. [2].)

PROPOSITION 2, - Pour E de Banach :

(2.1) 8i M est s. c., alors 4 est dérivable, et toute fonction convexe conti-

nue est dérivable sur un G, dense ;

)
(2.2) si A est 1. u. c., alors £ est différentiable, et toute fonction con-

vexe continue est différentisble sur un G6 dense.

(c£. [3], p. 32, theorems 1 et 2.)

Remarque. — Si E de Banach est w. ¢c. g., E n'admet pas nécessairement une
norme équivalente de duale 1. u. ¢,, car, par exemple, ﬁl(ﬂ) est séparable, mais

sa norme canonique n'est différentiable en aucun point.

/’ A
THEOREME 6. - Si la nomme duale A est différentiable, alors le complété de B

est réflexif. Réciproquement, tout espace réflexif admet une nomme équivalente

1. u. CI de d.'llale 1. Ue Co

En effet, par définition, pour tout o € S' , il existe dans S une suite (xn)

’ . - 3 3 \ A
vérifiant |lo|| = 1im a(xn) . Dtaprds le lemme 6, A'(x) = lim x, , d'od r(a) € 8,
A ne ne
puisque S est fermé dans E" ., I1 résulte alors du théortme 1, que S est total

A
dens E" , donc E" =E .

Réciproquement, si E est réflexif, alors E! aussi, et, d'aprés le lemme 7,
ils admettent des normes équivalentes 1. u. c. Or E' étant réflexif, toute norme

équivalente est une norme duale, et le lemme 8 permet alors de conclure.

Remarque. - I1 résulte de la proposition 2, que la norme obtenue et sa duale sont
différentiables.

4 Y
THEOREME 7. - Si E de Banach séparable admet une fonction numérique continfment

by

dérivable 3 support borné non vide, alors E' est séparable.

Réciproquement, si E' est séparable, alors E est séparable, et admet une nor—

me équivalente 1. u. c. de duale 1. u. c.

En effet, par quotient, S contient une partie dénombrable dense. Or, d'aprés le
théordme 3, toute partie dense de S admet une image totale dans E! . Donc E!

est séparable.

Réciproquement, si E! est séparable, alors E aussi, d'aprés [8], p. 64, théo-

réme 4.1. E admet donc une norme équivalente 1. u. c., d'aprés le lemme 7. Or,
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d'aprés [ 3], proposition 3, E admet également une norme équivalente de duale

l. u. c., et le lemme 8 permet de conclure.

Remarque. - Il résulte de la proposition 2, que la norme obtenue est différentia-
ble.

THéORﬁME 8. = Tout espace w. c. g. admet une norme équivalente l. u. c. et déri-

vable, car de duale s. c.

En effet, un tel espace admet, d'apres le lemme 7, une norme équivalente l. u. c.
Or, d'aprés [1], theorem 3, il admet aussi une norme équivalente de duale s. c.

Donc le lemme 8, puis la proposition 2, permettent de conclure.

4. Compléments et problémes ouverts.

LEMME 9. - Soient u et v € E ~ {0} ; alors

0<2- ( ) ol + vl = b+ vl
) ol 7S ], 9D

En effet, supposons ||u|| < ||vll . Par inégalité triangulaire,
o2 ¢ ) - (2 e -
1Y l|u”> [[ull H ||> l[al vl
donc
los ol yn, v ol
full Il vl ]
d'ou
. u o v\l + el =l +
2~ 2 + < ’
(Hu” ||V’|) fful

et finalement la formule, puisque ||| = min{||v|| , ||v||3} .

PROPOSITION 3, - Si E de Banach admet une fonction f positivement homogdne,
dérivable et continue, telle que £71(1) soit borné, alors, pour tout convexe com-
g see 3 Ty >0 et acf 1(1.)

pact K ne contenant pas 1l'origine, il existe r

1
tels que
‘ Kc U (£~ 1( ) - a) .
i=1
En effet, d'aprés le lemme 4, il existe o € S' tel que O < min o(K) , d'ou,

XEK}Q

par qéntinuité de «/i sur le compact K ,

Puis, d'aprés le théoréme 1, il existe a e fnl(l) tel que
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l(—f—'—g—al—-» o:) <ming—(3?—)— .
£+ (a)il xek ||x||

Donc, pour tout x € K ,
1
T (a).x + Ol(JC) < a(x) Hx”
£ (a)] e
dtou f'(a).x <0 ; et, par suite, il existe t >0 tel que fla + tx) - f(a) <0 ’
dlod tx e f-1(1<) -a.

’

Finalement, K ¢ U $(£71(1°) - a) , et 1z compacité de la partic K permet de
£>0
conclure.

PROPOSITION 4.
(4.1) Soient re )0, 1(, A<SS', et h: S'->5, vérifiant
Vo € St, a(b(a)) >r ;
si 81 c U (o+ rB') , alors h(A) est total dens E .

€A
(4. 2) Toute partie dense de S' admet une image totale dans E .

En effet, pour tout B e S' , il existe o€ A tel que ||cv - BH < r, donc
a(b(a)) - B(n(e)) <, d'oh B(h(a)) >0 . En particulier, S'n (h(a))t =49,
donc (n(A))* = {0} , et le lemme 4 permet de conclure (4.1).

(4.2) résulte alors des remarques suivantes :
Pour tout » < 1 , on peut choisir, par définition, h : S' —-> S vérifiamt,
taes', ahle)) >r.

BEt, pour tout r» >0, si A est dense dans S' , alors S' < U (¢ + rB') .
el
PROPOSITION 5, = Soient s >0, a€k, zl et z2 deux normes sur E ; si

£2\< s.,@,l , et si ,61 est 1. u. c. en a , alors 4 = 21 + 22 aussi.

En effet, pour tout ¢ >0, £, étant 1. u. c. en a , il existe r >0 tel que

1
|4l |2l
(x#0 et 2, - 2,6+ —Lx) <x) = (gy(a-—Lx) <—2—) .
I, RTINS
Alors, supposant a # O , pour tout x € B vérifiant
4(x) = 4(a) et 26(a) = 2(a + x) < ()
(1+ s)HaHl
d'abord -’3(-3)-<1|x|l isque £ =2, + £, < (1 + 8)4, , de mém L(E)—<|H
T+ s< ¥l » PH3G =5 T A 8); 5 de méme T < el

done
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4(a)

1+ s

< minfllall, , [I=ll;} 5

ensuite ||al|; + =, = lla+ =, < 2(a) + 2(x) - £(a + x) , puisque © < ”a“z.,.”x”z-”a.,_x
d'oh, d'aprés le lemme 9,

2=yt ) <22 (af + |l - |

Nall, =, 2(a) la ul
et par suite
Il .
sl ) T
enfin
lell, 1=l
2(a) |- L2 T2, (a _ x V. = _ ¢
lel, Il all, 2<lla|!1 uxul) lell, (1 + ¢)?
d'ou
B [Eh
L(a-x) <4, (a~ L 5 + 2 X - x\
(e -2 <y )l =)
<—t 4|2 | =
TrYS e ”a” [ETEA
< (1 + s)2 * L(X)'Z(a).(l + 5)2 T1+s

ot finalement £(a - x) <¢ .

Considérons les propositions ¢

(6.1) Toute partie dense de S admet une image dense dans S! .

(6.2) E admet une fonction numérique continfment dérivable & support borné non
vide.

(6.3) E admet des partitions continfment dérivables de 1'unité.

(6.4) E admet une norme différentiable.

(6.5) Toute fonction convexe continue est différentiable sur un G5 dense.,
On sait que :

(6.2) => (6.1) , pour un espace de Banach, d'aprés le théordme 3.
(6.2) => (6.3) , pour un espace séparable, d'aprés [6], proposition 11.
(6.3) => (6.2) et (6.4) => (6.2) , trivialement.

I1 serait intéressant de rechercher d'autres implications.
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De méme pour ¢

(7.1) S admet une image dense dans S' .
(7.2) E adumet une fonction numérique continue, w-"contintment dérivable, &

support borné non vide.
(7.3) E admet des partitions continues, w-¥continfment dérivables, de 1'unité.

(7.4) E admet une norme dérivable.

(7.5) Toute fonction convexe continue est dérivable sur un G, dense.
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