Y VES DERMENIJIAN

JEAN SAINT-RAYMOND
Produit tensoriel de deux cones convexes saillants

Séminaire Choquet. Initiation a I’analyse, tome 9, n°2 (1969-1970), exp. n° 20, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=SC_1969-1970__ 9 2 A10_0>

© Séminaire Choquet. Initiation a 1’analyse
(Secrétariat mathématique, Paris), 1969-1970, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Choquet. Initiation a 1’analyse » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SC_1969-1970__9_2_A10_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire CHOQUET 20-01
(Initiation & l%analyse)
9e année, 1969/70, n° 20, 6 p. 28 mai 1970

PRODUIT TENSORIEL DE DEUX CONES CONVEXES SAILLANTS

par Yves DERMENJIAN et Jean SAINT-RAYMOND

1. Position du probléme. - Soient E, (i =1, 2) un espace vectoriel sur R , et
K, (1 =1, 2) un cbne convexe saillant de E; + On pose

n
—_ c
K, ®K,=1{3 xieyil % €K , ¥, €K,}CE QF

1 2 i=1 2

- est un c8ne convexe de El ® E2

K1 ® K2 n'était pas réputé saillant, ou du moins cela n'était prouvé que sous des

I1 est clair que K1 ® K . A notre connaissance,
conditions restrictives (voir [3], p. 183). Le but de cette petite étude est de mon-

trer que Kl ® K, est saillant, et ceci sans condition supplémentaire. Nous don-

2
nons trois méthodes ; la deuxidme est la plus élémentaire, mais la premidre a 1l'a-
vantage de rappeler une caractérisation des espaces vectoriels totalement ordonnés,
de dimension inférieure ou égale 3 % s dont nous donnons une nouvelle démonstra-

tion en dimension finie.

I.é ~
2. THEOREME. - Si K, (i =1, 2) estun cbne convexe saillant de B, (i=1,2),

alors K1 b2 K2 est un c8ne convexe saillant de El ® E2 o

3. Réduction du probléme au cas de la dimension finie. - Si K1 ® K2 n'était pas
saillant, il existerait un x # 0 tel que =x € K, ®K,n= (K1 ® Kz) , donc

2
k n
2 X, O¥. == 3 X 0. , avec x, ¢XK. , y. €K, ,
jo1 1 i fegpy & i i 1 i 2
ce qui s'écrit encore

n

2 X, ®y. =0 .

jop 1 i

Nous supposons, bien s@r, que X, #0 et y; £0 (L =1 y eee 5 1) o Soit Fl
(resp. F2 ) le sous-espace vectoriel de El (resp. E2 ) engendré par les xi

(resp. les Y5 )s i=1, «e. , n . Comme X, ®y; appartient &
i=1

K, nF)® (K, nF) ,

cela entrafne que le c8ne convexe (Kl n Fl) ) (K2 n F2) n'est pas saillant.
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Finalement, il suffit de démontrer le théoréme 2 lorsque E, et E, sont de dimen-

2

n
sion finie, et pour cela nous montrerons que 1'égalité X, ® y; = 0 entrafne
i=1
une contradiction.

(A) Premidre méthode.

Les démonstrations des propositions 4 et 5 sont laissées au lecteur.

4., PROPOSITION, - Soit E wun espace vectoriel sur R . La classe C des c8nes con-

vexes saillants de B est inductive pour 1l'ordre défini par 1l'inclusion.

D'aprés le théordme de Zorn, il existe donc des c8nes convexes saillants pointés
maximaux. Nous les appellerons des semi-espaces (voir [2], pour une étude plus

poussée).

5. PROPOSITION, - Soit E un espace vectoriel sur R . Si E est muni d'un ordre

total compatible avec sa structure d'espace vectoriel, alors cet ordre est défini

par un semi-espace. Réciproquement, un semi-espace définit un ordre total.

De cela, on déduit que si L est un sous-espace vectoriel d¢ E, L nK (od K

est un semi-espace de E ) est un semi-espace de L .

6. LEMME. - Si K est un semi-espace dens un espace vectoriel E sur R de dimen-

sion finie n , il existe une base (al y eve ah) telle que, si (a? y see a;)

désigne la base duale, et si on pose

i(x)
i(0)

i

inf{j | a;*(x);eo}, si xeE- {0} ,

]

1,

on ait
K={0}uf{x| xe&, az(x)(x) >0} .

Démonstration. = Pour démontrer 1'énoncé lorsque n = 1 , il suffit de prendre

a, dans K - foy .

Su sons 1'énoncé vrai pour tout semi-espace d'un espace vectoriel de dimension
P P 3y 1Y

n , et soient E un espace vectoriel de dimension n + 1 » et K un semi-espace
de E . Comme K engendre E , il a un point intérieur ([1], chap. 2, § 2, exerc.
11 (a)). I1 résulte alors du théordme de Hahn-Banach qu'il existe un hyperplan H
de E passant par 0 , et un demi-espace ouvert Q 1limité par H , tels que
KcQul.
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Alors
~Kk2(K>2C(QuH) == ,
dtou
K2Q et K=Qu (HEnk) .

HnK est alors un semi-espace de H , ce dernier étant de dimension n . D'a-
prés 1'hypothése de récurrence, il existe alors une base (b1 y voo 9 bn) de H,
satisfaisant aux conditions de 1'énoncé. En prenant a, dans Q , et a4 = bm ’
on définit une base (zau1 y By g een s ) de E qui satisfait aux conditions du

lemme. BEn effet ¢

a
n+1

- Soit a}*(x)>0,et alors X € Q€K 3

- Soit a“{(x) =0 et xe€H, alors x €K si, et seulement si, a;‘_‘(x) (x) >0
ousi x=03

- Soit a';f(x)<0,etalors xe-Qc(K.

7. Démonstration du théordme 2 par la premidre méthode. — D'aprés le § 3, nous avons
n

118galité 2 %, ® ¥y = 0 , et nous supposons que E1 est engendré par les X
i=1

et E2 par leS yi (i = 1 g ees 9 n) L]

Soit P, (i =1, 2) un semi-espace de E, contenant X, . On a

i

K1®K2CP1®P25E1®E2 .

Si on démontre que Pl @ P2 est saillant, il en sera de m&me de K1 2 K2 .
P1 et P2 étant des semi-espaces de E1

(a1 y eee ar) et (b1 y ses s bs) de E, et B, , vérifiant la propriété du

et E2 , 11 existe des bases

lemme 6. Posons

r s
X, = 2 N, & V. = 2 s o by e
i7 o 1o oo 17 g0y 1B )

Soit p=inf{p | T i tel que )‘i 145 g #0} ;3 p existe bien, puisque l'on
9 ?
peut trouver un indice i tel que )‘i 1 #0 et que 5 #£0 .
’

On peut écrire alors

n n
0= 3 x oy, =3 (X N w,)e @b
jo1 i @, B ‘i=1 i,0 "1,/ @ B
n
donc izl ki,l “‘i,p = 0 . Comme, pour tout i , )‘i,l > 0 puisque X, € Pl , et

By o >0 puisque y; € P2 , et comme il existe un indice i tel que Bi,p )‘i,l# 0,
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il y a une coantradiction.
Ainsi les X, ® v sont tous nuls, ce qui prouve que
P1 ® P

2@-(91®P2)={0} .

P1 ® P2 , et par suite K1 ® K2 sont saillants.

Ce Qe F. D.
(B) Deuxidme méthode.

8. PROPOSITION. = Soit K un cdne convexe saillant de 1'espace vectoriel E sur
R, tel que dim(K =K) =n <+ « . Alors il existe une base de (K = K) , soit

(t1 s oo tn), telle que tout élément de K ait sa premidre coordonnée positive

ou nulle.

Démonstration. = Dans (K = K) , muni de la topologie habituelle, K a un point

intérieur ([ 1], chap. 2, § 2, exerc. 11 (a)), et, d'aprés le théortme de Hahn-
Banach, K est inclus dens un demi-espace fermé H' 1limité par un hyperplan H
passant par O . K € H' = f’l(gf) y ou f est une forme linéaire non nulle sur

K-K.

N

On prend un élément tl non nul de K et n'appartenant pas & H = fnl(O) et,

dans H , on choisit des éléments t2 g vee tn formant une base de H .,
5L y = oy tl + ees + o tn et yeK , alors f(y) >0 et, comme
£(y) = o, £(t)) ,

on a al 2;0 .

9. Démonstration du théordme 2 par la deuxidme méthode. - D'aprés le § 3, nous
n

avons 2 xi|® y; = 0 , et nous supposons que E1 est engendré par les X . On
i=1

choisit alors une base dans B By ese 9 By, telle que tout élément de K

1? 2 1
ait sa premiére coordonnée positive ou nulle :
£
Xi-- Z dikalc 9 dil >/0 ’ i= 1 9 oo n 9
k=1
dfol
n n f N % , g
0= 2 x.® V. = 2 (k o ®y. = 2 ® o, Y-) ’
i=1 + 1 i=1 =1 ik 8k) 1 k=1 ak (i=1 il 71
1'_1 n
done .2 @ ¥; =0 pour tout k , et en particulier -%. @, ¥ =03 o0r a,30

i=1
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et comme K2 est saillant, cela entrafne que @, = O pour i=1, ¢e0o , 0.

A
o . — - . . [ . N
Ainsi X, = %2 Uy By et dim El <4 -1, ce qui contredit 1*hypothdse.
Ce Qo Fo D.

(C) Troisidme méthode (suggérée par G. CHOQUET).

10. PROPOSITION. - Si C est un cOne convexe saillant dans _Ij_n s les cldnes con=

vexes fermés contenus dans C forment une famille filtrante croissante.

Démonstration. ~ Il suffit de démontrer que 1'enveloppe convexe, c'est-a-dire la

somme de deux tels cdnes convexes fermés Cl et 02 est fermée. Montrons que 1'ap-

plication ¢ : C, x C, —> _{{_n , qui 3 (x, y) fait correspondre x + y , est

propre. Soit K wun compact de R" , il faut montrer que cp-l(K) est compact.

On sait déja que ¢ L(K) est fermé, d'autre part
-1 '
o ® ={(x,y ] x€C, yeCy, x+yekicle x ®=-c)Inl&=-0)xcC,] .

On peut supposer que K est convexe (sinon on prend son enveloppe convexe), alors
[Cl x (K - Cl)] n[(x - 02) x 02] est un convexe qui ne contient aucune demi-
droite, et si on montre qu'il est fermé, alors c'est un compact, et cp-l(K) sera

compact.

Pour cela, considérons 1l'application ¢ : X x 02 - ,I}_n » et montrons qu'elle

est propre. Soit H un compact, on a
-1
g @) ={(x,y)| x-yen, xek, yeCQ}CKx(CZn(K-—H)) .

Comme ¢ (H) est fermmé, ot K x (c, n (K - H)) est compact, on obtient que
xfl(H) est compact., Ainsi K - 02 et K - C1 sont des ensembles fermés de ,En .
11. PROPOSITION. - Si ¢, (1 =1, 2) est un céne convexe saillant fermé dans

n , Cl®C est sajllant dans f@gn .

R

~

2

Démonstration., = C:i. est complet, il existe donc ([17, chap. 2, § 6, prop. 11)

une base de En telle que Ci soit dans _@2 « I1 est clair alors que, pour tout

x de Cl ®C X a toutes ses coordonnées positives dans la base canonique de

2 ?

,E_n d ,@n s donc que C1 ® 02 est saillant.
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12. Démonstration du théoréme 2 par la troisidme méthode. - On conclut facilement
en rajoutant su besoin 0 & K, (i=1, 2), et en remarquant que si (Fj)jeJ
est une famille filtrante croissante de c8nes convexes saillants dans E ,

U T, =T est saillant dans E .
eJ i
J ‘ Ce Qe Fa D

13. Remarque. = On va montrer que le produit tensoriel de deux semi=-espaces n'est

pas en général un semi-espace.

Soient E un espace vectoriel sur R de dimension supérieure ou égale & 2 , et
K un cbne convexe pointé saillant maximal dans B (c'est-3-dire : K est un semi-
espace). K possdde au moins deux vecteurs, X, et X, 5 non nuls et non co=li-
néairess K ® K définit un ordre dans E® E . Si cet ordre était total, on aurait :

- Soit x1®x2-x2®x

- Soit x, @ x.-x.® %

1>IO’
1@ %= %8% 50

D'autre part, il existe un automorphisme positif et involutif de E‘® E sur lui-

méme, & savoir

n n
2 X ®y, == 2 y.®X .
: i
i=1 =1
Par suite, si x1®x2-x2®xl>,0,ona x2®xl-x1®x2>,0,or
x1®x2-x2®x1=-(x2®x1-x1®x2),donc»x1®x2-x2®x1=0.

Ceci n'est pas possible, puisque x, et X, sont linéairement indépendants. On

agit de méme en supposant X, ® X, = X, R X £ 0.

Nous venons de démontrer que K ® K ne définit pas un ordre total, donc ce n'est

pas un semi-espace, d'aprés la proposition 5.
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