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7-01

ESPACES FORTEMENT RÉTICULÉS DE FONCTIONS AFFINES

par Hicham FAKHOURY

Séminaire CROQUET
(initiation à 1 ’ analyse )
9e année, 1969/70, n° 7, 40 p. 18 décembre 1969

Notations. - Si E est un espace topologique, C(E) désigne l’espace des fonc-
tions numériques continues sur E .

Si K est un convexe compact inclus dans un e. l. c. séparé, on note :

- E(K) l’ensemble (non vide) des points extrémaux de K ;
- S(K) le des fonctions convexes continues sur K ;
- A(K) l’espace des fonctions affines continues sur K ;
- M~~K) le convexe vaguement compact des mesures positives de masse 1 sur K.

Sauf mention du contraire (§5 et § 6), K désigne un convexe compact inclus
dans un e. 1. c. séparé, et X un simplexe compact.

Si H est un sous-espace d’un espace vectoriel ordonné E , on munit H de l’or-

dre induit par celui de E . On note sup (resp. infH ) l’opération "borne supé-
rieure" (resp. inférieure) quand elle est définie dans H. Si f et g sont deux

fonctions numériques définies sur un ensemble E, on note f v g (resp. f A g )
la fonction enveloppe supérieure inférieure).

Introduction. - Un sous-convexe F d’un convexe compact K est une face. s’il
satisfait la condition suivante :

Pour tout couple x et y de K , et tout X réel de )0, l( , si le point
x + (1 - X)Y est dans F, alors x et y sont dans F .

Une fonction f définie sur K, à valeurs réelles, est convexe, si

pour tout couple x et y de K y et tout X dans (0, 1) . La fonction f est

affine, si f et - f sont convexes. On munit M~(K) de l’ordre de Choquet ([4])
défini par

si, et seulement si, (f)  v(f), V f E S(K) .

Soit ~, une mesure de Ml(K) ; un point k de K est dit barycentre (et
on le note b()i) )~ si pour toute fonction de A(K) , on a

Si ~ et v sont deux mesures comparables (au sens de  ), elles ont un même



barycentre ; par suite, si Ek est la mesure de Dirac au point k , l’inégalité

k  v est équivalente à k = b(v) .

Une mesure est dite maximale, quand elle est maximale pour l’ordre ~ ; il est dé-

montré dans [4] que toute mesure de est majorée par une mesure maximale, et

que tout point de K est barycentre d’une mesure maximale.

Pour toute fonction numérique bornée f définie sur K , on introduit les deux

fonctions :

Pour les propriétés de ces fonctions, on peut se reporter à [4] et [ 19 ~.

Un simplexe est un convexe dfe. 1. c. qui est affinement homéomorphe à une base
d’un c8ne réticulé ; il est démontré dans [4] qu’un convexe compact X est un sim-

plexe, si tout point x de X est barycentre d’une mesure maximale unique (notée

Il existe plusieurs caractérisations des simplexes ; on pourra consulter [4],
~so~~ [13], [16], et [20].

Dans la suite, nous aurons surtout besoin de la caractérisation due à EDWARDS

[6 ~ p nous l’utiliserons sous le nom "théorème d’Edwards".

Dans le paragraphe 1, nous rappelons certaines propriétés des espaces de Banach

ordonnés, ainsi que les résultats de [5], [7], [8], et [9].

Dans le paragraphe 2, nous donnons une caractérisation des faces d’un simplexe,

que nous utilisons pour étudier les rapports entre la topologie faciale d’un sim-

plexe et celle de son quotient par une relation d’équivalence simpliciale.

Le paragraphe 3 est consacré à l’étude des sous-espaces fortement réticulés. Nous

montrons en particulier que, si un tel sous-espace est fermé, c’est un M-espace.
En utilisant les résultats du paragraphe 2, on montre que le "centre" de A(X) (où
X est un simplexe) est le plus grand sous-espace fortement réticulé et contenant
les constantes, ce qui permet de caractériser les fonctions affines facialement
continues. Ensuite, nous étudions le centre d’un K-espace, et nous montrons que
c’est le plus grand idéal d’ordre qui soit isomorphe pour l’ordre et pour la nonne
induits à l’espace des fonctions continues, nulles à l’infini, sur un espace loca-
lement compact..

Le paragraphe 4 traite de la tribu de Baire de max(X) et de l’étude du stabili-

sé du centre par limites simples de suites.



Dans le paragraphe 5, on étudie la pseudo-frontière de Choquet d’un M-espace, et

grâce aux théorèmes du paragraphe 3, on retrouve certains résultats connus.

Dans le paragraphe 6, on construit des exemples pour montrer les limites de vali-
dité des théorèmes des parties précédentes, en particulier on caractérise la topo-
logie faciale pour une famille particulière de simplexes.

Le théorème 3.17 a été indépendemment obtenu par R. NAGEL dans sa thèse ( ~ I~ ~) ;
il y arrive grâce à une étude systématique des idéaux d’ordre.

Le présent travail est une partie de la thèse de 3e cycle de l’auteur ; il re-

prend et développe la note [11] où le théorème 3.17 est déjà énoncé, ainsi que
l’exemple 6. 5. 3.

1. Préliminaires sur les espaces de Banach ordonnés.
Dans cette partie, nous rappelons certaines propriétés des espaces de Banach or-

donnés. La plupart des résultats déjà connus seront donnés sans démonstration, mais
avec simplement une référence bibliographique.

Un espace vectoriel E (sur R ) est ordonné, s’il existe une relation d’ordre

partiel ~ sur E, telle que ? °

( a) Si x ~ y , alors x + z  y + z , pour tout z de E ;
(b) Si 0 § x , alors 0 ~ pour tout X réel ~ 0 .
Soit E + = ~x E E ; 0  x~ ; les propriétés (a) et (b) entraînent :

(a’) E est convexe ;

(b t ) XE cE, pour 

Un ensemble vérifiant les propriétés (a’) et (b’ ) est un cône convexe.

Inversement, si P est un cône de E , la relation définie par

vérifie (a) et (b). Ainsi tout espace vectoriel ordonné est associé canoniquement
au cône des éléments positifs.

DEFINITION 1.1. - Un espace vectoriel E vérifie le lemme de décomposition de
Riesz, si pour tous x, y , z positifs, tels que z 1 x + y , il existe u et v

positifs vérifiant z = u + v , u f x et v ! y .

PROPOSITION 1.2. - Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) E vérifie le lemme de décomposition de Riesz;
(b) Si (xi)i~I et (yj)j~J sont deux suites finies d’éléments positifs de E ,



telles que 03A3 x. == Z y. , il existe une suite finie d’éléments positifs de E ,
20142014201420142014 

telle que

(c) Si ~u , v~  ~x , y) , il existe z dans E, tel que

Un espace vectoriel ordonné E est réticulé, si tout couple (x, y) admet une

borne supérieure x euPE y et. une borne inférieure x inf- y .

PROPOSITION 1.3. - Pour un espace vectoriel E , il est équivalent de dire que :

(a) E est réticulé ;

(b) Tout couple (x, y) dans E admet une borne supérieure ;

(c) Tout cou le (x, y) dans E admet une borne supérieure (ras}’. inférieure)
dans E+ , et E = E. - E . ,

Une démonstration de cette assertion se trouve dans [~2j.

Un espace de Banach E est un Banach-réticulé, s’il est réticulée et si l’appli-
cation (x, y) ~ x supE y est continue de E x E dans E .

Un M-espace est un Banach-réticulé qui vérifie :

(a) ’

(b) Tout couple (x, y) d’éléments positifs de E vérifie :

Un L-espace est un Banach-réticulé qui vérifie :

(a) tH’= !ttx)’! ( ï

(b) Tout couple (x, y) d’éléments positifs de E vérifie :

Soit E un espace vectoriel ordonné ; E* désigne l’espace dual (algébrique) de
E , et E# le cône dual de E , c’est-à-dire :

Si E est un e. 1. c., son dual topologique E t sera toujours muni de l’ordre dé-

f ini par E = Et n E~ .
+ +



DEFINITION 1.4. - Un espace simplicial est un espace de Banach ordonné E , tel

que :

(a) E 
+ 

est ferme ;

(b) E’ est un L-espace pour l ’ ordre et la norme 

Soit P(E) la partie positive de la boule unité de définie par

On munit P(E) de la trace de la topologie E) ; alors P(E) est compacte.

Sauf mention du contraire, E’ sera toujours muni de la topologie E~ .

Dans ~8 ~, EFFROS démontre le résultat suivant.

THEOREME 1.5. - P(E) est un simplexe compact, et l’espace E s’identifie pour

l’ordre et pour la norme à 1 espace des fonctions affines continues sur P(E) ,
nulles en zéro.

Soit X un simplexe compact ; il est clair que A(X) est un espace simplicial,

de plus X est affinement homéomorphe à l’ensemble

muni de la trace de la topologie a((A(X))’ , A(X)) .

Inversement, si E est un espace simplicial, et si l’ensemble

est fermé dans P(E) , alors X est un simplexe compact, et E s’identifie pour

l’ordre et pour la nonne à A~ X) .

Il existe d’autres caractérisations intrinsèques des espaces simpliciaux. Rappe-

lons celle-ci :

THÉORÈME 1.6 (DAVIES [5]). - Un espace de Banach ordonné E est un espace simpli-

cial, si + est fermé, et si de plus :

(a) E vérifie le lemme de décomposition de Riesz;

(b) Si x, y E E avec - x ~ y ~ x , on a ~ #~x~~ ;
(c) Pour x, y E E , il existe zEE tel que Z > (x , y) et 

DÉFINITION 1.7. - On note max(E) , l’espace E~P~E) ) ~ ~0~ muni de la topologie
des f aces définie par :

A C E(P(E))  {0} est fermé si, et seulement existe une face fermée F de

P(E) contenant 0, telle que 
1



Si l’espace E est de la forme A(X) pour un simplexe compact X, l’espace

max(E) s’identifie à E(X) muni de la topologie suivante :

A C E(X) est fermé si, et seulement s’il existe une face fermée F de X,
telle que E(F) = A .

L’espace E(X) , muni de cette topologie, sera noté max(X) , au lieu de 

Dans la suite, on aura souvent besoin des résultats suivants dus à EFFROS [8] et

[9].

THEOREME 1.8.

(a) Soit E un espace simplicial ; pour que max(E) soit séparé, il faut et il

suf f it que E soit un M-espace.
(b) Pour qu’un simplexe X soit un simplexe de Bauer il f aut et il suffit ue

max(X) soit sépare ; dans ce cas, la topologie faible et la topologie des faces

coïncident sur E(X) .

Dans ~9~, EFFROS présente une forme abstraite du problème de Dirichlet.

THEOREME 1.9. - Soient f une fonction de et u une f onction de

E ; il existe une unique fonction de E qui coïncide sur E(P(E» avec le produit
u.f .

COROLLAIRE 1.10. - Soient X un simplexe, et f une fonction de C(max(X)) ; il

existe un unique prolongement de f en une fonction f affine continue sur X.

Soit C le sous-espace de A(X) formé de ces prolongements ; C est appelé le
centre de A(X) . 

Nous allons maintenant donner un théorème du type "Weierst~ra,ss--Stone" pour des

simplexes. Ce résultat est dû à EDWARDS et VINCENT-SMITH [7].

Soient X un simplexe, et L un sous-espace de A(X) ; on note

et pour tout point x de E(X) , on pose

THEOREME 1.11. - Soient X un simplexe, et L un de tel ue :

(a) L contient les constantes ;

(b) L vérifie le lemme de décomposition de Riesz ;



(c) Pour tout x dans E(X) , et f dans L , avec f(x) =0 , on peut trouver
g dans L , et g(x)=0 .

Alors, pour tout x dans E(X) , l’ensemble L(x) est une face et L

est identique à l’espace des fonctions de A(X) constantes sur les faces L(x) .

Dans JELLETT a donné plusieurs conditions équivalentes à la proposition (c)
ci-dessus. Dans la suite, on aura l’occasion de poser une condition équivalente,
dans le cas où L est réticulé.

2. Relation d’équivalence sim liciale, sim lexe quotient.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques caractérisations des faces fermées d’un

simplexe compact, et nous étudions les simplexes quotients.

La proposition suivante est due à ROGALSKI, mais la démonstration qui suit est
différente de la sienne.

PROPOSITION 2.1. - Soient X un simplexe, et B un sous-convexe compact de X,
tel que B est une face de X.

Démonstration. - Soit 1 B la fonction caractéristique de B ; on montrera que

1B est affine, pour cela il suffit de montrer que

est filtrant décroissant.

Soient f1 et f2 dans F. et u.= f2 ; la fonction É est affine s, c.

i. , strictement positive sur lll(X) , et ù > 1 sur lll(B) . Le principe du maximum
de ~B 

cette famille est filtrante croissante, son enveloppe supérieure est û ; par suite,
la famille

de compacts d’intersection vide est filtrante décroissante. Il existe un élément
h ~ H avec Kh = Ø , ce qui veut dire 1B  h  û . L’ensemble F est donc fil-

trant décroissant. Soit F = 1 (l) ; il est clair que F est une face fermée qui
contient B . Soit x E E(F~ ~ E(B) ; comme F est une f ace fermée, x est dans

E(X) . Mais alors = = 0 ; d’où la contradiction, et B = F est une

face.



COROLLAIRE 2.2. - Soient K un convexe compacta X un simplexe~ et ç une a

plication affine continue de K dans X , vérifiant alors 

est une face fermée de X.

Démonstration. - cp(K) est un sous-convexe compact de X ; d’après l’hypothèse
sur on a E(cp(K)) c E(x) . On conclut par ce qui précède.

DEFINITION 2.3. - Soit K un convexe compact ; un sous-compact D est stable,
si pour tout x dans D ~ et pour toute mesure maximale ~ de barycentre x , on
a support( ) ~ c(D) .

PROPOSITION 2.4. - Soient X un simplexe, et D un sous-compact stable ; alors

c(D) est une face fermée de X.

Démonstration. - Soit K = c(D) ; montrons que E(K) C E(X) . D’après le théorème
de Krein-Milman, E(K) puisque D est compact. Soit x 6 E(X) ; la
mesure maximale de barycentre x (notée est différente de e ; par hypothè-
se, elle est portée par K. Elle peut être identifiée à une mesure de Mi(K) .
L’espace des restrictions à K des fonctions de A(x) est dense dans A(K) 
BANACH) ; par suite, le barycentre de X (en tant que mesure de est x.

Mais alors le point x n’est pas extrémal dans K , d’où la contradiction. La pro-

position 2.1 permet de conclure que K est une face.

La proposition 2.4 est une généralisation d’un résultat d’EFFROS [9]*

COROLLAIRE 2.5. - Soient X un simplexe, et D c E(X) un sous-compact de X ;
alors c(D) est une face de X.

On verra dans 6.1 que l’hypothèse " X est un simplexe" est nécessaire dans les

propositions 2.1 et 2.4.

Nous allons maintenant nous occuper du problème inverse de celui étudié par
EDWARDS et VINCENT-SMITH [7] dans le théorème 1, Il ; à savoir, trouver des condi-

tions nécessaires et suffisantes pour qu’une famille (F.). - de faces fermées

deux à deux disjointes, et telles que E(x) = U E(F. ) , joue le rôle de la famille

introduite dans le théorème 1.11.

La définition 2.6 et le théorème 2.7 sont dus à ROGALSKI [l9].

DEFINITION 2.6. - Une famille R = (F.). - de faces fermées deux à deux disjoin-

tes, et telles que E(x) = U est une relation d’équivalence simpliciale, si

l’espace H des fonctions de A(x) constantes sur chacune des faces F. vérifie :



(a) H~ sépare les faces 

(b) H vérifie le lemme de décomposition de Riesz;

(c) Pour tout 1~ espace des fonctions de H nulles sur F. est positi-
vement engendre.

_~ ~ , ..

THEOREME 2.7. - Soient X un simplexe, et R=(F.). -. une relation d’équivalen-
ce simpliciale sur X . Il existe un simplexe quotient de X par R (noté 
et une application affine continue surjective ~p de X sur (XJR) y tels que:

(a) = E((XJR)) ~ H~ = fh o ~ ; h e A((x)R))) ;
(b) II existe une bijection de 1 sur E((XJR)) , telle que

(c) Le couple est solution d’un problème universel dans le sens

suivant :

Pour tout simplexe Y, et toute application cp affine continue de X sur Y ,
constante sur les f aces F, , il existe une application c~ uni ue de sur

Y , y telle que

Soit R = une relation d’équivalence simpliciale sur X ; on remarque

que les ensembles définissent une relation d’équivalence au sens usuel
sur E(X). Inversement, on dit qu’une relation d’équivalence sur E(X) est simpli-

ciale, quand ses classes sont les ensembles de points extrémaux d’une famille de

f aces fermées formant une relation d’équivalence simpliciale.

On convient de noter une relation d’équivalence simpliciale R et sa trace sur

E(X) par la même lettre.

Les espaces max(X) et sont reliés par le théorème suivant.

THEOREME 2.8. - Soit R une relation d’équivalence simpliciale sur X ; alors
max( (X| R) ) et max(X)/R sont canoniquement homéomorphes.

Démonstration. - Soit 03C6 la restriction de l’application 03C8R à E(X) . Pour éta-
blir le théorème, on montre que F C est fermé si, et seulement si,

est fermé dans max(X) .

Soit F un fermé dans Il existe une face fermée Q de 

telle que E(Q) = F . Par conséquent, est fermé dans max(X) , puisque



Inversement, soit tel que soit fermé dans max(X) . Il
existe une face fermée G de X, telle que = E(G) . Mais

donc, d’après le corollaire 2.2, est une face fermée de de plus
F = E( ~ R ( G) ) . L’ensemble F est donc fermé dans max( (X f R) ) .

Par conséquent, l’application quotient de cp par R est une homéomorphie de

sur max( X) /R .

Avant d’aborder l’étude des espaces fortement réticulés, rappelons les deux ré-

sultats suivants sur les simplexes de Bauer.

PROPOSITION 2.9. - Pour un convexe compact K, les propriétés suivantes sont

équivalentes :

( a) K est un simplexe de Bauer ;

(b) Toute fonction f de C(E(K) ) se prolonge de manière unique en une fonction

de A(K) ; .

(c) L’espace A(K) est réticulé pour son ordre propre ;

(d) K est affinement homéomorphe au simplexe M + (E(K) ) .
. Pour une démonstration, on peut consulter [13] par exemple.

COROLLAIRE 2.10. - Pour que deux simplexes de Bauer X et Y soient affinement

homéomorphes, il faut et il suffit que E(X) et E(Y) soient homéomorphes.

Ce résultat se déduit du point (d) de la proposition 2.9.

3. Sous-espaces fortement réticulés.

Dans cette partie, on étudie une classe particulière de sous-espaces réticulés de

l’espace des fonctions affines sur un convexe compact. On montre, en particulier,

que le centre C de A(X) est le plus grand sous-espace fortement réticulé conte-

nant les constantes.

DEFINITION 3.1. - Soit K un convexe compact ; un sous-espace H de A(K) est

fortement réticulé, si :

( a) H est réticulé pour son ordre propre ;

(b) Si f et g sont dans H , et k dans E(K) , alors



PROPOSITION 3.2. - Soient K un convexe compact, et ~i un sous-espace fortement

réticulé de A(K) ; pour tout couple ~f , g) dans H, la fonction f v g (resp.
est affine continue.

Démonstration. - En effet, f v g est la plus petite fonction concave s. c. ’s.

qui majore f v g ; par suite,

Soit h dans A(K) , telle que h > f v g ; elle majore aussi f su g , d’après

l’hypothèse et le principe du maximum de Bauer. Par conséquent, f supH g = f v g .

La même méthode permet d’écrire f inf H g = fAg .

PROPOSITION 3. 3. - Soient K un convexe compact, et H un sous-espace de A~K~ ;
pour que H soit fortement réticulé, il faut et il suffit que tout couple de fonc-

tions f et g dans H admette une borne supérieure dans A(K) qui appartienne

à H .

Démonstration. - D’après la proposition précédente, la condition est nécessaire ;
elle est suffisante, car l’hypothèse entraîne que H est réticulé pour son ordre

propre. De plus, soit k un point de E(K) , et supposons

par suite,

Il existe donc 1~ dans A(K) , telle que

Ceci prouve que f sup~ g n’est pas la borne supérieure de f et g, ce qui con-

tredit l’hypothèse.

PROPOSITION 3.4. - Soient K un convexe compact, et H un sous-espace fortement

réticulé de A(K) ; alors l’ espace H est un sous-espace fortement réticulé de

A(K) .

Démonstration. - Soient f et g deux fonctions de H , telles que

la suite f sup~ gn est de Cauchy. En effet, d’après le principe du maximum de

Bauer et l’hypothèse sur H ,



Par construction, les suites fn et gn convergent uniformément vers f et g,

par conséquent : 
°

V E > 0 ; ~ N ~ N tel que, pour tout n, on ait

Soit h la limite de f n supH gn dans H ; comme h coincide sur E(K) avec

f v g , la fonction h est la borne supérieure de f et g dans A(K) . On con-
clut grâce à la proposition 3.3.

PROPOSITION 3.5. - Soit K un convexe compact ; il existe dans A(K) des sous-

espaces fortement réticulés maximaux. Un tel sous-espace est fermé dans A(K) .

Démonstration. - D’après le lemme de Zorn, il suffit de montrer que, si 

est une famille totalement ordonnée de sous-espaces fortement réticulés, l’espace
H = U H. J. est fortement réticulé. Soient f et g dans H ; il existe i dans 1

i ~
tel que f E Hi et g E Hi . La fonction f supHi g est la borne supérieure de f

et g dans on conclut par la proposition 3.3.

La deuxième partie est une conséquence de la proposition précédente.

L’exemple 6.2 montre qu’il existe un convexe compact K tel que A(K) ne con-

tienne pas un sous-espace fortement réticulé maximum.

PROPOSITION 3.6. - Un sous-espace de Banach de A(K) fortement réticulé est un

M-espace.

Démonstration. - L’espace H étant réticulé pour son ordre propre, il suffit de

montrer que H est un espace simplicial ; pour cela, on utilise le théorème 1.6.

Le cône positif de H est fermé, et H vérifie le lemme de décomposition de

Riesz, puisqu’il est réticulé. Soient f , g et h des fonctions dans H , telles

que

Il est clair que 1 .

La boule unité de H est filtrante croissante, d’après le principe du maximum de
Bauer et l’hypothèse sur H. L’espace H est donc un M-espace.

On verra, dans 6. 3, qu’ il existe un simplexe X, et un sous-espace H de A(x)
fortement réticulé, tel que H + R ne soit pas réticulé.

Soit K un convexe compact ; on peut supposer K canoniquement plongé dans



(A(K))’ , muni de la topologie 03C3((A(K))’ , A(K)) , au moyen du plongement canoni-

que cp défini par

cp(k)(f) = f(k) , pour tout f dans A(K) et k de K .

L’application cp est une homéomorphie affine de K sur q(K) , où

On confondra, dans la suite, K et par conséquent, on peut parler de

c(K u £0~~ ~ et c’est un convexe compact. Soit n la trace sur Y = c(K u (0)) de

la transposée de l’injection canonique de H dans A(K) . Elle applique Y dans

P(H) ; en effet, ~t est positive, et pour tout k dans Y, on a

D’après la proposition 3.6 et le théorème 1.5, l’espace H s’identifie à 

plus précisément, on a le théorème suivant.

THEOREME 3.7. - Soit H un sous-espace de qui, soit un espace simplicial ;
H est identique à l’espace et l’application 03C0 est sur j ective

de Y sur P(H) .

Démonstration. - La dualité entre H et H’ induit une application e de H

dans A û ( P ( H ~ ~ f isométrique et surjective sur un sous-espace dense.
La densité de e(H) est une conséquence du théorème de Hahn-Banach ; l’isométrie 

°

se déduit du théorème d’Effros (théorème 1.5). Par suite, e est surjective sur

Par définition des applications e et rr f il est simple de vérifier

que, pour tout f dans H, on a f = e(f) Ce qui démontre la première par-
tie.

L’application n étant affine continue, n(Y) est un convexe compact. Pour mon-
trer que n est surjective, il suffit de montrer que E(P(H» C 

Soit p un point de par suite,

Sinon, p = p1 - p2 où pi est dans TT(Y) , l’espace H étant simplicial, et

P ’ Pi ’ P2 étant positifs, on l* ~p1~ - ~p2~ = ~p~ K 1 1 donc p2 " ° J ce qui
Contredit 1 ’hypothèse sur p .

Il existe, d’après ce qui précède, une fonction f dans E , telle que
,, ,, , , - , , ... - .



D’où la contradiction recherchée ; par suite, rr est surjective. Pour une générali-

sation, on pourra se reporter à la remarque 6.8.

Soit p un point extrémal non nul de P(H) ; comme TT est surjective, 
est une face fermée non vide de c(K u f0)) . Plus précisément, En

effet, on a 1 = jjpj) = ))Tr(k))j ~ j)k)j = 1 , où k est dans Par conséquente
k est un point de K .

Comme P(ll) est un chapeau universel du cône positif de ce cône possède
des génératrices extrémales ; notons E(H~) cet ensemble.

(Pour la définition de chapeau d’un cône et ses propriétés, on renvoie à [18].)

Le théorème suivant caractérise les sous-espaces fortement réticulés.

, ,

THEOREME 3.8. - Soient K un convexe compact, et H un sous-espace de Banach de

A(K) qui soit un M-espace, et 03C0 l’application définie plus haut, les deux asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) H est fortement réticulé ;
(b) E(H’) .

Démonstration.

(a) ====> (b). Soit k un point de E(K) , tel que n(k) 7~ 0 , et supposons que
Tr(k) n’appartienne pas à une génératrice extrémale.

Il existe deux points y et y~ ~ de même norme que tels que

Soit h une forme linéaire continue, nulle en Tï(k) ~ et non nulle en y 1 et

y~ ( h existe, d’après le théorème de Hahn-Banach). On peut supposer h(y ~ = 1

et h(y~) = - 1 . Par suite, toute fonction f affine continue positive sur P(H) ,
qui majore h ~ ne peut s’ annuler en n(k) :

D’après les théorèmes 3.6 et 3.7, la fonction h o 03C0 appartient à H , et la fonc-

tion 1, = (h o ri su 0) s’annule en k . D"faprès le théorème 3.7, il existe une
fonction f de (P (H~ ) , telle que £ = f o n . La fonction f est affine,

continue, positive, et majore h , tout en s’annulant en d’où la contradic-

tion recherchée, et E E(H’) n P(H) .
(b) => (a) . Soient f et g deux fonctions de H ; comme H = o rr ,

il existe f 1 et g 1 telles que et 

Il est simple de vérifier l’égalité



Soit k un point de E(K) , tel que ïr(k) 7~ 0 ; par hypothèse,

où est un point extrémal de P(H) . Le calcul barycentrique permet
décrire :

L’espace H est donc fortement réticulé.

Soient K un convexe compact, et H un sous-espace de Banach de A(K) , réticu-
lé pour son ordre propre, et contenant les constantes. On sait que H est un M-

espace (théorème 1.6 et remarque précédente), et il s’identifie à 1 ’espace A(X)
où X est le simplexe de Bauer :

Soit n l’application définie plus haut ; elle applique K sur X . En effet,
pour tout k dans K,

D’autre part, l’application n est surjective, car H contient les constantes

(théorème de Hahn-Banach).

COROLLAIRE 3.9. - Soient K un convexe compact, et H un sous-espace de Banach

de A~X~ ~ réticulé pour son ordre propre, et contenant les constantes. Les deux

assertions suivantes sont équivalentes :

(a) H est f ortement réticulé ;
(b) n(E(K)) = E(K) .

La démonstration se déduit de la remarque précédente et du théorème 3.8.

Nous verrons, dans l’exemple 6.4, que les hypothèses du théorème 3.8 n’entraînent
pas E(P(H») .

Dans la suite, on étudie les sous-espaces fortement réticulés de l’espace des
fonctions affines sur un simplexe compact X ; en particulier, on précise la propo-
sition 3.5.

Pour tout x dans E(X) , on pose



On rappelle que le centre de A(X) (noté C ) est l’espace des prolongements affi-

nes continus des fonctions de C(max(X~ ~ (voir le corollaire l.10~ .

PROPOSITION 3.10. - C est un espace de Banach fortement réticulé identique à

l’espace des fonctions de A(X) constantes sur Q(x) pour tout x dans E(X) .

Démonstration. - Pour tout f de le prolongement affine

continu de f .

Le principe du maximum de Bauer appliqué à f montre que l’opérateur f ~ f

est une isométrie et un isomorphisme d’ordre de sur C.

En particulier, si f et g sont dans C, on a les relations suivantes :

Par suite, l’espace C est fortement réticulé.

L’espace C vérifie les conditions du théorème 1.11 ; par suite, C est l’espace
des fonctions de A(x) constantes sur L(x) (pour tout x dans E(X) ).

Montrons que c(Q(x)) = L(x) , pour tout x dans E(X) . L’ensemble L(x) est

une face fenmée ; par suite, .

Soit y un point de par définition de Q(x) , il existe une fonc-
tion f de C(max( X) ) , telle que f (x) ~ f(y) ; par conséquent, f ( x) ~ f (y) et

y ~ L(x) ; d’où la contradiction.

COROLLAIRE 3.11. - C est un sous-espace de A(X) , fermé pour la topologie de
la convergence simple sur E(X) .

Démonstration. - En effet, soit f une fonction de à C, pour la topolo-
gie de la convergence simple sur E(X) . Par suite, f est constante sur les ensem-

bles Q(x) ; on conclut par la proposition précédente.

LEMME 3.12. - Il existe une relation d’équivalence simpliciale Rx sur 

dont les classes sont les ensembles Q(x) où x parcourt E(X) .

Démonstration. - La famille est l’ensemble des classes de la rela-

tion d’équivalence sur max(X) définie par C(max(X)) . Soit L(x) = c(Q(x)) ; on



a va que L(x) est une face fermée. Posons IL. = le sous-espace

H RX est identique à C , par suite, RX est simpliciale.

COROLLAIRE 3.13. - Le simplexe est un simplexe de Bauer.

Démonstration. - L’espace s’identifie pour l’ordre et pour la nonne à

l’espace C . D’après les propositions 2.9 (c) et 3.10~ le simplexe est un

simplexe de Bauer.

Le simplexe est solution d’un problème universel dans le sens suivant.

THEOREME 3.14. - Pour tout simplexe de Bauer Y , et toute application affine

continue cp de X dans Y , telle que (p(E(x)) C il existe une application
affine continue  de dans Y , telle que

Démonstration. - L’application 03C6 vérifie E(Y) ; d’après le corollai-
re 2.2, l’ensemble cp(X) est une face fermée de Y , donc un simplexe de Bauer.

Par suite, on peut, sans diminuer la généralité, supposer cp surjective. L’appli-

cation cp étant affine continue de X sur Y, la restriction de 03C6 à max(X)
est continue de max(X) sur max(Y) . En effet, soient 03C6|max(X) cette restric-

tion, et F un fermé de max(Y) ; il existe une face fermée G dans Y, telle

que F = E(G) . Par conséquent,

Or est une face fermée de X ~ par suite est un fermé de

max(X) , et est continue.

Soit R~ la relation d’équivalence sur max(X) associée à cp ; alors 

En effet, soient x et y dans max(X) , tels que c~(x) ~ le simplexe Y

étant de Bauer, il existe une fonction f dans C(max(X)) , telle que

(théorème 1.8 (b)). Mais 1 ’ application f est dans C(ma,x~X) ) ; on en déduit
1 ’ inclusion cherchée.

Il existe donc une application ~ de max(X)/Rx sur max(Y) , telle que

Le théorème 2.8 pennet de supposer que c~p est continue de sur

max(Y) . Les simplexes et Y étant des simplexes de Bauer, les topologies de



et max(Y) sont respectivement les traces des topologies de 

et Y, d’après le théorème 1.8 (b).

On peut considérer que  est continue de sur E(Y) ; d’après la

proposition 2. 9 ~ ~ cp se prolonge en une fonction affine continue unique de 

sur Y . Ce prolongement est encore noté 1 . Par conséquent,  o 03C8X et cp sont

affines continues et coincident sur E(X) , elles sont donc égales.

L’unicité de  est facile à établir ; on déduit l’unicité de (à

une homéomorphie affine près) du corollaire 2.10.

COROLLAIRE 3.15. - Toute relation d’équivalence simpliciale R sur X , telle

que soit un simplexe de Bauer, contient R~ .

Le corollaire suivant généralise le corollaire 2.10.

COROLLAIRE 3.16. - Si X et Y sont deux simplexes tels que max(X) et max(Y)

sont homéomorphes, alors (X 1 ) et (Y|RY) sont affinement homéomor,phes.

La démonstration est immédiate, d’après le théorème 3.11 et les corollaires 2.10

et 3 12.

TEEOREME 3.17. - Le sous-espace C est le plus grand sous-espace fortement réti-

culé de A(X) et contenant les constantes.

Démonstration. - On a déjà vu que C est un sous-espace fortement réticulé.

Soit H un sous-espace de A(X) , fortement réticulé et contenant les constantes ;

d’après le lemme 3.4, on peut supposer H fermé. Soient Y le simplexe de Bauer

tel que H s’identifie à A(Y) , et ~r l’application canonique de X sur Y qui

vérifie E(Y) d’après le corollaire 3.9. Le théorème 3.14 montre qu’il

existe une application affine continue 1 de sur Y, telle que 

Des égalités C = o ~ et H = A(Y) o on déduit

H c C .

On donnera, dans 6.5, un exemple de deux simplexes X et Y non af finement ho-

méomorphes, mais tels que E(X) et E(Y) munis des structures uniformes induites

soient isomorphes, et tels que max(X) et max(Y) soient homéomorphes.

Soient E un espace simplicial, et P(E) le simplexe compact associé. Si C dé-

signe le centre de A(P(E)) , on note C a le sous-espace des fonctions de C nul-

les en 0 .



COROLLAIRE 3.18. - Soient E un espace simplicial, H un sous-espace de E tel

que H + R soit fortement réticulé ; alors H est un sous-espace de CO .

Démonstration. - Le sous-espace H + R étant fortement réticulé, c’est un sous-

espace de C, d’après le théorème 3.17. Comme H est un sous-espace de E ~ toute

fonction de H s’annule en 0, et par suite H C Co .

L’exemple 6.7 (b) montre qu’il existe un simplexe X, et un sous-espace H de

. A(X) fortement réticulé ne contenant pas les constantes, mais tels que H + R ne

soit pas fortement réticulé.

Donnons une caractérisation des fonctions de C, et quelques propriétés de ces

fonctions.

THEOREME 3.19. - Soient X un simplexe, et f une fonction de ~,(~) ~ les trois
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f est une fonction de C ;

(b) Pour tout X réel, les ensembles ~~ E X p f (x) >~, ~~ et ~x f (x) ~ ~,~
contiennent une plus grande face fermée ;

(c) Pour tout X réel les fonctions fvX et sont continues.

Démonstration.

(a) ===> (c) . L’espace C est fortement réticulé et contient les constantes,
de plus on a remarqué dans le lemme 3.2 que

Ce qui prouve l’assertion (c).

(c) ====> (b) . Soit X un nombre réel, et soit

L’ensemble G~ est une face fermée, d’après l ’hypothèse sur f v ?~ . Si GJ est

une face fermée vérifiant G’ c X ; f(x~ >~ ~~ , on a, pour tout x dans

f(x) ~X ~ par conséquent ~(x) = f(x) , t donc G’ C G..
La même méthode s’applique pour (x EX; f(x)  ~,~ .
(b) => (c) est évident.

PROPOSITION 3.20. - Soit f une fonction de C ; alors f(E(x)) est un compact;
et pour tout u dans C(f (E(~~ ~ ~ , on peut définir une fonction u ; f dans C .

L’espace



est le plus petit sous-espace fermé fortement réticule contenant f et les cons-

tantes.

Démonstration. - L’espace max(x) est quasi-compact d’après [8], et f 

est continue par hypothèse ; par suite, est un compact de R .

Soit u une fonction de l’application u.o f restreinte à max(X)
est continue, par conséquent, elle admet un prolongement unique en une fonction af-

fine continue sur X. Ce prolongement est noté u 0 f .

L’espace

est fortement réticulé.

En effet, soient u et Up deux fonctions de C(f(E(x))) ; il est clair que les

fonctions ~ ~ ~ coïncident sur E(x) ~ on
conclut grâce à la proposition 3.3. Soit H un sous-espace fortement réticulé con-

tenant la fonction f et les constantes. Pour tout X réel, la fonction f v X

est dans H ; or, avec les notations précédentes, = (u~ v B) o f , où u~
désigne l’application identité définie sur f(E(x)) . Par induction, on déduit que,
pour toute fonction u affine par morceaux, la fonction u o f est dans H . Par

application du théorème de Weierstrass-Stone, on conclut que L est inclus dans H.

Nous allons maintenant étudier le centre d’un M-espace sans unités

Rappelons un résultat d’EFFROS [9] qui nous sera utile dans la suite.

LEMME 3.21. - Soit E un M-espace (sans unité) ; max(E) est le quotient de

E(?(E)) s (0~ par la relation d’équivalence suivante :

y si, et seulement s’il existe X dans R ~ tel que

x = By .

Le centre C de E est l’espace des fonctions f de E ~ telles que 

appartienne à C(max(E)) .

Le théorème 3.22 a été obtenu lors d’une discussion avec MM. GOULLET de RUGI et

RO GAL SKI .

THEOREME 3.22. - Soient A = E(?(E)) ~ E(?(E)) ~ et u l’application définie par

u(x) = alors C est isomorphe pour l’ordre et pour la norme à l’espace des

fonctions définies continues sur E(?(E)) ~ (0) et nulles sur u(A) .

Démonstration. - Soit f une fonction du centre C ; montrons que f est nulle



sur u(A) ; il suffit, en fait, de montrer qu’elle est nulle sur u(A) .

Soit x dans u(A) ; il existe y dans 0  ~,  l ~

tels que y=Xx .

Le point y étant dans E ( P ( E~ ~ ~ il existe une famille filtrante qui

converge faiblement vers y . D’après le lemme 3.21, la famille est con-

vergente vers x pour la topologie de max(E). Par suite,

donc f(x) = f(y) , mais d’autre part f(y) = Xf(x) , par conséquent f(x) = 0 .

Inversement, soit f définie continue sur B(P(E)) ~ (0) , nulle sur u(A) ;

montrons qu’il existe un prolongement unique de f en une fonction de C.

L’ensemble u(A) ~ (E(P(E))  {0}) est un fermé de max(E) . En effet, u (0)

est un fermé stable (définition 2.3), d’après la proposition 2.4, F = c(u(A) u (0))

est une face fennée, et on a

est un ouvert facial ; et, d’après le lemme 3.21, les topologies faciales et faibles

coïncident sur W.

Soit g le prolongement de f à E~P~E~~ , défini par g(o) = 0 et g(x) = 0

pour tout E~P~E~ ~ ~ E~P(E~ ~ . La fonction ainsi définie est continue sur

E(P(E)) ~ et telle = g(x) pour tout x dans E(?(E)) . La fonction g

se prolonge en une fonction f de E [9]. Pour montrer que f est dans C ~ il

suffit de montrer que = flw est f acial ement continue ; or c’est bien le cas,

d’aprés ce qui précède.

D’après le principe du maximum de Bauer, l’application f ~ f est un isomorphis-

me pour l’ordre et pour la norme ; ce qui établit le théorème.

Rappelons la définition suivante.

DEFINITION 3.23. - Un idéal d’ordre est un sous-espace I de E positivement

engendré, tel que I+ soit une face de B+ .

COROLLAIRE 3. 2~4.~ ~- Le centre de E est un idéal d ordre fermé.



En effet, le centre C s’identifie à l’espace des fonctions de E s’annulant

sur la face fermée F = c(u(A~ ~ ~0~~ .

On appelle C-idéal, tout idéal d’ordre de E isomorphe pour l’ordre et pour la

norme à l’espace des fonctions continues sur un espace localement compact, nulles à

l’infini.

THEOREME 3.25. - Le centre de E est le plus grand C-idéal inclus dans E.

L’espace ~t , muni de la trace de la topologie max(E) , est localement compact.

Démonstration. - Pour montrer que C est un C-idéal, il suffit de montrer que

toute fonction de C est continue sur max(C) ([9]). Or, d’après EFFROS ~8~,
max(C~ est homéomorphe à W muni de la trace de max(E) .

Soit I un C-idéal de E ; pour montrer l’inclusion de I dans C ~ il suffit

de montrer que toute fonction de I est nulle sur F .

Supposons le contraire : il existe un point x de u(A) , et une fonction f de

I , tels que f(x~ ~ 0 . Mais alors la méthode utilisée dans le théorème 3.22 mon-
tre que f n’est pas continue sur max(I) , ce qui contredit le fait que I est

un C-idéal.

Le centre C étant un max(C~ est un espace localement compact ; or,

on a remarqué que max(C) est homéomorphe à W . Ce qui établit la deuxième partie
du théorème.

COROLLAIRE 3.26. - Soient f une fonction de C , et g une fonction de E ; il
existe une fonction de C qui coincide avec le produit f. g sur E(P(E)).

Inversement, soit f une fonction de E telle que, pour tout g dans E , il
existe un élément de E qui coïncide avec f.g sur E(P(E) . Alors f est une

fonction de C .

Démonstration. - On déduit la première partie de [9] et du théorème 3.22.

Inversement, soit x dans u(A) , tel que f (x~ ,-~- 0 ; il existe une fonction g

dans E, telle que g(x) ~ 0 . Le point x étant dans u(A) , il existe une fa-
mille filtrante (x.). - dans E(P(E» convergeant vers un point y tel que

y = ÀX ( avec 0  X  1 ). Par suite,

Comme le produit f.g est défini dans E , on a



Or ceci est impossible, puisque X est différent de 0 et de 1 ; d’où la contra-

diction cherchée.

COROLLAIRE 3.27. - Un M-espace est un C-espace si y et seulement si, pour tout

x dans E(P(E~ ~ ~ ~0~ f il existe une fonction du centre de E qui ne s’ annulle

pas en x.

Démonstration. - La condition est nécessaire, puisqu’un C-espace est identique à

son centre.

Inversement, si elle est vérifiée, la face F (théorème 3.22) est réduite à 0 .

L’espace E est alors un C-espace.

Il est faux qu’un espace simplicial sans unité, dont le centre est un idéal d’or-
dre vérifiant le corollaire 3.26, soit un M-espace. Il suffit de prendre pour es-

pace simplicial le sous-espace des fonctions nulles en 1 de l’espace H intro-

duit dans l’exemple 6.5.4.

COROLLAIRE 3.28. - Soit K un convexe compact. Tout sous-espace fortement réti-

culé et fermé de A(K) contient un plus grand C-idéal d’ordre.

Ce qui précède nous permet d’introduire et préciser la notion de centre CR d’un

sous-espace H fortement réticulé fermé dans A(K) .

, ,

THEOREME 3.29. - Si H est un sous-espace fortement réticulé fermé et séparable

dans A(K) , il admet C H comme f acteur direct.

Démonstration. - Il suffit de montrer qu’un M-espace séparable admet son centre

comme facteur direct.

Soit E un tel espace ; le simplexe P(E) est métrisable, et la face F (théo-
rème 3.22) est une face G8 . D’après un théorème de Lazar ([16]), il existe une

rétraction affine continue r de K sur F , qui coïncide avec l’identité sur F ,

L’application f .-~ for dans E est une isométrie positive sur

un sous-espace G de E. Toute fonction f de E s’écrit ’

où (f|F o r) est dans G, et (f - f|F o r) dans C. D’autre part, G n C = {0} .

Par suite, E est somme directe (algébrique) de G et C à Ces deux es -
étant fennec on déduit du homomorphismes de Banach que E est somme



directe topologique de C et G .

Remarquons que cette somme directe n’est pas une somme ordonnée et, en général,
il n’existe pas de relations simples (non triviales) entre la norme de f et celles

de (fjp o r) et (f - fjp o r) .

4. Tribu de Baire de 

Dans la suite, on notera d l’espace de toutes les fonctions affines définies
sur un simplexe compact X. Si f et g sont deux fonctions de ~, ! on note
f sup g (resp. f inf~ g ) la borne supérieure (resp. inférieure) de f et g

dans l’espace d (si elle existe).

Dans ce paragraphe, X désigne un simplexe compact.
, 

’

DEFINITION 4.1. - Soient K un convexe compact, et f une fonction affine sur

K ; la fonction f vérifie le calcul barycentrique, si elle est universellement

intégrable, et sir pour toute mesure  de l’égalité suivante est véri-
fiée :

Soient f et g deux fonctions définies sur X , vérifiant le cal-
cul barycentrique ; alors f sup g et f inf a g existent, et pour tout x dans

X , les égalités suivantes sont vérifiées :

Démonstration. - Il suffit de montrer l’existence de f sup g , ainsi que les

égalités (a), le cas inf a et (b) étant similaires.

Les deux fonctions f et g étant universellement intégrables, il en est de
même de f v g . Par suite, l’application x -.~ B.Lx(f v g) de X dans 1! est

définie et affine.

Soient

On note ~,i la restriction de ~ à ~i ~ 1 , 2) ; alors



l’égalité suivante est vérifiée :

On peut, s ans diminuer la généralité, suppo ser ~, ~A. ~ ~ 0 ;x i

Soit, par ailleurs, une décomposition quelconque de x f

ce qui entratne

Cette inégalité, comparée avec (iv), entrafne la deuxième partie de (a).
Soit h une fonction affine définie sur X , majorant f et g ; d’après (iii),

Par conséquent,

Notons que le lemme précédent n’affirme pas que l’application f sup g vérifie
le calcul barycentrique.

Le lemme 4. 2 a été démontré sous une f orme un peu différente par ALFSEN’ 

dans le cas d’un simplexe métrisable*



COROLLAIRE 4. 3. - Si f et g sont deux fonctions s. c. s. (resp. s. c. i.) dé-
finies sur X, l application f sup03B1 g f inoj g ) est s. c. s. 

s. c. i.)~ et coïncide avec fAg).

La démonstration de ce corollaire est déduite du lemme précédente en remarquant

qu’une fonction s. c. s. (resp. s. c. i.) vérifie le calcul barycentrique.

Dans la suite, on aura besoin du résultat de G. CHOQUET [3].

LEMME 4.4.

(a) Soit K un convexe compact ; toute fonction sur K vérifiant le calcul ba-

rycentrique est bornée.

(b) Soit une suite de fonctions définies sur K y vérifiant le calcul

barycentrique, et qui converge simplement vers une fonction f. Alors la suite

(f ) est uniformément bornée, et f vérifie le calcul barycentrique.

On note L le plus petit espace de fonctions contenant C , et stable par limite

simple de suites. Remarquons que les fonctions de L sont bornées, et vérifient le

calcul barycentrique (diaprés le lemme 4.4).

PROPOSITION 4.5. - L’espace L est réticulé pour son ordre propre, et pour tout

x dans X, les égalités suivantes sont vérifiées :

(a) i supL g(x) = v g) ; .

(b) f g(x) = g) .

Démonstration. - Soient f et g dans L , on note S(f ; g) la fonction

x 2014~ g) ; il suffit de prouver que S(f ; g) est dans L, pour tout cou-

ple f et g ; on pourra conclure grâce au lemme 4.2 et à la proposition 1.3.

Par conséquente si f est une fonction de L ~ et si on pose

N(f) S(f ; g) 

il suffit de prouver L C N(f) , pour tout f dans L.

L’ensemble N(f) est stable par limites simples de suites : en effet, soit

une suite de fonctions de N(f) , convergeant simplement vers une fonction
g ; la suite (g) est unifonnément bornée, grâce au lemme 4. 4, et

Par suite,



(diaprés le théorème de Lebesgue). La suite S(f ; g ) converge vers S(f ; g) ;
par suite, cette fonction est dans L . L’ensemble N(f) est donc stable par limi-
tes simples de suites.

Montrons l’inclusion C C N(f) , pour tout f dans L . Cette démonstration se

fait par récurrence transfinie sur la classe de f :

Supposons f dans C, et soit g une fonction de C ; la fonction S(f ; g)
est dans C , grâce aux lemmes 3.2 et 3.10.

Soit a un ordinal donné ; on suppose que, pour toute fonction h de classe P

(p  a) , on ait C C N(h) . Soient f une fonction de L de classe et g

dans C . Alors il existe une suite (h ) eN dans L, telle que h soit de clas-

se p .(03B2n  03B1) pour tout entier n . La suite (hn)n~N est uniformément bornée

(lemme 4. 4~ , et .,

Par hypothèse de récurrence, S(h ; g) est dans L, il en est donc de même pour

S(f ; g) ; par suite, C C N(f) .

Cette dernière inclusion, jointe au fait que N(f) est stable par limites sim-

ples de suites, entra1ne que L C N(f) , pour tout f dans L .

C. Q. F. D.

DÉFINITION 4.6. - Un espace vectoriel ordonné E est dit dénombrablement réticu-

lé, si pour toute partie dénombrable majorée (resp. minorée) il existe une borne

supérieure (resp. inférieure).

COROLLAIRE 4.7. - L’espace L est dénombrablement réticulé, et, pour toute suite

majorée dans L , les deux fonctions "borne supérieure" et "enveloppe supérieure"
coïncident sur E(X) . On a la propriété duale pour les bornes inférieures.

Démonstration. - Soit une suite majorée de fonctions de L ; pour tout

entier n , on pose = sup(f1 , f2 , ..., fn). Cette fonction existe, d’après
la proposition 4.5. La suite (gn)n~N est croissante et majorée par hypothèse ; par
suite, elle converge vers une fonction notée f . Cette fonction est dans L , et

c’est la borne supérieure de la suite (fn)n~N. En effet, soit h une fonction de
L qui majore f pour tout n ; par suite, hgn pour tout entier n , ce qui
entraîne h ~ f .

Grâce à la construction de f , pour tout x dans E(X) , on a les égalités sui-

vante s :



Ce qui démontre la deuxième partie du corollaire.

On rappelle la définition d’un simplexe standard.

DEFINITION 4.8. - Un simplexe X est standard, si E(X) est universellement me-

surable et porte toutes mesures maximales.

On note B(max(X) ) l’espace des fonctions bornées de Baire sur max( X) , c’est-
à-dire le stabilisé de C(max(X) ) par limites simples de suites bornées convergen-
tes.

PROPOSITION 4.9. 

(a) Si f est une fonction de L , alors est une fonction de B(max(x)) .
(b) Soient X un simplexe standard et f une fonction de la fonc-

tion définie par (x) = x(f) est une fonction de L prolongeant f telle ue

l’opérateur T : f -~? soit une bijection et une isomorphie d’ordre de B(max(X) )
sur L et inverse de l’opérateur restriction à E(X) .

Démonstration.

(a) Par définition de C ~ toute fonction f de C est telle que ap-

partienne à C (max(X) ) q il est facile de vérifier (a) par un argument de récurren-
ce transfinie.

(b) Soit X un simplexe ; l’inclusion B(E(~X) ) étant claire, toute
fonction de B(max(X) ) est universellement intégrable. Par suite, si on suppose

que X est standard, l’ application x ~ ~, x (f ) a un sens.

Pour montrer que f est une fonction de L, on utilise de nouveau un ’argument
de récurrence transfinie.

Il est clair que f est un prolongement de f . L t opérateur f ~  est surjec-
tif de B(max(X) ) sur L , d’après (a) ; il est injectif, car les fonctions de L

vérifient le calcul barycentrique. Il est simple de vérifier que c’est aussi un iso-
morphisme d’ordre.

,

DEFINITION 4.10. - Une partie A de X est une L-face, si elle est L-exposée,
c’est-à-dire, si on peut trouver une fonction f dans L , telle f-1(0) .



On rappelle que, si A est une face d’un simplexe X, il existe une plus grande
face disjointe de A (notée A’ ), dite face complémentaire de A.

Le lemme suivant est démontré dans [14J sous des hypothèses assez larges, mais
l’énoncé que nous en donnons est suffisant pour notre propos.

4, Il. - Soit A une L-face ; alors les équivalences suivantes sont véri-

fiées :

(a) (x E A) ==> (~, x (A) ~ 1 ) ~
(b) (x E A’) ~ (~(A) = 0) .

PROPOSITION 4.12.

( a) La classe des L-faces est stable par intersections dénombrables et envelop-

pes convexes finies.

(b) Si X est un simplexe standard, la face complémentaire d’une L-face est une

L-face.

L’application A -~ E(A) est une bijection entre la classe des L-faces et la

tribu de Baire de max(X) .

Démonstration.

(a) Soit une famille dénombrable de L-faces telles que, pour tout n,

on ait

Les fonctions f sont bornées, d’après le lemme 4.4 (a) ; par suite,

est une fonction de L+ .
Il est simple de vérifier que ~ A = f-1(0) ; c’est une L-face. Soient Al et

~ 
n . l

n

à 2 deux L-faces associées à deux fonctions f1 et f2 de + . Il suffit de
montrer que

Or ceci résulte du lemme 4.2 (b).

, (b) Supposons que X est standard, et que A est une L-face non vide ; d’après
la proposition 4.9 (b), E(A) = A n est un ensemble non vide de la tribu de

Baire de max(x) . Soient la fonction caractéristique de et 



le prolongement défini dans la proposition 4.9 ; alors En ef-

fet,

grâce an lemme 4*11 (a) ; de plus, d’après la première partie,

Par suite, est la face complémentaire de A ~ et c’est, bien entendu,
une L-face.

Soit B un ensemble de la tribu de Baire de max(X) ; il est clair que

Il reste à prouver que A -~ E(A) est injective ; or ceci résulte du lemme 4.11.

On notera la ressemblance entre les propositions 4.5, 4.9, et 4.12 de cet exposé
et les résultats d’ALFSEN dans 

Pour conclure cette partie, donnons un critère généralisant un résultat d’EFFROS

~8 ~ pour qu’un simplexe X soit un simplexe de Bauer.

Notons X le stabilisé de A(X) par limites simples de suites ; alors, on a la

proposition suivante.

PROPOSITION 4.13. - Avec les notations précédentes, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(a) C = A(X) ;
(b) A(X) eL;
(c) K c L ;

(d) X est un simplexe de Bauer.

Démonstration. - Il est simple de vérifier (d) ====> (a) ====> (b) et

(b) ..=> (c) ; (c) => (a) est une conséquence de la proposition 3.10.

5. Frontière de Choquet et frontière de 0160ilov d’un M-es ace.

Nous étudions, dans cette partie, les "frontières" de Choquet et de ~ilov asso-
ciées à un sous-espace de A(X) ~ où X est un simplexe compact. Les sous-espaces
considérés n’étant pas nécessairement séparant, nous introduisons la notion de

"pseudo-frontière".

Soient K un espace compact, et H un sous-espace de C(K) ; on note 03C6 le



plongement canonique de K dans H’ , défini par

Il est clair que est une forme linéaire positive, de norme inférieure ou

égale à 1 .

DÉFINITION 5.1. - Avec les notations précédentes, définissons l’ensemble 

des points k tel s que soit un point extr~a3. non nul de P(H) .
L’ensemble a (H) est appelé pseudo-frontière de Choquet.

DEFINITION 5. 2. - Soient K un compact, et H un sous-espace. F ~ K est H-

maximisant, si, pour toute fonction f de H, il existe un point k de F, tel
que |f(k)| = ~f~ . S’il existe un plus petit ensemble femé saturé et H-maximi-

sant il est dit pseudo-frontière de 0160ilov.

PROPOSITION 5.3. - Soient K un espace compact, et H un sous-espace de 

qui soit un espace simplicial ; alors c(03C6(K) u {0}) = P(H) . En particulier,
est non vide.

Démonstration. - Soit X = M1+(K) ; l’espace H s’identifie à un sous-espace de

A(X) qui soit un espace simplicial pour l’ordre et la norme induits. Notons rr le

prolongement naturel de  à c(X u (0)) ; d’après le théorème 3.7, on a

Il suffit donc de montrer l’égalité

Or K s’identifie à E(X) , et 03C6 à la trace de rr sur E(X) ; par suite,

Grâce au théorème de n’est pas vide.

Pour une généralisation, nous renvoyons à la remarque 6.8.

PROPOSITION 5.4. - Soient K un compact, et H un sous-espace de C(K) ui
soit un espace simplicial ; alors la pseudo-frontière de ~ilov est l’adhérence de

la pseudo-frontière de Choquet.



Démonstration. - Soit F un ferme saturé et H-maximisant dans K , et supposons

~ C ~H~ ~ F . Il existe donc un point k de K, tel que

L’ensemble cp(F) étant compact, et le point étant extrémal, il existe

(d’après le théorème d’Edwards) une fonction positive f telle

que

D’où la contradiction recherchée ; par suite, est la pseudo-frontière de Silovu
de H .

Soient X un simplexe compacta et H un sous-espace de A(x) qui soit un M-

espace pour l’ordre et la norme induits par A(x) . On identifie H à l’espace

Ao(P(H)) y et on note n Inapplication canonique de c (X u (0)) sur P(H) . On
rappelle que E(H’) désigne l’ensemble des génératrices extrémales de H’ . En gé-

néral, l’inclusion rr(E(x)) c E(n’) n P(H) est fausse en vertu du théorème 3.8.

THÉORÈME 5.5. - Soit H un sous-espace de A(x) qui soit un M-espace ; il

existe une plus grande face fennée F dans X , vérifiant les trois propriétés
suivantes :

(a) L’espace des restrictions à F des fonctions de H est un sous-espace de
A(F) fortement réticulé ;

(b) restreinte à c(F u (0)) ~ est surjective sur P(s) ;
(c) Toute fonction de H atteint son maximum sur F .

Démonstration.

(a) Soit A = Tï" (E(H~) n P(H)) n E(x) ; pour montrer que F = est une face

fermée, il suffit de montrer que E(F) = en vertu de la proposition 2.1.
Comme H est un M-espace, E(H’) n P(H) est faiblement fermé ([9]) ; par suite,

Soient x un point de E(F) , et G la génératrice extrémale contenant x ;

alors G = 03C0-1(GX) est une face fermée de X . Par conséquent E(G) c: donc

par suite G c: F . Le point x extrémal dans F est extrémal dans . G ; par consé-

quent, x est dans E(X) .



Soient HF l’espace des restrictions à F des fonctions de H , et j l ’injec-

tion canonique de F dans X ; l’ application vérifie

Montrons que les deux simplexes P(Hp) et P(H) sont affinement homéomorphes.
En effet, l’application f est une isométrie et une isomorphie d’ordre de

H sur H . Soit f une fonction de H ~ elle s’écrit f = f on où f. 6 

et ~f~ = ~f1~ . Il existe un point p~ 0 extrémal dans P(H) , tel que

mais alors, est une face fermée de X, d’après la remarque suivant le

théorème 3.7. Par conséquent ~f|F~ = 
L’application f est évidemment positive. Inversement, soit h une fonc-

tion positive de elle s’écrit h = hl 0 où h 1 E 

La fonction h étant positive, h est positive sur E~H’ ) n F(H~ 3 elle est
donc positive sur P(H) , grâce au principe du maximum de Bauer.

Le sous-espace Hp étant égal à ~r il est fortement réticulé,
d’ après le théorème 3.8.

Les points (b) et (c) sont des conséquences du théorème 3.7 et du principe du
maximum de Bauer.

Soient F’ une face de X vérifiant ( a) , (b), (c), et H F l’espace des res-
trictions à F’ des fonctions de H . Comparons P(HF’) et P(H) . L’ application
restriction est une isométrie et une isomorphie d’ordre de H sur H-, .
En effet, pour tout f EH, il existe, d’après (c), un point x de X tel que

par suite, L’isomorphie d’ordre se déduit de (b). Par conséquent,
les deux simplexes et P(H) sont affinement homéomorphes.

D’après l’hypothèse sur déduit

on a donc F’ ~F .

COROLLAIRE 5.6~ - Les points extrémaux de F sont les points de E(x) où les

fonctions f supH g et f v g coïncident, pour tout couple f et g de fonctions

Ce corollaire est une conséquence de la définition 3.1 et du théorème 5~5.



THEOREME 5.7. - Soient X un simplexe compact, et H un sous-espace de A(X)
réticulé pour son ordre propre et contenant les constantes. Alors :

(a) a (H~ est fermé dans n est l’ensemble des points de
E(X) où les fonctions f SUPn g et f v g coïncident, pour tout couple f et g

de fonctions de H ;

(b) F = c(~C(H)) est une f ace fermée de X ; c’ es t l ’unique face f ermée conte-
nant ~C(H) , et telle que l’espace H soit un sous-espace fortement réticulé de

A(F) ;
(c) L’espace H F est un sous-espace du centre de A(F) .

Démonstration. - L’espace H contenant les constantes, l’ensemble

’ ~ ’ ’ il 11 ,

est un simplexe de Bauer, et 03C0 est surjective de X sur Y (corollaire 3.9). on
a, de plus, les égalités suivantes :

Le point (a) se déduit du corollaire 5.6 et des égalités précédentes.
Pour montrer (b), il suffit de prouver l’égalité

En effet, ~C(H) est une réunion de faces fermées; grâce au théorème de Krein-
Milman, on a

d’où l’égalité recherchée.

D’après le théorème 5.5, l’ensemble F = est une face fermée.

Soit F’ une face fermée de X contenant ~(H) , et telle que Hy, soit un

sous-espace de A(F) fortement réticulé. D’une part, l’inclusion F C F’ est clai-
re ; d’autre part, la face F’ vérifie les conditions (a), (b) et (c) du théorème
5.5, par conséquent F’ c p : d’où l’égalité.

Pour montrer (c), il suffit de remarquer que l’espace H~ est fortement réticulé
dans A(F) , et contient les constantes ; d’après le théorème 3.17, H est un

sous-espace du centre de A(F) .

On retrouve ainsi le résultat bien connu suivant.



COROLLAIRE 5.8. - Soient K un espace compact, et H un sous-espace de C(K)
contenant les constantes et réticulé pour son ordre propre. Alors est fermer

et les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) k est un point de a ~H~ ;
(b) Pour tout couple de fonctions de, H, on a

Démonstration. - Soit X le simplexe M1+(K) ; l’espace H s’identifie à un sous-

espace L de A(X) réticulé pour son ordre propre et contenant les constantes. Il

est clair que aC(L) n E(X) = on conclut grâce au théorème 5.7.

6. Exemples et remarques.

Dans ce paragraphe, on construit des exemples qui montrent la limite de validité

de certains théorèmes des précédentes parties. Nous utilisons les notations du

théorème auquel se rapporte l’exemple sans les rappeler.

EXEMPLE 6.1. - L’hypothèse " X est un simplexe" est fondamentale dans les propo-

sitions 2.1 et 2. 4~ comme le montre l’exemple suivant :

Soit X un carré (ABCD) ; notons K la diagonale (AC) , et D l’ensemble

~g~ u (C) . Les ensembles X , K et D vérifient les conditions des propositions

2.1 et 2. 4, pourtant K n’est pas une face.

EXEMPLE 6.2. - Soit K un convexe compact ; la proposition 3.5 montre qu’il exis-

te des sous-espaces de A(K) fortement réticulés maximaux. Il existe un convexe

compact K , tel que A(K) contienne deux sous-espaces fortement réticulés conte-

nant les constantes, maximaux, distincts. En effet, prenons pour K un carré

(ABCD) , et H (resp. G ) le sous-espace de A(K) formé des fonctions constantes

sur les deux côtés opposés (AB) et (CD) (resp. (AC) et (BD) ). Les deux sous-

espaces H et G sont fortement réticulés, contiennent les constantes, et engen-
drent A(K) . 

~ 

,

REMARQUE 6.3. - La proposition 3.6 montre qu’un sous-espace fortement réticulé

est un M-espace. Il existe un simplexe X, et un sous-espace H fortement réti-

culé de A(X) , tel que P(H) ne soit pas un simplexe de Bauer.

Rappelons la définition d’idéal ([8]).

DÉFINITION 6.3.1. - Un sous-»espace H d’un espace simplicial E est un idéal,

couple f et g dans H , les



inégalités f ~ h ~ g entraînent h EH.

PROPOSITION 6.3.2. - Soit X un simplexe compact ~ un idéal fermé de réti-

culé pour son ordre propre est fortement réticulé.

Démonstration. - Soient H un idéal fermé réticulé pour son ordre propre, et H~"

la face fermée associée à H . On sait ([8]) que H est identique à l’espace des

fonctions de A(X) nulles sur la face H . Si f et g sont deux fonctions de H,

la fonction f supH g est donc nulle sur H .

Soit x un point de E~X) ~ tel que f srup g(x) > f(x) v g(x) ; d’après le théo-

rème d’Edwards, il existe une fonction h 
x 

de A(X) , telle que

La fonction h 
x 

s’annule sur H~ ; par suite, elle appartient à H ; d’où la con-

tradiction. 

Cette proposition est fausse pour un convexe compact quelconque, comme le montre

l’idéal des fonctions affines nulles en un point extrémal d’un carré.

EXEMPLE 6.3.3. - Soit E l’espace des suites (x ) ~ de nombres réels telles

que x = 1/2. (x. + x~) . Muni produit et de la nonne

l’espace E est un espace de Banach ordonné. Il est aisé de vérifier que c’ est un

espace simplicial avec unité ; il s’identifie donc à ~(X~ ~ où X est le simplexe

E’ ; ;~ >~ o f = L’ensemble E(X) s’identifie à définies

par

Le simplexe X n’est pas un simplexe de Bauer, puisque

qui n’est pas un point extrémal. ,

Soit H le sous-espace de E formé des suites telles que x. = 0 ;
l’ ensemble H est un idéal f ermé et réticulé pour son ordre propre.

En effet, si (xn) et (yn) sont deux suites de H, la suite (xn v yn)n~N
est dans H ? puisque



Le simplexe P(H) n’est pas un simplexe de Bauer, car E(P(H)) s’identifie à

(e)  où e ((x )) = x ,et il est clair que lim e~ == 1/2. e~ , qui n’est pas
m n m 

m 
m

un point extrémal.

EXEMPLE 6.4. - Les hypothèses du théorème 3.8 n’entraînent pas l’inclusion

E(P(H)) .

Soient K le simplexe M~((0 ~ 1) , et H le sous-espace de A(K) formé des

applications de la forme (i -~ )i(f) ~ où f est affine sur (0, 1) , nulle en 0 .

L’espace H est fortement réticulée un point de E(K) est de la fome e~ où

t ~ (0 , 1) , et on a

j)n(x))) = ))f!) ~ 1, f affine sur (0, 1) et nulle en 0~ .

Par suite, ïr(E(K)) s’identifie au segment (0, 1) considéré comme chapeau uni-

versel du cône J~ .

EXMPLE 6.5. - On peut construire deux simplexes compacts X et Y , non affine-

ment homéomorphes, bien que max(X) et max(Y) soient homéomorphes, et que E(x)
et E(Y) munis des structures uniformes induites soient isomorphes.

Pour donner cet exemple, nous avons besoin de préciser la topologie des faces

pour une classe particulière de simplexes.

DEFINITION 6.5.1. - Un simplexe X est dit de classe P , s’il vérifie :

(a) E(X) B E(X) est réduit à un point noté x~ ;
(b) E(X) porte toute mesure maximale.

Soient X un simplexe de classe P y p, 
la mesure maximale de barycentre x~ ~

et son support. Pour toute partie K dans E(x) , on note K~ son adhérence

faible dans X, et K~ son adhérence dans max(X) .

PROPOSITION 6.5.2. - Soient X un simplexe de classe P , et K c: E(x) :

(a) Si K~ alors K~ = 

(b) Si x.. ~ alors K~ = (K~ u S ) n E(x) .
2014 u 201420142014 

x~
Le sous-espace C est l’espace des fonctions de A(x) constantes sur S 

Xo 
.



Démonstration. - Si l’hypothèse (a) est vérifiée, l’ensemble ~ est un compact

stable ; on conclut d’après 2.5.

Si l’hypothèse (b) est vérifiée, le compact K03C3 u S est stable, et on conclut
~0

d’après 2.4.

La caractérisation de C se déduit de la topologie de max(X) .

Rappelons le résultat suivant.

PROPOSITION 6.5.3. - Soient K un espace compact, kl’ ... ~ k une suite fi-

nie de points de K , et 1 , ... , n une suite finie de mesures de non

ponctuelles et ne chargeant pas les points x1 , ... , xn . On note

H = (f = C(K) ; .(f) = f(x~) , i = 1 , ... , n) .

L’espace H est un espace simplicial avec unité.

Démonstration. - Soit l’application k -~(~ de K dans M~(K) , définie comme
suit :

- k~ ~ = ~ ;
- k~ , 

Cette application vérifie les conditions du théorème 10 de [l0].

La proposition précédente a été généralisée par GLEIT dans sa thèse ([l2]).
Nous pouvons maintenant construire l’exemple suivant.

EXEMPLE 6.5.4. - Soient X la mesure de Lebesgue sur (0 , l) ~ et

Soient cp (resp. 111) le plongement canonique de (0, 1) dans H’ (resp. G’ ) ,
et X = c(cp((0 , 1~)) (resp. Y où Y = c ~r((0 , 1))) ).
On démontre que X et Y sont des simplexes de classe P .

D’après la proposition 6.5.2, max(X) et max(Y) sont homéomorphes.

Les espaces E(X) et E(Y) sont isomorphes, car ils sont isomorphes à ~0 , 1) .
Si n est une homéomorphie affine de X sur Y, on a



or ceci est impossible car )~./~B est diffuse, alors que charge le point

~~ ) ° 

~t )

EXEMPLE 6.6. - L’espace max(X) peut ne pas être un espace de Baire.

En effet, prenons de nouveau le simplexe de l’exemple précédent ; soit la suite
d’ouverts 03C9n = 03C6(]0 , 1 n[) . Diaprés 6.5.2, 03C9n est un ouvert dense dans max(X)
pour tout entier n, pourtant ~ 03C9n est vide ; max(X) est donc de première ca-

tégorie. , 

n

REMARIE 6.7.

(a) Soit X un simplexe ; il existe des sous-espaces du centre C de A(X) ,
contenant les constantes, et qui ne sont pas fortement réticulés.

(b) Il existe un sous-espace fortement réticulé de A(X) , tel que H + ~ soit

réticulé sans être fortement réticulé.

En effet, on vérifie (a) sur l’exemple suivant :

Soient X le simplexe de Bauer M1+([0 , 1)) , et H le sous-espace de A(X)
fonné des applications f est affine sur [0 , 1) .

L’application n se confond avec l’application barycentre, et ne vérifie donc

pas 1)) .

D’après le corollaire 3.9, l’espace H n’est pas fortement réticulé.

Pour vérifier (b), il suffit de rapprocher l’exemple ci-dessus de â.4.

REMARQUE 6.8. - Le théorème 3.7 n’est pas donné dans toute sa généralité.

En effet, la seule hypothèse utilisée pour montrer que n est surjective est

l’additivité de la norme H’+ . Le théorème reste donc vrai si on remplace "espace
simplicial", dans 1 t énoncé, par "espace des fonctions affines sur un chapeau uni-
versel nulles en 0 ".

Comme la proposition 5.3 ne repose que sur le théorème 3.7, elle reste vraie en

opérant le même changement dans l’énoncé.
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