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Séminaire CHOQUET 1-01
(Initiation 2 1'Analyse)
9e année, 1969/70, n° 1, 7 p. 6 novembre 1969

APPROXIMATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES AVEC CROISSANCE

par Jean-Pierre FERRIER

Le but de cet article est de donner quelques résultats d'approximation polyn8mia—
le dans des algebres de fonctions analytiques avec poids, en utilisant les techni-
ques de spectre et de calcul symbolique introduites par L. WAELBROECK ([4], [5]).
Le cas le plus intéressant est évidemment celui de plusieurs variables complexes ;

malheureusement, dans ce dernier cas, beaucoup de questions restent ouvertes.

l. - Nous considérons par la suite des poids w qui sont des fonctions posi-
tives sur Q? s lipschitziennes, et telles que lz] w(z) soit borné sur g? (=
désignant le point (zl ) eee zn) ). Nous utiliserons en particulier le poids

1

8,(z) = , ainsi que le poids 5S(z) = inf(d(z , CS) , so(z)) , S dési-

1+ lzi
gnant un ensemble ouvert de Q? « Un ensemble B de fonctions numériques complexes

sur 1'ensemble ouvert S = Cw_l(o) est dit w-tempéré, s'il existe N dans

Zu {~ ®} et un nombre positif M tels que 1l'on ait If(z) WN(z)l,g M pour toute
fonction f de B ; le plus petit N tel que ce soit vrai s'appelle la filtration
de B . Une fonction w-tempérée est une fonction f sur S telle que {f} soit

w-tempéré. L'ensemble des fonctions w~tempérées constitue une algdbre notée &(w)

e

les ensembles w-tempérés seront encore appelés ensembles bornés de &(w) . La

sous—algébre des fonctions analytiques de &(w) sera notée O(w) .

N\

Dans &(w) y on utilise la notion de convergence associde 3 la stfucture & bor—
nés : une suite fn de G(w) tend vers zéro (on derit fn = o(l) ), s8'il existe
une suite Kn dans C , tendant vers zéro, et une suite g, » w-tempérée, telles
que . fn = hn 8, * A cette notion, correspond une notion d'adhérence ; par exemple,
o(w) est fermé dans &(w) sous les hypothéses considérées. Le probléme de 1'ap-
'proximation consiste & rechercher des conditions sur w pour qu'une sous-algdbre
d de O(w) , contenant 1'algébre @(S) des fonctions polynSmiales sur S , Soit

dense dans O(w) , i. e. que 1'adhérence d de ¢ soit o(w) .

2+ = Une méthode, que j'ai employée dans ma thdse de doctorat, consiste & dé-
terminer le spectre de a', c'est-d~dire, lorsque n = 1 , & approcher les fonc-
tions rationnelles élémentaires z F—» (z - s)"1 s pour les points s du complé-

mentaire. S , Pour cela, une technique classique en approximation sur les ensembles
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compaets, que l'on peut étendre & ce cas, est de considérer une mesure orthogonale
4 @, et non & toutes les fonctions (z - s)-l . Nous introduisons une technique
plus fine qui consiste & considérer, B désignant un ensemble convexe équilibré
w-tempéré, EB le sous-espace vectoriel de &(w) qu'il engendre, et 2 la jauge
de B dans &(w) , la distance 6B(s) de 1 & 1'idéal engendré dans ¢ par les
fonctions z t=-> (z1 - 81) y ceee 3 T b=> (zn - sn) , relativement 3 la semi-

norme Ty Autrement dit

6B(s) = . if? - nB((zl - sl) fl(z) + eas + (zn - sn) fn(z) -1) .
1 ’'n

On rappelle que ﬂB(f) =wo , 81 f n'appartient pas a EB .

L'intér8&t de la fonction GB(S) réside dans 1'énoncé qui suit.

PROPOSITION 1. = Soient w une fonction positive lipschitzienne sur E? telle

que |z| w(z) soit borné, S' wun ensemble ouvert de g? contenant S = Cw’l(o) ,

et B un ensemble convexe équilibré w-tempéré de d = O(és,) tel que 1 soit

dans EB 3 on suppose que n =1, ou que §' = c* y et que 5(551) = @(Cn) 80it

contenu dans EB « Alors, pour toute fonction de f de B, et tout point s de

S', ona |f(s)] 6B(s) <1,

Soient, en effet, s = (s1 9 ces g sn) un point de S' , et IS 1'idéal engen-

dré dans d par z, - Sy s e+ 5 2, -8 . Il existe, pour tout ¢ >0 , une forme
n n

1
linéaire by sur EB y de notme K 1 + € , nulle sur IS ruEB s, et telle que
us(l) = 6B(s) . Pour toute fonction f de d n B, on peut trouver des fonctions
g1 9 ve0 s 8 dans d telles que (z1 - Sl)gl y see (zn - sn)gn appartiennent

2 By, et
£(2) = £(s) + (5, = 5,) &,(2) + ver + (5_=5) g (2) .
Aors p,s(f) = f(s) u.s(l) . D'od
l£(s) | 85(s) = l£(s) | m (1) = Ju (D) g1+ € .

Soit If(s)l 5B(s) <1l.

Du fait que le poids w est supposé lipschitzien et tel que |zl w(z) soit bor-
né, w est majoré par un homothétique de 6g « Lorsque n =1, la fonction
z k> (z -8)"! est alors définie et bornée dans o(w) , lorsque s parcourt le
complémentaire de S ; on peut montrer alors que 1l'on définit ainsi une fonction
analytique de (S dans O(w) ([4], p. 44).
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De fagon plus précise, si (Q est un ensemble ouvert de C , A 1'ensemble des
fonctions z F=> (z - 8)"0 ou s est dams 0Q , et B un ensemble convexe équi-

2 , et A3 , 1'application

1ibré w-tempéré de O(w) contenant A , A
-1
s > (2 -38) de Q dans EB

est holomorphe. En effet,
(z-8)" = (z-8)T"=(3=8(-(z-8)"" (z-s)7")

ce qui montre que la fonction s f—> (z - s)m1 est lipschitzienne, donc continue
dés que B > A2 , et par suite que la fonction s' p—> (z - s)-l (z - s')“l est
continue dés qu'en plus B o A3 , ce qui montre que la fonction s P> (z - s)_l

est dérivable, enfin elle est continfment dérivable, car

(z=8)"2= (z-s""2

i

(z-5)2-(z=8)" (-4 (2= (z=s) = (5917

c(s=-sN(z-8)"t(z-s)t((z=-8)" s (2= .

PROPOSITION 2. - Soient w wune fonction positive lipschitzienne sur C telle

que Izl w(z) soit borné, S' un ensemble ouvert de C contenant S = Cw-l(O) ’

9_1_:_ Q0 un ensemble ouvert connexe contenu dans S' n (S . Ou bien la fonction

z b= (z - s)-l est dans 1l'adhérence de d = O(és,) pour tout point s de Q,

ou bien, pour tout ensemble B w-tempéré de d , il existe une fonction surharmo-

nique (resP. harmonique) positive o dans Q telle que e® majore Ifl pour

toute fonction £ g._e_ B .

Supposons, par 1l'absurde, qu'il existe un point s de Q tel que z f—> (z--s)"1
ne soit pas dans @ . Alors, pour tout ensemble B! w~tempéré dans O(w) , la dis-
tance pg(s) de (z - s)m1 a ad pour m est non identiquement nulle sur Q .

Or

B!

log py,(s) = sup loglu((z - s)™h|

la borne supérieure étant prise sur 1l'ensemble des formes lindaires yu sur EB'
de nome 1 , orthogonales & d . Or, l'application x jp—> loglu(x)| de EB'
dans R étant plurisousharmonique, et, pour B' assez grand, 1'application

s p=> (z2-5)"1 de Q dans Ep holomorphe, log pB,(s) , qui est continue et
non identiquement égale & -~ » , est sous~harmonique et positive si 1 € B! , car

alors pB,(s) < 1 . D'autre part, si B' contient les ensembles (z — s)™' B pour
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s dans (Q , on a pB,(s) < 6B(s) « Soit en effet e > 0 ; on peut alors trouver
a

une fonction u(z) dans s, et une autre y(z) dans B , telles que

(z = 8) u(z) - 1= (s5(s) + ¢) y(z) ,

)-l

dtod u(z) = (z - s = (sB(s) + ¢e)(z - s)_l y(z) , ce qui montre que

ppi(s) g 85(s) + ¢

d'ol
pgi(s) < 65(s)

puisque 1'inégalité a lieu pour tout e >0 .

Si feB, on adonec If(s)l GB(S).$ 1 pour tout s de Q, d'ou -

,f(s)l pBI(S) 1 ,

soit

-log py,(s)
|f(s)|.< e B! .

On peut remplacer - log pB,(s) par une fonction harmonique positive, en considé-
rant simplement la réduite de sup |f(s)| sur Q.
feB
3. = Pour passer de 1'approximation des fonctions rationnelles élémentaires
(z - s)~1 a celles des fonctions analytiques tempérées, on utilise le calcul sym-

bolique.

Désignons par B une sous-algdbre d'une algébre O(w) qui soit fermée, unitale,
et qui contienne z . Soit maintenant S wun ensemble de C , tel que (z - s)-'1
soit défini dans @B, et y soit borné, lorsque s parcourt le complémentaire de
S . Le calcul symbolique de WAELBROECK affirme alors qu'il existe un homomorphisme
d'algébre de 0(63) dans ® , qui envoie unité sur unité et z sur 2z . Dans ces
conditions, @ contient les restrictions & Cw-l(O) des fonctions de @(SS) .

Le probleme de 1'approximation est donc résolu dans le cas ou le poids w est de

la forme és .

Dans le cas d'un poids W seulement lipschitzien et tel que Izl w(z) soit bor-

né, on doit faire appel aux fonctions spectrales.

Avec les notations qui préctédent, une fonction & positive sur EF est dite
spectrale pour z , si, pour tout point s de QP y on peut trouver dans ® des
fonctions ul(s) y oo un(s) , y(s) qui soient (éo(s) w(z))~tempérées et telles

que
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(z1 - sl) ul(s) + oeee + (zn - sn) un(s) + (s) y(s) =1 .

Etant donnée une fonction spectrale pour z , il en existe une autre § plus pe—
tite qui soit lipschitzienne et telle que |z| §(z) soit borné, donc que (s)
soit défini. Le calcul symbolique est encore un morphisme d'algdbre de O(8) dens

B , qui envoie unité sur unité et z sur z .

Lorsque n = 1 , pour passer de 1'approximation des fonctions de O(BS) pour
S = Cw‘l(o) 4 celle des fonctions de O(w) , il suffit de montrer que w est une
fonction spectrale pour z . Comme O(&S) contient la sous-algébre R(S) des
fonctions rationnelles régulidres sur S , le probléme se pose de savoir si la
fonction. w est déja spectrale pour z dans &ZES . C'est cette question que j'ai
étudide dans ma thdése de doctorat, dans le cas particulier ou (S contient un an-
gle ot ou, pour deux nombres positifs « , B, avec o > 1, le poids w est tel
que

0g |z ] <:a|t| entraine w(z) 2>Wﬁ(z) ([2], p. 332) .

I1 faut remarquer que, pour que le poids w soit spectral pour 2z dans ézgs ’
il faut déja qu'il le soit dans O(w) . Cette question a été résolue pour n quel-
conque par I. CNOP [1] qui, en utilisant des techniques de HURMANDER, a montré que
si = log w est plurisousharmonique, w est spectral pour z dans O(w) . Le cas

de @(S) et de R(S) fera 1l'objet d'un travail prochain, au moins pour n = 1 ,

4. = Nous donnons des applications de la théorie qui préceéde, dans le cas ou

n=1|

THEORﬁME. - Soient w wune fonction positive sur C , qui soit lipschitzienne et

telle que |z| w(z) soit borné, S, S' des ensembles ouverts de £ tels que

St o8 o Cw’l(O) y» ¢ Q un ensemble ouvert connexe contenu dans St n(s. On

suppose 1l'une des deux conditions qui suivent :

1 Q contient un angle d'ouverture o >0 , et la série (sup (]zln w(z))
\zeC

)—n/nm

est divergente.

2° I1 existe un point s de (S' +tel, qu'au voisinage de s, Q contienne un

secteur, limité par deux arcs de cercle, d'ouverture o > 0 , et que la série

(sup __Jigﬁljg =T/ soit divergente.

‘\zeC |z - s
Alors 1'adhérence de O(és,) dans O(w) contient 0(63) .

I1 faut remarquer que lorsque S' = C, @(68,) est, d'aprés le théordme de

Liouville, identique & ®(S') . De la m&me fagon, lorsque le complémentaire de S'
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est un ensemble fini F , @(63,) = R(s?) .

L'approximation polynfmiale, d'une part, et 1'approximation rationnelle avec pbles
dans un ensemble fini, d'autre part, entrent dans le cadre du théoréme. On obtient
la proposition 6 de [3] en itérant le théordme autant de fois que Cw-l(O) com-
prend de composantes connexes. Remarquons que la condition 1° correspond essentiel-
lement au cas od Q n'est pas borné, le r8le du point s de 2° étant alors joué

par le point & 1'infini.

Démontrons d'abord le théoréme lorsque la condition 1° est vérifide, et soit A

un angle d'ouverture © contenu dans Q . Posons Mn = sup (Izln w(z)) . On peut
zeC
se remener au cas ou le sommet de A est l'origine, une translation n'affectant

=TI .
pas le caractére de la série M /50 s puisque comme

IZ - Zo' < 2max(|zl ? lzo') 9

on a

<Su€ (|]z - ZO' W(Z))\—n/nm 5 mln(z—n/m —n/nw . (2] l)_n/m) .

On peut ensuite, par rotation, se ramener au cas ol 1l'un des c8tés de A est la

demi-droite réelle positive. Posons alors

P, (Z) m~0 g M ’

on a lp (z)l W(z) <1, et on vérifie (voir [3], proposition 4) que

(1) Sup r log p_(x) x' ~(0) 4x 5k 5 /e
nel =1 B

Ceci montre que loglpn(z)] ne peut 8tre majoré sur Q par une fonction harmo-

nique positive f , puisque cela impliquerait, s &tant un point de A,

[oa 108,01 ) < [, (11m 50 200)) auta)
g
zGA

< £(s) ’

ce qui contredit (1), compte~tenu de 1'expression de la mesure harmonique M: .

En appliquant la proposition 2, on voit que (z - s)-l appartient & 1'adhérence

de O(és,) pour tout point s de Q; il en résulte que (z - s)™0 est défini et
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borné dans O(GS,) , lorsque s parcourt le complémentaire de § , puis, par le

calcul symbolique, que 1'adhérence de O(&S,) contient O(GS) .

Pour terminer, si on se trouve dans le cas de la condition 2°, on se ramdne am

premier cas par la transformation z F—> (z - s)7L .
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