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6-01

ENSEMBLES BORNÉS DANS UN ESPACE UNIFORME

par Gilles ROYER et Alain LOUVEAU

Séminaire CROQUET
(Initiation à 
8e année, 1968/69, n° 6 Janvier 1969

Définitions. - Soit A un sous-ensemble d’un espace unifonne E . On dira que A

est borné par rapport à E si, pour toute fonction numérique uniformément continue

définie dans E , f(A) est un sous-ensemble relativement compact de R .

Soit E un espace uniforme. On dira que E est borné (ou intrinsèquement borné)
s’il est borné par rapport à lui-même, c’est-à-dire si toute fonction uniformément

continue sur E est bornée.

Commençons par quelques énoncés immédiats, mais utiles pour la suite.

PROPOSITION 1. - Soient E et F deux espaces uniformes~ Alors,

" A borné par rapport à E " => " A borné par rapport à F " 
.

COROLLAIRE 2. - " E borné" ====> " E borné par rapport à F ".

PROPOSITION 3. - Tout espace uniforme précompact E est borné.

Démonstration. - Soit f : E ~ R uniformément continue sur E ; f se prolon-

ge en f sur le complété E de E ; E est compact, donc f est bornée.

COROLLAIRE 4. - Soit A Alors :

borné par rapport à R " ====> " A relativement compact"

===> " A intrinsèquement borné" .

PROPOSITION 5. - Soit E un espace uniforme, avec A et B c: E . Alors :

" A borné par rapport à E et => " B borné par rapport à E " ;
" A borné par rapport à E " ====> " A borné par rapport à E " ;
" A et B bornés par rapport à E " ==> 

" A u B borné par rapport à E ".

PROPOSITION 6. - Soient E un espace uniforme séparée E son complété. Alors :

" A borné par rapport à E " ==> " A borné par rapport à En.

Démonstration. - L ’implication " ===> " est vraie parce que Etudions

l’implication " === " : supposons A = E borné par rapport à E et soit



f : E ~ R . f étant uniformément continue ; 9 f se prolonge en f sur E ; on

a f(A) = ~(A) ~ et est borné par hypothèse.

COROLLAIRE 7. - " E borné" ===> " É borné ".

PROPOSITION 8. - Soient E et F deux espaces uniformes, f : E -.~ F unifor-

mément continue, Alors :

" A borné par rapport à E " ====> " f(A) borné par rapport à F " .

COROLLAIRE 9. - Si f est surjective, "E borné" :.~.> " F borné ".

1. Définition équivalente des ensembles bornés.

PROPOSITION 10. - Soient E un uniforme, A cE. Pour ue A soit borné

par rapport à E, il faut et il suffit __que,, our tout entourage V de la structu-

re uniforme de E, il existe une partie finie P de A et un entier n tels que

A ~ Vn(P) . ( Autrement dit, en supposant V symétrique, que tout point de A soit

reliable à au moins un point de P par une V-chaîne d r éléments de E ayant au

plus n maillons. )

Démonstration.

1° La condition est suffisante. - Supposons-la remplie, et soit f : E -~ R

uniformément continue ; on peut trouver un entourage symétrique V tel que

A V est associé par hypothèse P, et n tels que A C donc, pour tout
x E A , il existe ... ~ xi E E , ... , n = x tels que,

Donc

Finalement f(x ~ ~ ‘ n ; donc f(x) reste à une distance ~ n de f(P)
qui est fini ; donc f(A) est borné.

2° La condition est nécessaire. - On peut se limiter à un entourage V de la

forme V = ~(x p y~ ~ d(x , y) ~ E~ ~ où d est un écart uniformément continu sur

E.

Considérons dans E la rel ation d’équivalence



" x pj y fi ===> " x et y sont reliables par une 

soient les classes d’équivalence pour cette relation 9 on a 

pour i ~ j (car sinon il y aurait deux points appartenant respectivement à E. 1
et E. et voisins d’ordre V , donc équivalents). On en déduit que toute fonction
constante sur chacun des est uniformément continue. Par conséquente A ne

rencontre qu’un nombre fini de E. y soit , ... y E. ~p : en effet, si A en

rencontrait un nombre infini et en particulier E. , n on pourrait fabri-

quer une fonction uniformément continue sur E et valant n sur El , donc non
n

bornée sur A . Soit a~ E E. 1k n A . On va montrer que tout point de E. k n A est

reliable à ak par une V-chaine d’éléments de E de longueur y m~ , ce qui dé-

montrera le 2°.

Soit ti n , n >, 1 , l’ensemble des points de Eik reliables à a par une V-

chaîne ayant n maillons ; on a :

n

( car tout point à une distance ~ ~ de U 
n 

appartient à n+1
Soit f la fonction définie sur E, par f (x) = Un) ) ; f

n ~ n E n

est une fonction qui vaut 0 sur Un , 1 sur El - n+1 9 et qui est lipschit-

zienne (pour l’écart d ) de rapport -- . Soit f la fonction définie sur Epar :

f ( x ) = 0 pour x ~ E, ,

m

f(x) = 03A3 f (x) pour x E E. lk ( formul e qui a un sens puisque si x on a

0 pour n > 

on va montrer que f est uniformément continue en montrant que f est lipschit-
zienne de ra pp ort ? E dans toute d-boule B(x0 , ~) . Si x0 ~ Eik , pas de pro-

car ~~ n E. k = ~ . Supposons x 0 E , et soit no le plus petit

entier n tel que x0 ~ Un0 ; il est clair que,



Donc

donc

f est donc uniformément continue ; comme on a

et par hypothèse, f est bornée sur A . A n E. est indu dans un des en-

semblés U .

PROPOSITION 11. - Soient E une famille d’espaces uniformes, et A cE.
~ OE ..- .- ... -. -... 

-. 
> - . - . - ...- .. , fl.. OE CI.

Alors,

"Y 03B1 , À borné par rapport à lll " ==> 
Il fl À borné par rapport à fl E " .

OE -.~ ...; - , , -...... OE OE - .. , . , . d .. - ... - - - - a
OE

Démonstration.

i° Cas d’un nombre fini de facteurs. - Prenons-en deux, E et B ; pour tous
entourages ~l de ~2 de ~2 ’ soit

ay~ i’~2 
- ( ’ ( ( ~ ~ , ~ ) , ~ e x E ) ~ 2 , ( ~ ~ , 

les ensembles UVV constituent une base d’entourages de E1 x E2 . Soient A1
1, ~

borné par rapport llo A2 borné par rapport à E2 ; il existe une partie finie

~l et ~~~ que et une partie finie ~2 telle que

à~  Ô~(P~) .
Soit donc (x , x ) e à x à ; il existe



tels que, ~ i , (x
i-11 

, xi1) ~ V1 ; de même, il existe1 1 1

tels (x~ y x~) ~ V . Posons

Comme P1 x P2 est fini? le 1° est démontré.

2Q Cas gênerai. - Soit f une fonction uniformément continue sur Î~ E 9 il

existe des indices en nombre fini ... y c~ et des entourages ... , V 
p

de E ~1 y ... , tels que

Pour tout indice 03B1 ~ 03B11 , ... , 03B1p , soit a 
03B1 

un élément de E ; considérons

la fonction 1 , définie sur f) E par
1 ai



donc f est bordée sur 03A0 A03B1 .

COROLLAIRE 12. - Soit pour que A soit borné par rapport à 

il faut et il suffit soit borné dans E~.

Démonstration. - Dans un sens, cela résulte du fait que les projections sont uni-

formément continues, et dans l’autre de la proposition ci-dessus.

COROLLAIRE 13. - Pour qu’un produit d’espaces uniformes soit borné, il faut et il

suffit que chacun d’eux soit borné.

2. comparaison entre les ensembles bornés dans les e. v, t, et les ensembles absor-

bés par tout voisinage de l’origine.

PROPOSITION 14. - Soient E une. v. t., A et B bornés par rapport à E

(resp. intrinsèquement bornés) ; alors A+B , XA, l’enveloppe équilibrée de A,

sont bornés par rapport à E (resp. intrinsèquement bornés).

PROPOSITION 15. - Soit A un sous-ensemble d’un e. v. t. E . Si A est absorbé

par tout voisinage de l’origine, A est borné par rapport à A est con-

vexe, A est même intrinsèquement 

Démonstration. - Par translation, on peut toujours supposer que 0 e A ; soit V

un voisinage de 0 dans E ; par hypothèse, il existe n, A = nV . Soit x e A ,

on a donc x = nx~ avec x~ e V ? alors n est reliable à 0 par la V-chaîne

Remarque 16. - On peut trouver en général des ensembles absorbés non intrinsèque-

ment bornés. C’est le cas dans la boule unité d’un espace norme de dimension infi-

nie, d’une suite x n vérifiant 
n 

- x p y > ~ i ~ n , ~ p .

PROPOSITION 17. - Une condition suffisante pour que, dans E, tout ensemble bor-

né soit absorbé par tout voisinage de 0 ~ p est qu’il existe une base de voisinages

B de 0 telle que



Démonstration. - Soit A borné par rapport à E ; 9 pour tout V E il existe

par hypothèse une partie finie P de A et un entier n tels que tout point de

A soit reliable par une V-cha1ne de n maillons à un point de P ; soient 

et A l ’ensemble des points de A reliables à a par une V-chaîne de n mail-

lons ; il nous suffit de montrer a E P, A est absorbé par V .

On peut toujours supposer, y par translation, que a = 0 ; soit x E A.. ~ alors on

peut trouver x0 = o , ... , x. , ... , x = x tels ( x. y x.) e V ;

alors xeV+V+ ... + V 9 comme nécessairement k  1 , on voit que
n fois

Remarque 18. - Si E est localement convexe, l’ensemble des voisinages équili-
brés convexes de 0 vérifie évidemment (2) ; mais cette condition peut être véri-
fiée sans que E soit localement convexe. Par exemple, considérons l’espace
Lp ~ (0 , 1)) pour 0  p  1 ; pour x e LP , posons

on vérifie facilement que

La topologie de L~ est définie par la base de voisinages de l’origine B :

(3) nous montre que B satisfait aux conditions ( 2~ 9 et cependant L~ n’est pas

localement convexe.

Cependant, dans l’e. v. t. le plus général, il peut exister des ensembles bornés

non absorbés par tout voisinage de l’origine. Par exemple, l’espace S des fonc-

tions mesurables sur (0, 1 ~ , muni de la topologie de la convergence en mesure,
est un espace intrinsèquement borné ; voyons cela : une base de voisinages de 0

dans S est fournie par les ensembles V(n, p) où

n , p V(n , p) = {x ~ S , |x(t)| 1 p sauf sur un ensemble de mesure 1 n} ;
soit I. 1 9 1 i  n , une partition de [0 , 1) en n intervalles de longueur

~ ° soit c~. la fonction caractéristique de I.. Pour toute fonction x ES, on~ ~ 
n

peut écrire x = L xco. ; il est clair que E V(n , p) ; donc



donc tout point de S est reliable à 0 par une chaîne de n maillons.

COROLLAIRE 19. - Dans un e. 1. c., il y a identité entre notre notion de borné et

la notion classique de borné d’un e. v. to

3. Plongement des structures uniformes dans RI .

Soit E un espace uniforme ; on dira que E est plongeable dans s’il

existe une bijection biuniformément continue de E sur un sous-espace de RI ; par
exemple, tout espace compact est homéomorphe à un sous-ensemble d’un et ce

plongement est aussi un isomorphisme des structures uniformes. D’autre part, il est

clair que pour qu’un espace soit plongeable dans il faut et il suffit que son

com p lété le soit ; 9 donc tout espace précompact est plongeable dans R ; mais on
peut donner des exemples d’espaces plongeables non précompacts.

PROPOSITION 20. - Soient X un espace topologique séparé, E une partie 

continue de C(X , R) . Soient, sur E , U1 la structure uniforme de la conver-

gence uniforme sur les parties compactes de E , U2 la structure uniforme de la

convergence simple aux points d’une partie partout dense X0 de X . Alors U1 et

U coïncident, donc (E, est plongeable dans R .
Démonstration. - IL est définie par la famille des écarts 

~ est définie par les écarts d ~ où P est une partie finie quelconque de X.

Il est clair que ‘~2 est moins fine que Mais soit K un compact de X;
on peut recouvrir K par un nombre fini d’ouverts dans chacun desquels 

cillation de chacune des fonctions de E (car les fonctions de E sont

équicontinues) ; choisissons un point dans chacun des ouverts c~. z 9 et soit P la

partie finie ainsi construite ; il est clair que

donc ~1 est moins fine que 



Nous allons maintenant chercher des conditions nécessaires pour qu’un espace uni-

forme soit plongeable dans R .

PROPOSITION 21. - Soit E un espace uniforme plongeable dans un alors tou-

te partie de E , bornée par rapport à E, est précompacte.

Démonstration. - On peut supposer E C soit A c E , A bornée par rapport

à E ; alors A est bornée par rapport à donc chacune des projections de A

est bornée ; donc A est une partie relativement compacte de R , donc précompac-
te.

PROPOSITION 22. - Soit E un espace uniforme métrisable plongeable dans R .

Alors E est aussi plongeable dans et est donc séparable. 

-

Démonstration. - On peut supposer E c R~ ; soit d la distance sur E. La

structure uniforme de R~ est définie par la famille filtrante d’écarts dj où

J est un sous-ensemble fini de 1 , et si (x~) = x , (y~) = y ,

Ecrivons que d est uniformément continue pour la structure uniforme sur E

induite par celle de 1

Posons 1 = U I0 est dénombrable ; soit p l’application projection de R

p 

n 

est uniformément continue. Montrons que p est une bijection de E

sur p(E) : supposons que p(x) =p(y) avec x, y=E ; on a alors

donc, d’après ( 4-) ~

donc x = y . Il nous reste à montrer que l’application p de p(E) sur E est

uniformément continue. Si x == (x. ) y y = (y)i e RI0 , posons



d J est un écart uniformément continu sur R 
l 

0 , et
n

et parce que d’ J (p(x) , p(y)) = dj (x , y) ; donc est uniformé-

ment continue.

On peut maintenant donner des exemples d’ espaces uniformes non plongeables dans

un R . Par exemple, un espace norme de dimension infinie n’est pas plongeable
dans puisque sa boule unité n’est pas précompacte. Un espace unifonne discret

non dénombrable En’est pas non plus plongeable dans un puisqu’il est mé-

trisahle et non séparable bien que, dans E ~ toute partie bornée soit finie et

donc précompacte. Cependant on pourrait croire que tout espace métrisable sépara-
à parties bornées précompactes, est plongeable dans un R (et donc dans

R2014 ) ~ il n’en est rien.

4. Exemples d’espaces uniformes métrisables sé arables à parties bornées 

tes non longeables dans R- .

On désignera -car ) j la norme sur Rn définie par jfx.)) 1 = sup )x. j ; 

geona trois lemmes.

LEMME 23. - Soit E un espace uniforme plongeable dans RI ; alors, pour tout

entourage V de E y il existe un entier n > 0 , une application uniformément

continue f : E 2014~ lin, 0~ > 0 , tels que

Démonstration. - On peut supposer E C mais alors le lemme est évident à

partir de la définition de la structure uniforme de #-, en prenant pour f la

projection sur le produit des n premiers facteurs, pour n convenable.

Soit E un sous-ensemble convexe d’un e. 1. c. ~ p soit p une

semi-norme sur S ; supposons que f : E --~ Rn soit une application vérifiant

Alors



x. e E , parce que E est convexe. D’autre part,

donc

donc

LEMME 25. - Soit C un cube de Rn décote c ; soit A un sous-ensemble de C

qui vérifie

Alors on a

Ce lemme se démontre par des considérations de volume.

Exemple 26 . -- Soit C([0 , 1]) muni de la structure de la convergence uniforme;

soit E le sous-espace de C( (0 , 1) ) défini par

E = j[x 1)) , x > o et ~ t , t’ E Co , 2~ ~ I 
il est clair que E est un cône convexe fermé de ~( (0 , 1~) 9 E est évidemment

métrisable séparable ; on considèrera dans E la distance définie par la norme de

~((0 , 1)) . Pour toutes les fonctions x E B(0 , R) , on a R , donc,

dans cette boule, toutes les fonctions sont lipschitziennes de rapport R ; d’après

le théorème d’Ascoli, B(0 ~ R) est compacte ; E est donc un espace localement

compact, dans lequel toute boule fermée est compacte ; il vérifie donc les hypothè-

ses, puisque toute partie bornée de E est contenue dans une boule fermée de E

(car x ~ est uniformément continue).

Supposons E plongeable dans d’après le lemme 1, a n > 0 t ~~ â E 

uniformément continue, ex > 0 , tels que

D’autre part, f est uniformément continue, donc



donc, d’après le lemme 2,

Soit m un entier >0 quelconque ; posons 3.~=0 y ..~ ~ ~i~~~ " ~ ~m~ 1 ;

soit xi’ fonction qui vaut m + 1 au point m aux points

a. i y et qui est affine dans chacun des intervalles x~) :

on a x. E E parce que x. est lipschitzienne de rapport m et que xi(0) = m ;
~ 

. 

1 1

comme ’d i m~; ,~ 2 , on a, d’ aprè s ( 7 ~ ,

D’ autre part, d’ après (5), comme, ~ i ~ j , ~xi - xj~ = 1 ! on a nécess airement

Soit C 
m 

le cube de Rn défini par

C contient les m points f(x.) d’après (8~, et ces points sont à des distances
m 1

mutuelles d’après (9). Il y a contradiction d’après le lemme 3, c ar, lorsque

m croît, C se déplace mais conserve le même c8té.
m

Exemple 27. - Prenons pour E l’espace des fonctions holomorphes dans un domaine

S de C ; E est métrisable séparable et, puisque c’est un e. v. t. de Montel

dans E ~ toute partie bornée est précompacte ; soit K un compact de ; on po-

sera, pour x E E, sup x(t) ; la structure uniforme de E est définie
" 

teK

par les semi-normes pk .

Supposons E plongeable dans ,~ R~ . 9 soit K un compact infini de c~ 9 d’après

le lemme 1, 3 n e N , f : E --~ En uniformément continue, cx > 0 , tels que

Comme f est uniformément continue, on a



(il) compacter ~ ~ ~3>C 9 tels que PK 2 (x-y)~P => 
Cela implique, d’après le lemme ( 24),

maintenant (n + l) points distincts ... ~ t~~ de K~ ~ et

un entier m > 0 quelconque (le ~ n ~ qui est ici correspond à l’espace R~ uti-

lisé ci-dessus) ; soit l un nombre > 0 plus petit que les distances mutuelles

des points t. ; pour toute suite s == (k~, ... y k~) de (n + l) entiers k~
tels que 0  k.  m y soit x le polynôme d’interpolation de Lagrange qui vaut

k. au point c’est-à-dire

Posons 8 = t t ~ t ~ K 9 comme 
et  m , il est cl air que

n
donc, en posant q ~ (n+ 1 ~ -- , on a

5

donc, d’après (12),

D’autre part, si s ~ s’ ~ il est clair que ~x s -- x s ,) > l (il Y a au moins un

des points t, où x et xs, r valent deux entiers différents) ; donc, d’après
i s s

(5),

Soit C le cube de Rn défini par
m

d ’ après ( 1 3) , l es points f(x) app artiennent à C , donc d’après ( 1 4) et
s m

le lemme 25, on a
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d’où contradiction en faisant tendre m vers l’infini.

(Texte reçu le 25 avril 1969)
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