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Séminaire CHOQUAT 41
(Initiation & 1'Analyse)
8e année, 1968/69, n° 4, 10 p.

SUR LA NOTION DE PART POUR LES ENSEMBLES CONVEXES

par Nessim SIBONY

Coet exposé est basé, avec quelques améliorations de détail, sur un article & pa~
rattre, de H. BAUER et H. BEAR ; j'ai rajouté quelques propositions bien connues

dans le cas des algdbres de fonctions continues sur un espace conpact.

1. Définition de la notion de part, et étude de la distance associée.

Soient I wun espace vectoriel réel, C wun convexe de L ne contenant pas de

droite.

On dira que le segment (x ’ y) se prolonge par ¢ , et on notera (x ’ y)(e) ’
si x,y, x+e(x=y) ot y+ e(y ~x) appartiennent & C .

On écrira xnN y , s'il existe € >0 tel que (x ’ v)(e) s 11 est clair que

c'est une relation dtéquivalence sur C .

LIMME 1. - Soient C un convexe ne contenant pas de droite, et x , y y 2 trois

points de C . 8i (x, z)(a) et (z, y)b), alorson a (x, y)(c) ou

(L+aD@+v™) = (14 .

La vérification est élémentaire.
Une classe d'équivalence, suivant la relation précédente, sera appelée une part.
Définissons la distance suivante sur une part @

(x,5) = alx, y) =inflloe(1 + 1) ;3 (=, y)(e)} .

LEMME 2. = d est une métrique sur chague part de C .

Démonstration. - Si d(x , y) =0 , sachant que le convexe C ne contient pas de

droite, on a x =7y . L'indgalité triangulaire résulte du lemme 1.

Remarque. = On peut prolonger d & C en posant d(x ’ y) = »y 81 x et y
sont dans des parts différentes. Si on pose & = i’%‘& y on obtient ainsi une dis-
tance sur C pour laguelle les parts sont des ensembles & la fois ouverts et for—

més ; la relation xn y équivamt alors & d (x , V) <1.
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Nous allons domner une caractérisation des parts d'un convexe fermé dans un e. le.

c. S. & 1'aide d'indégalités du type des indgalités de Harnack.

PROPOSITION 1., = Soient E un e. 1. c. s., C un convexe fermé de B ne conte-

nant pas de droite ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (x, y) se prolonge par ¢ 3

(2) Pour toute fonction concave positive sur c,

(1+ ™ uly) culx) ¢ (1+ ) uly) .

Démonstration. = (1) => (2) . Par hypoth&se, x' = x + e(x = y) appartient 2

C , donec

1 t € ! e
R e e x'eC .
Puisque u est concave positive sur c,
1 ' £ £
u(x) » o ulx) + e uly) y e el) -

Donc uly) = 0 dés que u(x) = 0 ; par suite, une fonction concave positive sur

C est, soit identiquement nulle sur une part, soit strictement positive sur elle.

€

5 152 : Y dée—
s u(x) , d'oh 1la relation a dé

Par un argument symétrique, on obtient u(y) >

montrer.
(2) => (1) . Supposons x' =x+ elx~-y) £C, et x, y e C . Soit

€

! -
T & T & Y, avec x' £C 3

dtaprés le théordme de Hahn-Banach, il existe u affine continue positive sur C

uly) , ce qui est contraire & u(x) 3 —— uly) ,

avec u(x') <0, d'od u(x) < ifji" T

¥ €
et par suite (x, yJ)(e) .

PROPOSITION 2. = Soient E un e. 1. c. s., K un convexe compact de E ; les

relations suivantes sont équivalentes :

(1) (x, y) se prolonge par e ;
(ii) I1 existe des mesures maximales My 9 by de résultantes respectives x et

y telles que

~1y-1 -1
(1+¢€7) u,y<ux<(l+e ) by

Démonstration. - (i) = (ii) . La relation (x , y)(e) entratne que les

points x' = x+ e(x -y) et y'=y + ey - x) appartiennent & K ; on écrira
x=Axt + (1 -2 y', y=Ayt+ (1=2) x', avec A= (1+ e)/(1 + 2¢e) .
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Soient B et v des mesures maximales de résultantes respectives x' et y' .
Posons By = A + (1 =2M)v, uy =Av+ (1 =2N)p « Il est clair que W, @& pour ré=

sultante x , et uy a pour résultsnte y . Compte-tenu de

A 1= -1
s e J=1ee

on obtient

-1 -1
ux<(l+e)p.y et u‘y$(1+e)p,x.

(ii) = (1) + L'hypothése implique que, pour toute fonction affine continue,
(1 + e"'l)"l u(y) g ulx) < (1 + s—l) u(y) , dfol, d'aprés le méme raisonnement que
dans la proposition précédente, on a , y)(e) . On peut remarquer que la propo=

sition reste valable si K est un convexe faiblement complet.

Nous allons étudier la topologie définie par la distance d j3 pour cela, nous re—
prenons les hypotheses de la proposition 1 pour les deux corollaires suivants.

On désignera par o 1'ensemble des fonctions affines continues positives sur
C , et par ¢t 1'ensemble des fonctions concaves positives sur C .

COROLLAIRE 1. = On_a

a(x , y) = sup{|1log F(x) = log F(y)| : Fe a , Fly) >0}

-+

sup{ |Log F(x) - log F(y) | FecC , Fly) >0} .

(1)

Démonstration. = Si xrn y , cela résulte de la proposition 1.

Siox ﬁ y , alors on peut supposer que, pour tout >0, ¥y + e(x - v) é C 3
donc il existe P e &7 telle que P(y + e(x - y)) <0, clest-2-dire

(1 + s) F(y) - € F(X) <0 3
ceci implique que F(x) >0, et

|10g F(x) - log F(y)| = log F(x) - log F(y) > log(1 + %) -
quand g tend vers O .

Ceci montre, en particulier, que les fonctions concaves bornées inférieurement

sur C sont uniformément continues pour d .

COROLLAIRE 2, - Un systeéme fondamental de voisinages de X, € C pour la métrique

d est
fxec: |F(x) -Flx)l<e, Fe o, Plxy) =1} ,
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ou encore
fxec: |F(x) - F(xo)l <e, Fedt, 0< P(yy) < 1} .

Cela résulte du corollaire 1, car une suite (xn) de points de C converge vers
X, pour d si, et seulement si, 1log F(xn) -> log F(xo) uniformément pour
Fed y avec F(xo) >0 3 or log F(xn) - log F(xo) ne change pas si on multiplie

P par une constante positive, donc d(xn ’ xo) -> 0 est équivalent a

F(xn) —a.F(xo) uniformément pour F e & avec F(xo) =1 .

On suppose & présent que C est un convexe faiblement complet d'un e. 1. c. s.
E , ne contenant pas de droite j; par suite, d‘'aprés un théoréme de G. CHOQUET, tou=-
te fonction affine continue sur E est différence de deux fonctions de o e« On a

alors la proposition suivante.

PROPOSITION 3. - Soit E un e. 1. c. s. muni de la topologie o(E , E!) y et

s0it C un convexe complet de E ne contenant pas de droite. Alors :

1° La topologie définie par d est plus fine que celle induite par o(E , B') ;

2° C est complet pour 4 .

Démonstration. = Le 1° résulte du corollaire 2 et de la proposition de G. CHOQUET

qui a été rappelée.

Le 2° résulte du falt que chaque point de C a une base de voisinages pour 4 ,

fermés pour o(E , E') .

2. Cas ol le convexe C est un cdne saillant. Etude d'un exemgle.

Soit C un c8ne convexe saillant (c'est-i-dire C n (— C) = {O} ) dans un espace

vectoriel réel E . On notera < 1l'ordre défini par C .

PROPOSITION 4. -~ Pour deux points x , y € C , on a :

(1) G, y)(e) si, et seulement si, (1 + %)‘1 y<xg (1+ %) v 3
(ii) &, y)e) <> (0Ox, A\y)(e) , pour tout A >0 3
(i) 8i (x, y)e) etsi zeC, alors (x+2z,y+ z)e) ;

(iv) x v Ax, pour A >0 3

(v) Si xnNy , alors XN X+ Y .

Démonstration. — (i) est une reformulation de la définition de (x ’ v )(e) , en

utilisant 1l'ordre défini par le c8ne.
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(ii) et (iii) découlent de (i). (iv) est évident, et (v) résulte de (iii) et (iv),

car X+ y Ny +y =2y uynNx.,

COROLLAIRE 3. - Toute part de C est un sous-cbne convexe.

PROPOSITION 5, = La distance d sur C a les propriétés suivantes ¢

(1) xnvy et x#0, alors d(x, y) =inf{log a: ax >y et a >x ;
(i) d(x , Ay) =da(x, y) , pour A >0 et x,y€eC;

(iii) d(x+z,y+z)§d(x,y),pour X,y , 2z€C3

(iv) a(rx , sx) = |log r = log s

Démonstration. -~ (i), (ii), et (iii), résultent respectivement des (i), (ii), et

(iii), de la proposition précédente. (iv) résulte de (i), en observant que
d(—;; X , x\ .

1

d(rx , sx)

Exemples = Soit H(X) 1'espace des mesures de Radon sur X localement compact,
muni de la topologie faible o( , X¥) , od ¥ désigne 1'espace des fonctions con-

. . + A .
tinues & support compact. Soit W= le cBne des mesures positives, il est convexe

saillant et faiblement complet.

D'aprés la proposition 1, (W rnvvy) <=> (g >0 tel que é—v << ov) .
I'Ip désignera la part contenant u € TF(%) , ot Pu. désignera 1'ensemble des fonc—
tions de I (W) borndes inférieurement par un nombre > O . D'aprés le théoréme de

Radon-Nikodym, on a Hu ={gu ¢+ ge€ Pu} .

PROPOSITION 6.

ment équivalente 2 la métrique induite par L (y) sur Pu .

Sur une part HM de M (X) , la distance d est topologique-

Démonstration. - Soit gy € PH' . Posons

AO={ue3£+: ,fugodugl} et B={veX: J‘IVIdu,\<l} .

D'apres le Acorollaire 2, d(gn by 8 W) => 0 si, et seulement ai,
(1) lim ,J‘u(gn - go) dy =0 uniformément par rapport & u € A
Supposons Hgn - gOHm -~ 0, ona
le, = gll, = mup 1] w6, - &) al .
veB

Si o est la borne inférieure p. p. de gy 2 OB 2 f&u ugl, pour ue AO ’
donc



lim J u(gn - go) 4y = O uniformément par rapport & u € AO .

Réciproquement, si d.(gn by 8, W) == 0, en décomposant v € B en sa partie po-

sitive et sa partie négative, on voit que Hgn - goﬂm -> 0 .

3. Btude des mesures regrésenta’cives de Roin’cs d'une méme Rart.

Nous allons démontrer un lemme qui nous servira par la suite.

LRME 3. - 8L x,yeC et 3(\) =ax + (1 = \)y , alors 3 est continue sur

,1(;si xnvy, % est contime sur (0, 1) .

Démonstration. = La premiére assertion résulte de la seconde, car pour deux points

x,y de C, x#y , le segment Jx , y( est dans une part, et pour 0<KO<1,
§()\0) est combinaison convexe de points @(7\1) R é(?\z) tels que O<h <Aj<h,<1.

Supposons x n y , montrons que a(a(r) , y) => O quand X —=> 0 ; la continui-

7

té & gauche pour )\O € J0, 1( en résultera ; en effet,

a4 (1= Ay =atx+ (1 =21 a(ny) avec A'=At(2) ,
A =>0 quand A -> A 3 gauche ; un raisonnement semblable montrerait la conti-
mité & droite. Les relations suivantes sont immédiates :

y+ely-x) =y+5@=-381) ot x4+ e(x-y)=§(7\)+-1—:—;%—+—-9(@(x)->\);

ot L=\ +¢

done, si [x ’ y)(e) ’ [@(x) ’ y) se prolonge par le minimum de -;— —_—X———;

par suite, d(&(A) , y) => O quand A =>0 ,

PROPOSITION 7. =~ Les parts de C sont les composantes connexes de C pour la
métrique d .

Démonstration. ~ Elle résulte du lemme 3.

Remarque. - Soient E un e. 1. ¢. 8., K un simplexe compact de E . Soit T
1'adhérence des points extrémasux de K ; on sait.que, pour tout x € K , il existe

une mesure maximale unique My représentant x .

Si d et 4! désignent respectivement les métriques introduites précédemment
sur K et m*(I") , alors l1l'tapplication (x ’ i) —> (W"'(I‘) , ar) , qui & x feait
correspondre My 9 est une isométrie. En effet, sur chaque composante connexe de

(K, a) , c'est-2~dire sur chaque part, on a

(x, y)(e) <==> (1 + e-l)_l b S, g (1+ ¢ by s d'aprés la proposition 2 ,

N2 X
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en tenant compte de 1'unicité des mesures représentatives maximales ; la définition

des distances 4 et d' montre alors qu'il s'agit d'une isométrie.

Soient K un convexe compact dans un e. l. c. s., & 1l'ensemble de ses points
extrémaux, et T leur adhérence. mx désignera les mesures de probabilité portées
par T et de résultante =x $ un ensemble sera dit WX nul , s'il est de mesure

nulle pour toute mesure de ﬂ& .

PROPOSITION 8., - K étant un convexe compact dans un e. le Ce 8o, 81 XNy ,

alors les ensembles mk nuls EE. ﬁ& nuls coincident.

Démonstration., — On sait que xn y implique l'existence de deux mesures maxi-

males by € ﬁk et uy € ﬂ% telles que %-uy < MX < Cuy .

Posons v, = (uy - é-ux) + é-vx you v el ; vy est une mesure > O de mas-

se 1 et de résultante y telle que v, < Cyu_

Ny
Soit A un ensemble ﬁ% nul , et soit v, € mk o I1 existe, comme on vient de
le voir, vy € my telle que Ve < va s par suite vx(A) =0 , d'ol la proposition.

On remarquera que, si Vg est maximale, vy 1l'est aussi.

Avec les hypothéses de la proposition précédente, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 9. = Si x Ny et si x se représente par une mesure maximale uni-

que, il en est de méme de y .

Démonstration. — Sinon, soient vy et v} deux mesures maximales représentant

y ;3 d'aprés la démonstration précédente, N C\)X et vé‘g CvX , car il existe

Yy

o

une mesure maximale unique représentant x . Donc vy = Py, et v} = p'vx avec

P, p'e Lm(vx) » D - p' étant bornde, il existe € >0 tel que
1+ e(p=-p') >0 [vx De Dol

[1+elp=-p")] v représente x , et elle est maximale j d'ou, d'aprés 1'hypothd—

se d'unicité, p=p' et v _=v! .,

4. Théoréme de sélection pour la distance sur les parts.
I1 s'agit d'une généralisation du théordme suivant de MICHAEL.

r'd .
THEOREME, - Soient T wun espace topologique paracompact, & une fonction multi=

vogue S. c. i. de T dans un espace de Banach E , telle que, pour tout t e T,

é(t) soit un convexe fermé non vide ; alors il existe une sélection continue de

9 , clest-3~dire une fonction continue f : T -=»E telle que f(t) € #(t) pour
tout t .
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I1 s'agit ici de remplacer l'espace de Banach E par un ensemble convexe C ,

muni dtune métrique "convexe" telle que C soit complet.

Définition. - Scit C un convexe dans un espace vectoriel E j une distance 4

sur C sera dite convexe, si @
19 Pour tout ensemble convexe S et pour tout e >0 , l'ensemble
fyecs aly, 8) <}

est convexe 3
20 Ltapplication (A, x,y) =» Ax+ (1 =)y de (0, 1) xC xC dens C

est continue.
Remarque. — La distance d introduite précédemment sur un convexe C ne conte-
nant pas de droite est une distance convexe, en effet :

1081 (x, x)e) ot (F, y1)(e) , alors (Ax+ (1 =)y, Ax! + {1 =Ny )e),
d'ol
alrx + (1= ANy, ! + (1 - Vy") gmax(alx, 1), aly , v4)) ,

et, par suite, l'ensemble {y : yeC, d(y , S) < e} est convexe si S est

convexe.

2% Soient x , ¥y, X

0 Vg €EC et A, A€ (0, 1) ; alors

<abx+ (1-Ny, Axy + (1= Ny + d(?\xo +(1- Ny, Ay %o+ (1= )‘O)yo)
gmax(@(x , x5) , aly , yo)) + alaxy + (1 = Myg 5 45 %, + (1= N)y,)
Le comportement du second terme a été étudié au lemme 3.

On rappelle qu'une application multivoque d'un espace topologique T dans un es-
pace topologique Y est dite s. c. i. si, pour tout ouvert U <Y , 1l'ensemble
{t: &%) nU #8) est ouvert dans T .

LEMME 4. - Soient T un espace paracompact, C un convexe muni d'une distance

convexe d , et % une application multivoque s. ¢. i., & : T —»C , telle que

8(t) est convexe non vide ; alors, pour tout r >0 , il existe une fonction con-

tinue f : T —»C, telle que d(&(t) , £(t)) < r pour tout t eT.

Démonstration. = Soit Uy =fterT: daly, 3(t)) <r} . & étant s. c. i., Uy

est ouvert, (Uy)yeC est un recouvrement ouvert de T qui est paracompact, donc
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il existe un raffinement de (Uy) localement fini, V), 3 801t (2] yen » UBe

partition de 1'unité associée au recouvrement (v.)) , i« e Py = 0 en dehors de

o

v, et EA pa(t) = 1 pour tout t € T . Pour chague @ , choisissons Ty tel que
o

v, < Uy , et posons f(t) =2 pa(t) Yy t, étent fixé, il existe un voisinage

o a

W(to) de to qui rencontre seulement un nombre fini de Va s par suite, dans

@ étant une métrique convexe, f

W(ty) 5 £(t) =, (8) 35 + eeo + 0y (£) ¥,
1 1 n n
est continue sur W(to) donc sur T ; par ailleurs, pour + € V& c Uy ’ £(t)

o
est combinaison convexe de points qui sont & une distance de @(t) inférieure a

e , done, d'aprés la condition 1° sur d , on a a(e(t) ’ 3(t)) <r .

THEOREME 1. - Soient T un espace paracompact, et C un ensemble convexe com=

plet pour une métrique convexe d . Soit & wune fonction multivoque s. ¢, i. de T

dans C telle que @(t) soit convexe fermé non vide pour tout t € T ; alors il

existe une fonction continue f : T -»C , telle que (%) e 3(t) .

Démonstration. = I1 suffit, en utilisant le lemme 4, de reprendre la démonstra-
tion de MICHAEL.

COROLLAIRE 4. = Soit C wun convexe dans un 6. 1. c. s. B complet pour o(E,E!),

et soit 1 une part de C ; si & est une fonction multivoque s. c. i,,

3: T=>1 |,

avec @(t) convexe fermé non vide, il existe une sélection continue de & .

Démonstration. = On a vu que d est une métrique convexe et que, si C est fai-

blement complet, il est complet pour d ; par suite I , qui est fermé pour 4 ,

est complet.

COROLLAIRE 5. - Si C =1 (X) , ob X est localement compact, &: T ->1 vé-

rifiant les hypothéses du corollaire 4, alors il existe une sélection continue de

& , soit £, avec f(t) = g M os ou l'application % -> 8, est continue de T

dans L«)(LI,) .

Démonstration. — Elle résulte du corollaire 4 et de 1'étude des parts de ﬁ+(X) .

Remarque. = Soient X un espace compact, et B wun sous-espace vectoriel de

GR(X) ; on suppose que B sépare les points de X et contient les constantes.
Soit Ty = {FeB': >0, F(1)=1}. Ty est un convexe compact pour

o(B! s B) , X peut 8tre plongé dans TB s les parts de X seront les traces des
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parts de TB sur X ; par suite, pour x , y € X , on a XNy si, et seulement

s?il existe o >0 tel que a-l u(y) s’u(x)‘$ au(y) pour tout uw >0, ue€B.

THéORﬁME 2. - Soient B un espace de fonctions du type précédent, A une part

1 1
s 15 i c (X * n #
de X , et supposons qu'il existe une part 1'[3”L (%) telle que HH £ g

pour tout x € A . Si l'application x =-> WX n I]u est se. c. 1. par rapport aux

distances sur les parts A et %¢ , alors il existe une application continue :

A —s.ﬁ¢ ) X=>g o, M=y telle que b, € %k s par suite, x -> 8, est conti=

mie de A dans L (w) .

Démonstration. — I1 est clair que (A , d) est paracompact, et que ﬂ& N Hu est

convexe fermé pour (HH , d') , d'ol le théordme.

On peut ajouter que 1'hypothése de 1l'existence de M telle que ﬁ% n HM £0,
pour tout x € A , est vérifiée si 1'espace des mesures réelles, orthogonales & B,
est de dimension finie j il est cependant facile de construire des exemples ou
mx n %¢ est non vide et ol cependant 1l'application x => ﬂx n Hu n'est pas

Se. Co 1o
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