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Séminaire CHOQUET 3-01
(IL.LJ.ul gtilom o .L‘n.u.«_g‘,._, ‘
8e annde, 1968/69, n° 3

CLASSIFICATION DE CATéGORIES

par Michdle DEHEN

Introduction

Soit C une catégorie constitude par les données suiventes

(1) Une classe d'objets, notée Ob C
(2) Pour tout couple (E , F) d'objets de C, un ensemble Home(E , F) dont

les éléments sont les morphismes de E dans F ;
(3) Pour tout triplet (E, F, G) d'objets de C , une application de

Homs(F , @) x HomG(E , F)

dans HomC(E s G) , notée o , et appelée composition des morphismes.

On suppose de plus que ces données satisfont aux axiomes des catégories.,

Pour tout objet E de C, Hom(E , B) est un semi-groupe non vide qui admet

une unité, notée I , et appelée, par généralisation, identité sur BE .

Un objet E de C est appelé objet final si, pour tout objet X , 1'ensemble
HomC(X s E) contient un élément et un seul. De méme, un objet F de C est appe=-

1é objet initial si, pour tout objet X , 1'ensemble Homc(F , X) est constitué

d'un élément unique. On démontre que ces objets (lorsqu'ils existent) sont uniques,

4 un isomorphisme prés.

Dans la suite, on imposera de plus & la catégorie C 1'axiome suivant ¢

(4) I1 existe un foncteur j de 1la catégorie C dans la catégorie des ensembles,

c'est-3~dire une application j de la classe des objets de C dans la classe des

ensembles qui, & tout objet E de C, associe un ensemble appelé ensemble sous—

A

jacent & E , et noté j(E) ou encore E .

On suppose de plus que, j définit, pour tout couple (o, B) d'objets de C,
une application, que 1l'on note encore j , de Hom (A » B) dans a(3(a) , (),
ou A(j(a) , 3(B)) adsigne 1'ensemble des appllcatlons de 1l'ensemble j(A) dans
1l'ensemble j(B) .

On impose de plus que, pour tout couple (4 , B) d'objets de C s l'application
J soit injective de Homp(4 , B) dans la classe des applications de 1'ensemble



sous=jacent & A dans celui sous-jacent a 3B .

Si E et F sont deux objets de C admettant le méme ensemble sous-jacent, on

dira que la C-structure de E est plus fine que celle de F, s'il existe un é1é-
ment f de Home(E , F) tel que j(f) wsoit égal & 1'identité sur j(E) .

Cette convention est calquée sur celle utilisée pour la comparaison des topologies
dans les catégories dont les objets sont des espaces topologiques et les morphismes

des applications continues.

Définitions des limites projectives et des limites inductives. = Soient I wun

ensemble préordonné, et (Ea)QEI une famille d'objets de C gyant I pour ensem-
ble d'indices.

(a) On dira que la famille (EQ)QEI forme un systéme projectif si, pour tout

couple (o , B) d'indices vérifiant o < B , on s'est donné un C-morphisme fBa

de EE dans Ea , et si les fBa vérifient les conditions suivantes :
< = =

(2)) (@ge<y) = (fw foy ° fYB) ,

(P2) (0 €I) => (fw est 1'unité de Hom(A , 4)) .

On introduit la catégorie auxiliaire QP définie par @

Un objet de C, est (x, {xa}

sont des morphismes de C,

ueI) , ou X appartient & Ob C, et ou les X,

X, : X—>Ea ’

tels que, pour tout (o , B) de I x I , vérifiant o< B, on ait

X=f o X .

o Bor B

Un GP~morphisme

(x, (x)e) ~ (O, 5}

est un C-morphisme
h: X==Y ,

tel que, pour tout o de I , on ait X, =Y, ° h .
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Une limite projective de la famille (EQ)QEI par les G-morphismes (fBG)BZU

est, par définition, un objet final de Cp (s'il en existe).

On la note alors

((g._j—.ﬂ_l EC{ ? ffaa}a?a) ? {fd}Q’EI) 4

ou les (fa) sont les C-morphismes

lim E => B .
—— v o

Si 1'on introduit une seconde catégorie amxiliaire CH , définie par :
Un objet de Cp est x, {Xd}ael) , ou X appartient & Ob C, et ou les {x&}
appartiennent 3 HomC(X , Ea) .
Un Cn—morphisme
(X ? {XQ’}O!GI) - (Y ¢ {yOl}OZEI)

est un C-morphisme
h: X->Y ,

tel que, pour tout o de I , on ait

On définit alors un produit de la famille (Eoz)afel , c'est un objet final de Cp
(s'il en existe). On le note

(T8 (gler)

et les (pa) sont appelds projections de [l E, dans E .

o
el
D'aprés les définitions de GP et GH , la classe des objets de GP est conte-

nue dans la classe des objets de GH ; de plus, CP est une sous-catégorie de CH .

Supposant que (1im E_, {f. }._ ) et [l B  existent, on déduit, puisque
— o Bo” B> wel o
(QEI E, {pa}ael) est un objet final de Cp , qu'il existe un Cmorphisme, ot
un seul,

he ((Um B, {£5)0) » (£ )er) = (021 E,» {pdqer)
clest-3-dire qu'il existe un C-morphisme, et un seul, que l'on note encore h , de
lin E  dens QEI E, , qui vérifie, pour tout o de I,

ael
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. . e C ‘i £ s g e U= . - \
3i la catégorie vérifie 1-axiome (4), i'ensemble sous-jacent a 1lim ba s 'ap-
o€l
plique dans la limite projective des ensembles j(Ea) pour les applications

[5(£. )] , ou §(f, ) ¢ j(B.) => j(E ) , par une application x , et une seule,
Ba’ -B2o Bor P o

qui vérifie :

Feel, j(fa)=cpa°x ,

ol o, désigne 1'application de lim j(Ea) dans j(Ea) .

—

En effet, on considére la catégorie & dont les objets sont les ensembles et les
morphismes les applications. On note Ob & = Fns , la classe des ensembles, et,

pour tout couple (A, B) d'ensembles, on note
Homg(A , B) = &a, B) ,

1'ensemble des applications de A dens B . Le systéme [j(EhgaeI ’ {j(fBG)BZW}]

est un systéme projectif dans & .

On peut donc construire une catégorie auxiliaire &P analogue a QP , et définir
une limite projective :
[(111; 3(8,) 5 13(fg) g d) v (05)ger ]
E

by

Celle~ci est un objet final dans la catégorie & des ensembles, elle est définie 2
une bijection prés. On démontre qu'elle admet, comme représentant, le sous=—ensemble

du produit des j(Ea) , dans &, N J(E ) , formé des points cohérents. On peut
el
représenter les diagrammes, si B > o @

f £

- Ba 8 N
r_'aa ES < <}___]._r‘n BO!
o€l
! ! 3(£,) !

v V2d N
(B 1 (R . P sl .
J( a) < v ) J( B) < 1lim J(Ea) D ——— JQ%EE Ea)

J Ba CDB el X o€l

Comme [(1im j(Ed) , {j(fBa)} ), (o )aEI est défini comme un objet final, il

existe une application, et une seale, X 5 de 30 (1im Ea) ’ (f ] dans

)
[1im 3B, 3(f ol

BO!B>oz] , vérifiant ¢+ Vo €I, j(fa) =, *X -

Lorsque la catégorie C vérifie de plus l'axiome suivant :
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(S)P Pour tout systéme projectif (Ea , (fﬁa)8>a)a€$ dans C , 1l'application

Ob C’P > 0b &P
(%, ) ) —— (G, ()}

est surjective,

alors, il existe un objet X de € vérifiant j(X) = lim j(Ea) , et un élément

de T Hom(X, B) vérifiant

(x)
o’ o€l wel

(BZO{) ==>XC‘!=fSOl°XB et Voel, J(XOI):cpa .

Comme (1lim Xa ’ (fa)QEI) est un objet final de CP , il existe un unique C=
morphisme
h:X-zvllde,

tel que, Yael, £ oh=x .

j(n)

lim j(B ) < ¢ 5[1im(B )]
& o «— O

X
i)

q,=3(x,)
i(B,) g .

Si 1'on récapitule, il existe une application, et une seule,
x+ (lnE) - 1in j(E) ,

vérifiant, Y o €I , j(fa) = o

o © X *

De plus, il existe une application
j(h) ¢ 1lim J(Ea) - j(lim Ea) ,
vérifiant, VYo eI, j(foz) o j(h) = o, * Par suite, Yo €I,

o, =0, ox °im) et J(£) =i(£) o 3(n) »x .
Or 1l'application

M o : 1n @) - T (&)
oel © R o €l o
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est injective, par suite la premidre égalité implique que X °© j(h) est égal &
1'identité sur }im.j(Ea) . Ltapplication x est donc surjective, et admet j(h)

comne inverse & droite.
On peut montrer que 1'application

LWWﬂEW”QﬂW

est injective. En effet, si elle n'était pas injective, il existerait deux éléments

distincts x et y dans j(lim Ea) tels que,

foel, 3 )(x) = 3£ )0E)

par suite, il existerait deux éléments § et 1 distincts de lim j(Ea) , tels

que,

taeel, (). 3(n)(g)

]

j€,) o @M

c'est-a=dire,

]

Tael, 0, (8) = o, (0) .

Or, si lim j(Ea) est défini comme un sous-ensemble du produit des j(Ea) s Llap-

plication [l ©_  est injective, on aboutit donc 3 une contradiction.
o€l
Puisque l'application [I j(fa) est injective, on peut déduire que j(h) e x
ael
est égale 3 1'identité sur 5(1in Ea) . Par conséquent, j(h) et x sont deux ap-

plications inverses l'une de l'autre, et, & une bijection preés,
3(1im Ea) = lim [J(Ea)] .
On dira que 1l'ensemble sous-jacent est le méme.

On peut remarquer que 1'axiome (S)P est vérifié, par exemple, par la catégorie

des espaces topologiques, ou par celle des espaces uniformes.

(b) si I désigne un ensemble, et (EQ)QEI une famille d'objets de C indexée
par I , on suppose que, pour tout « de I , il existe un objet Ad de C, et
un C-morphisme fa H Ad ~>.Ea ;s on suppose de plus que, quel que soit o, 1l'en-

semble sous=jacent de Ad est le méme s
j =B .
j(a,)

On introduit alors la catégorie auxiliaire Gé dont les objets s'!écrivent
(x, {Xd}ael) , ou X estun objet de C , et ou, pour tout o, X, appartient a
Home(X ’ Ea) , et vérifie : Il existe Yy appartenant a HomG(X ’ Ad) , et satis-

faisant & x, = f& °y, Les Gﬁ—morphismes sont définis comme les C_~morphismes,

I



et Gﬁ est une sous-catégorie de Cn .

Une limite projective des (Ea)ael par les (fa)aeI est, par définition, un ob-

jet final de Cﬁ (s'il en existe)
1 ?
((llm E(X ? f('l’) H {fOl}CYEI) .
o€l
Comme, pour tout o , j(Ad) = E , on peut déduire que, sous des hypothéses ana=—
logues a (5)P, on a de plus
Jﬁ}lm Ea) =E .
o€l

De plus, les applications j(f&) : B - j(Ea) vérifient, pour tout o ,
. 1 - 3 o
j(g) i(g)

Par convention, on notera encore fa les C-morphismes,

f ¢« 1imE -> B .
o “— o
oel

(¢) On définit, de fagon analogue, les systémes inductifs et les limites inducti-

VeSe

On dira que la famille (Ea)aEI , indexée par 1'ensemble préordonné I , forme un
systéme inductif si, pour tout couple (o , B) d'indices vérifiant o < B , on
s'est donné un C-morphisme £ de E dans B_ , et si les (faB) vérifient

op o B

les conditions suivantes :

(,) (wsBsy) = (£, =1f ) »
(12) (e I) == (fau est 1'unité de Hom(A , 4)) .

On introduit alors une catégorie auxiliaire GS définie par :

Un objet de Cq est (x, {xa}ael) , ou X est un objet de C , et ol les (xa)
sont des C-morphismes, X, 3 Ea -> X , tels que, pour tout couple (o g) de

I xI vérifiant o< B8, on ait

Un Cs~morphisme
@, ) = O, v}

est un C-morphisme



tel que, pour tout « de I , on ait

X ————— Y
h

Une limite inductive de la famille (EQ)QEI par les C-morphismes (de)d$B est,

par définition, un objet initial de Cg (s'il en existe).

On la note &lors @

(LR B, s pglagg) + (odaer)

o
ol les (fa)ael désignent les C-morphismes (uniques 3 un isomorphisme prds),

€l

Si 1'on introduit une catégorie C, définie par :

Un objet de C. s'éerit (x, {x}

5 aGI) , ou X appartient & Ob C, et ol les

x, appartiennent & HomC(Ea , X) .
Un Gzrmorphisme
(X, fx} ) = (O, v )

est un C-morphisme

vérifiant, pour tout o de I ,

Une somme de la famille (Ea)ael est alors, par définition, un objet initial de

C.. (s'il en existe). On le note :

=
B . s . .
(ci_ell o ? {1Q}CEEI) cu blen (Oi-l EC{ ? {la}OIGI)
Les C-morphismes ia s Ea - ll Ea sont appelés injections (canoniques) de
oel
E dans || B .
o owel %



La catégorie CS est une sous-catégorie de 62 , par suite, si

(%}a , {faB} ozss) ot (QLELI E)

~morphisme, et un seul,

existent, on déduit qu'il existe un C7

bt ( Oyd E, s fi)per) = ((%,Ea r fedece) + (Todger)

clest-3=dire qu'il existe un C-morphisme, et un seul, noté encore h ,

h: uEd-a»l:LmEa ’
o€l oE

qui vérifie, pour tout o de I,

Si la catégorie C vérifie 1l'axiome (4), i1 existe une application x , ot une

seule, de la limite inductive des ensembles j(Ea) dans 1'ensemble sousejacent a

lim B, qui vérifie, Vo el,
.....i>CY
oE

J(E) =x <9, »

N

ou g, désigne 1'application de j(Ea) dans %ig>j(Ea) .

En effet, le systime (J(ba) , {J(faﬁ)aéB})del est un systéme inductif dans la

catégorie & des ensembles.

On peut donc considérer la catégorie auxiliaire &S , dont les objets s'écrivent

(x, {xd}ael) , et ot X est un ensemble, les x  sont des applications,
x, j(Ea) =X ,

et dont les morphismes sont définis de fagon analogue & ceux de EP . Par défini=-
tion, la limite inductive [(Eg;j(Ea) , {j(fae)}&gs) , {cpa}] est un objet ini-
tial de SS . La limite inductive admet, comme représentant, le quotient de la som=

me || j(Ea) dans & par la relation d'équivalence associée aux applications
o€l
{J(faB)}a$B . Comme

(JE(EILECY) ? {faﬁ}assj 1 {J(fa)}aa)
est un objet de SS , il existe une application, et une seule, x , de 1lim j(Ea)
dans j(l_i_xg Ea.) , vérifiant, Vo €1,

X ] CDO[ = J(fa) .



Lorsque la categorie C vérifie de plus l'axiome suivant :

(S)S Pour tout systéme inductif (Ea , {faa}ags)ael dans C , 1'application

0b GS 0b &g

(&, {x} ) F=————> (@), §5(x)] )

est surjective,

alors, 3 une bijection prés, 1'ensemble sous—=jacent & 1im>Ea est égal & la limite

inductive des j(Ea) .

Si l'axiome (S)S ent vérifié, il existe un objet X de C vérifiant

3(X) = 1in 3(B)

’ 7 -ﬁ‘ 4 , . .
et un é1ldment (Xd)ael de || Hom ( , X) vérifiant
o€l
(B >w) => X, =%g o faB et Tael, J(Xa) =q, -
Comme (lim E E, , {f }ael> est un objet initial de C4 , il existe un C-morphisme,
et un segl, h: lim Ea -> X , tel que, VYo €el, fa =X, ° h . On obtient

Q€ fa
donc qufil exicte une application, et une seule, x , de %EEbJ(Ed) dans J(llm]%),

qui vérifie, VY o €I , X o o, = j(fa) ; et 11 existe une application i) ae

j(}_:'@} Ea) dans }_i_xg)j(Ea) , qui vérifie, pour tout o de I , j(h) o j(fa) =

i)
J(le B ) <-=-:- 11m J(E )

J(f\ /
3(B)

L'unicité de ¥ entrafne la surjectivité de 1l'application ll j(fa) de

o€l
O[LLEI j(B,) aams j(Lim B ) .
Or 1ltapplication ll o de ll j(Ea) dans lim$j(Ea) est surjective, si 1l'on

o
€L o€l
choisit le représentant de liﬂgj(Ea) défini comme quotient de la somme.
On peut en déduire que ¥ et j(h) sont inverses 1'un de 1'autre et que, par
suite, les ensembles j(lim B ) et 1im j(E ) sont les m8mes, 3 une bhijection
—_— O —_— o

pres.
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Dans la suite, on notera : axiome (5), la conjonction des axiomes (B)P et (S)S.

La catégorie des espaces topologiques, ou bien celle des espaces uniformes, véri-

fie 1'axiome (5).

(d) si I désigne un ensemble quelconque, et (Ea)aei une famille d'objets de
C indexée par I , on suppose que, pour tout o de I , 11 existe un objet Ad
de C, et un C-morphisme f@ : EQ —9-%1 . On suppose de plus que tous les objets

(Ad)QEI admettent le méme ensemble sous-jacent, et celui-ci est noté & .

On introduit alors une sous-catégorie Gé de GZ 3 @é est la catégorie dont
les objets s'éerivent (X , {xa})aeI y ou X est un objet de C et ou, pour tout
o, X appartient & HomC(Ea , X) et vérifie : Il existe Yy appartenant a
HomC(Aa , X) , satisfaisant & X, =7V, ° fa . Les Cé—morphismes sont définis comme

les Girmorphismes.

Une limite inductive des (Ea)ael par les (fa)mel est, par définition, un ob-

jet initial de C& (s'il en existe).

On le note :
s !
(Um B, £} o0) » (1) er -
o€l
De plus, si la catégorie C vérifie un axiome analogue & (5)8’ 1l'ensemble sous-—

Jjacent a (%Eg;E@ ’ {fa}ael) est 2lors égal & E . De plus, les applications

acl i
j(f&) : Ea -> B vérifient, pour tout o ,
(o)
i(g) = 5(g) .
Par convention, on notera encore fa les C~morphismes,

fd H Ea — Eﬂ%.Ea .
S

. f . .
Comme (1lﬁ§Ea s Lfa}ael) est un objet de C.. , et que (1l E, {la}aei) est un

o€l o€l
objet initial de GZ s 11 existe un C-morphisme, et un seul,

h : .U, EO! - (];:_LE>EO[ ’ {fa}) ’
el o€l

qui vérifie, pour tout o de I, fa =h o ia « Comme précédemment, on dira que

h est la projection de la somme des Ea sur leur limite inductive.
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(e) Dans la suite, on dira qu'une catégorie C est stable par limite projective

(resp. inductive) de puissance ¥ (gg_ x désigne un cardinal quelconque) si, pour

tout systéme projectif (resp. inductif) indexé par un ensemble I préordonné de

cardinal inférieur ou égal & X , on peut définir une limite projective (resp. in=

ductive) dans C , et si, pour toute famille projective (resp. inductive)

(ga ’ fa)aEI !

vérifiant les conditions imposées précédemment, et indexée par un ensemble I de

cardinal inférieur ou égal & x , on peut aussi définir une limite projective

(resp. inductive) dans €.

On peut citer quelques exemples.

1° La catégorie des ensembles (dont les morphismes sont les applications) est une
catégorie stable par limites inductives et projectives de toutes puissances.

2° La catégorie des espaces topologiques (dont les morphismes sont les applica-
tions continues) est, elle aussi, stable par limites inductives et projectives de
toutes puissances.

3° La catégorie des espaces vectoriels topologiques localement convexes, dont les
morphismes sont les applications linéaires continues, est stable par limites induc-
tives et projectives de toutes puissances.

4° La catégorie des espaces vectoriels topologiques métrisables est stable par
limite projective dénombrable, mais non par limite inductive dénombrable.

5° La catégorie des espaces topologiques séparés est stable par limite projective
de puissance quelconque, mais elle n'est pas stable par limite inductive finie.

6° La catégorie des espaces uniformes (dont les morphismes sont les applications
uniformément continues) est stable par limites inductives et projectives de toutes
puissances.

7° La sous—catégorie des espaces complets est stable par limite projective quel-
conque, mais non par limite inductive finie.

8° D'apres le théoréme suivant

14 A
THEOREME. —~ Si E est un espace vectoriel topologique métrisable et complet, et

si F est un sous-espace vectoriel fermé de E , alors E/P est métrisable et

oomglet.

On peut déduire que la catégorie des espaces vectoriels topologiques métrisables
et complets est stable par limite inductive finie. D'autre part, cette catégorie

est stable par limite projective dénombrable.
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1. Classification de catégories

Systémes déterminants d'objets

Dans la suite, C désignera une catégorie stable par limites projectives dénom—
brables et par limites inductives dénombrables. & désignera une sous=classe de
Ob C, stable par limites inductives et projectives finies. On se propose de faire
une classification de certains objets de C , obtenus & partir d'objets appartenant

34 &, au moyen d'opérations que l'on définira.

l.1le Les classes Eb .
W\IW

On peut faire deux classifications différentes analogues & celles effectuées pour

les boréliens d'un espace pavé.

19 Premidre classification. = On utilise les notations suivantes @

%

81 désigne la classe, que 1l'on notera aussi 86 , des limites inductives dénom=-

brables d'objets appartenant & la classe & ;

82 = 865

partenant & la classe 80 .

désigne la classe & ;

est la classe des objets limites projectives dénombrables d'objets ap-

Par récurrence transfinie

Si « est un ordinal de premidre espéce, lorsque o« est pair, %y est la clas=—
se des objets limites projectives dénombrables d'objets de la classe g&-l ; lors-
que « est impair, Qa est la classe des objets limites inductives dénombrables

dtobjets de la classe gd—l .

Si o est un ordinal de seconde espece, Sa est la classe des objets limites

projectives dénombrables d'objets appartenant aux classes Ss pour B <o .

20 Seconde classification. = Comme prdécédemment, on se place dans la catégorie

C, et :

&4 désigne la classe & , c'lest-a=dire 80 = &O ;
81 désigne la classe 86 des limites projectives dénombrables d'objets apparte-

la classe & j

[

nant
85 =& est la classe des objets limites inductives dénombrables d'objets de la

8o
classe 81 .

Puis, par récurrence transfinie :
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Si «o est un ordinal de premiére espéce, lorsque « est pair, on définit 8&

= (&0 . 1 : : S = (&0
par &} (&a-l)a s lorsque « est impair, & (&

o a-l)é *

Si o est un ordinal de seconde espdce, on définit &' par &' = (U &) .
o o < B'o

PROPOSITION l.lel. = Pour tout ordinal o , les inclusions suivantes sont véri-

fides :

-3 21 C g
éa éa+1 ’ &a &u+1 *

Si Q désigne le premier ordinal non dénombrable, 8Q = 86 s et cette classe est

stable par limite inductive dénombrable et par limite projective dénombrable. De
plus, SQ est la plus petite classe contenant & , et stable par ces deux opéra-

tions.

Démonstration. = Puisque & est contenu dans &G , on peut déduire, par récur—

rence, que, pour tout ordinal « vérifiant o <Q, on a 8& = §y+l , et de m@nme,
& est contenu dans 86 , et, par suite, pour tout ¢ <Q, on a Qa c §&+1 . On

peut schématiser ce résultat par :

5, cy g c c c g C e
] 56 ég &05 cos %2 §y+1 y

g:g(')cgacggSGcooaCgécéc;-*-lcoot ?

et, pour tout ordinal o ,

= | > C &
Eooz E;oz+1 et ga é’oz+l *

On peut en déduire que
u & = U &' .
o

o |
o<} o<}

I1 est évident que 57 est stable par limite projective dénombrable. On peut dé-
montrer que %7 est stable par limite inductive dénombrable. On considére un sys—

téme inductif dénombrable s
ou les En appartiennent & la classe SQ , et ol les fnp sont des morphismes de
C . D'gpres la définition de SQ s chaque B s'écrit sous la forme ¢
N}
En'"ékigﬂEm)meN !

. n . n
ou B €& avec o < Q.
m n m
o
m
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' ’ - IL Ve ° " - .
L'ensemble d'ordinaux {ah}(n,m)eNxN est dénombrable ; par conséquent, il existe
un ordinal o, vérifiant ¢ -
n

¥ (n,mn) eNxN, oy 2 d et o <Q .
On déduit alors que
T‘1:(1 -~
¥ (n,m)eNxN, E € &ao .

On a alors deux cas ¢

1° Si %y est pair, 8& est stable par limite projective dénombrable, et par

0
suite, Y nel, En € Sao s ce qui entraine que E appartient a an+l H
20 Si o est impair, 6@ +1 est stable par limite projective dénombrable, donc,
0
inelN, E € %yo+l , et, par conséquent, E appartient & && o

0
Or, si oy est strictement inférieur & (O, il en est de méme de (ao + 2) , ot

on peut conclure que E appartient & %) . Ceci entrafne que %7 contient %5 .

Un raisonnement analogue montre que 85 est stable par limite projective dénom=—
brable, et par suite, Sé' contient SQ s dfou résulte 1'égalité.

Pour montrer que Eb est la plus petite classe contenant & , et stable par ces

deux opérations, on raisonne par récurrence.

PROPOSITION 1.1.2. = Soient C une catégorie vérifiant 1'axiome (4) et 1'axiome

(5), stable par limites inductives et projectives dénombrables, et & une sous-

classe de Ob C vérifiant certaines conditions qui seront précisées, lors de leur

utilisation dans la démonstration, et notées (a), (B), (y), (6), (s).

i < i i = 5t C B
Alors, pour tout ordinal « < (0 , les inclusions &@ &b+1 et %y %x+1 sont

strictes.

Plus précisément, pour tout o < (Q , il existe un objet Ba de E& qui n'appar-

tient pas & 5& , et 1l existe un objet Da de Ea qui n'appartient pas 2 %& .

Démonstration. — On peut d'abord remarquer que l'existence de Da entrafne 1'i-

s e ? 9% 1 . SO
négalité %& # éb+1 et que, de méme, l'existence de Ba entraine N # %y+l . On

démontrera donc seulement la seconde partie de la proposition.

(o) On suppose qu'il existe un ensemble I préordonné et filtrant & droite, et

) contenu dans & et engendrant & au sens sui=

un systéme inductif (Ei , £ el

iJ
vant ¢

[vPe&, 3JCI: F:ié_zpj(Ei,fij)] .
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() On suppose de plus qu'il existe un objet E de & vérifiant s
Card j(E) = Card ®(I) > Ry

ou ®(I) désigne 1l'ensemble des parties de I , et Nl le cardinal supérieur a
% s et que, pour tout couple (A, B) d'objets de C, Card(HomG(A , B)) < LI

Comme & est engendrée par (Ei ’ fij)ieI , on peut définir une application sur—

jective ¥ de P(I) sur & en posant, pour tout J e @(I) ,

v(J) = liﬂg(Ei ’ fij) , si cette limite inductive appartient & & ,
ied
_ . . ', . . .
¥(J) =B, si }1m (Ei , fij) n'appartient pas & &

ieJ

Or, si E a un cardinal égal & celui de ®(I) , on peut définir une application @«
bijective de j(B) sur @(I) , et Ll'application ¥ o ® , que l'on notera fO , est
une application surjective de E sur & . On peut conclure en disant que fO est

1=

une fonction universelle de j(E) sur o .

On se propose de construire, pour toute classe Sd , et pour toute classe %; ’
une fonction universelle fa de j(B) sur S& , et une fonction universelle &y
de j(B) sur 8& .

. N . 2
Si 1'on note L@(I)}L 1'ensemble des suites infinies d'éléments de (1)

(J1 g see s J

n? ...) s alors

Card[P(1) E = [Card @(1)]P .

§(B) s P(I) ot &

el
N ¥

L\ N N ’
SN —Zes (DR —2s

!

]

f

M R mg R Ya
J(B)= s A(I)~ ——— &, .

Or on a supposé que Card ©(I) > %, , par suite
[card @(I)]&b = Card (1) ,

et, de méme, Card j(E)E.= Card j(E) . On peut donc définir une application bijec-

. . . N . .
tive e de J(E) sur J(E)l . De plus, pour toute famille dénombrable (Fn)neN
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) s

d'objets de C , on peut définir une surjection de j(E) sur |l Hom (® , F
nen C''n n+l

~

* pe> (CPXn,n+1);§ ’

On définit une application ¢, de [@(I)jl dans &, , en posant

\!’l(Jl 9 see J ’ -.o) = l}_ﬂ?[li-g) (Ei ’ flJ)] ’ (CD ) ’

n Z Yy P NP

c'est-a-dire, si on note (en) la n-iéme composante de l'application e , on a,

pour tout x de j(E) ,

N .
b oo o e(x) = Lin [£,(e (x)) ], (we (X)nyP)nﬁP
nel 0

On note fl 1l'tapplication ¢l oc&g o e et, puisque fO est une fonction univer-

selle, de j(E) sur & , fl est une fonction universelle de j(E) sur 81 .

On définit ensuite une application f2 de j(B) sur 62 en posant, pour tout
x € j(B) ,

f = 11 f
2(X) Ellm-)\ [ 1(en(x))] b (coe (X)n’p)nyp
nEE' 0
On montre de m8me que f2 est une fonction universelle de j(E) sur 82 .

Par récurrence transfinie, on peut définir, pour tout ordinal o« de cardinal dé-

nombrable, une fonction universelle fa de j(B) sur Sd .
Si o admet un prédécesseur (o - 1) :
Lorsque «o est impair,

£, j(B) ——> &,

x > 1im [fa-l(en(x))] ’ (@e (X)n,p)n§p i
nell 0

Lorsque « est pair,

£, J(E) — &

X - <lim¥ [fa-l(en(x))] y (@e (X)n,p)nzp
ngg 0

Si o n'admet pas de prédécesseur, il existe une suite croissante
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vérifiant lim ¥ =0, et 1'on définit fa par
n—oo

f + j(B) -—> éoa

e i (5, (0] o )
nelN 0

=
Alors, pour tout o < Q , on peut montrer par récurrence que, pour tout x € j(®) ’
fa(x) appartient a 8@ , et que, pour tout F appartenant a 8& , 11 existe
x € j(B) tel que fa(x) = F . De méme, par récurrence transfinie, on peut définir
une fonction universelle g, de j(E) dans 8& . Comme 86 = 80 =& , on pose
go':-foo

Si o admet un prédécesseur (o = 1) :

Lorsque «o est impair,

. 3 S |
g, * j(B) —-—> &

im ,( H
x Hi@*[ganl(en(x»] cpeo(x)n,p)wp

Lorsque « est pair,

g, I(E) —> &
* > o, ENRICRCDN (@e (x)n,p)nSP
nel 0

Si o n'admet pas de prédécesseur, on considére la suite (an) définie précé-

demment, et l'on définit s

Iy 2 S8 ]
g, * j(B) —-—> &)

x - :Li_m?[ga (e (x))], (o

? n,p ngp
ney n eo(x)

Dans la suite, o« désigne un ordinal inférieur & Q .
On étudie le sous-ensemble Ad de j(E)

A, =fxeB: xejlr ()]} .
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Ad est la projection sur j(B) de 1'intersection de la diagonale A de j(E x B)
et du graphe T de l'application x, de 3(8B) dans @[ 3(B)] aéfinie par :

xo(%) = 3(B) n e (=)] .

5(8)

D'aprés un théortme sur la théorie des ensembles, Ba = CA& n'est pas une valeur

de Xa" par suite Ba n'est pas 1l'ensemble sous-jacent d'un objet de 6@ o
Or la diagonale A de E x E appartient & & ¢

(y) Si 1t'on peut définir £, de manidre que I~ soit sous-jacent 3 un objet ap=
partenant a Sa , et si la catégorie & vérifie :

(8) Pour tout objet E! contenu dans E x E et appartenant & %y s, la projection
sur j(B) de j(B' A A) est un ensemble sous—jacent & un objet de %y :

Alors on peut déduire que Ad , qui est la projection sur j(B) de 4 n Ry ’

est sous-jacent & un objet de 8@ .

Si & satisfait & la condition supplémentaire :

(¢) Pour tout A contenu dans E et appartenant a Sa , le complémentaire de
j(a) dans j(B) , C3j(a) , est l'ensemble sous—jacent d'un objet de 8& ;

On peut alors conclure que Ba = CAd est un ensemble sous-jacent a un objet de
&
o

Pour tout o« , on peut donc déterminer un ensemble Ba sous=jacent & un objet de

&' , et non de & .
o o
Si 1'on considére le graphe dans j(B) x 3(BE) de 1'application ga définie par
6y (x) = 3(B) nile ()] ,

et si 1'on définit Ca comme la projection de 1l'intersection de A et du graphe

Ga de ga sur j(B) 3 si & vérifie les conditions (a), (8), (y) et (6'), (e?),

analogues & (6), (¢) aprés échange de 5& et de 8& , alors Ca est sous-~jacent a
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un objet de && , et son complémentaire D& daus j(i) est sous-jacent & un objet
de & . Or
o

D,=fxeB: xég (2},

o

par suite, Da n'est pas sous=jacent & un objet de &

! .
o
On peut donc conclure, comme précédemment, que, pour tout o < Q , il existe un

objet appartenant a Sa y et non a 8& .

COROLLAIRE 1.,1.2.1. = Soient C 1la catégorie des espaces topologiques, et & la

sous—classe de Ob C constituée par les espaces polonais. Les morphismes de C

sont les injections. Alors, pour tout ordinal o inférieur & Q , il existe un ob=-

. ) .y . s ey
jet D, de &d qui n'appartient pas a &a .

Démonstration. -~ Les espaces polonais sont les espaces métrisables séparables sur

lesquels il existe des distances compatibles avec les topologies qui en fassent des

espaces complets.

by

Pour qu'un espace soit polonais, il faut et il suffit qu'il soit homéomorphe 2 un
7
G6 de (0, l]é-; par suite, comme les espaces sont définis & un isomorphisme prés,
on peut déduire que

Card & = Card{P : P étant un G de (o, 1]33 ,

Card&':Card_li=2 o

1

et

L'espace E = (0, 1) est donc un polonais vérifiant

Card E=Card &E =c .

De plus, pour tout couple de polonais (4 , B) , le cardinal de 1'ensemble des

fonctions continues de A dans B est inférieur ou égal & ¢ .

D'aprés un résultat de W. SIERPINSKI, on peut alors définir une fonction univer—
selle Xo de E sur l'ensemble des ouverts de E , telle que son graphe FO soit

un ouvert de E x B .

Si F est un espace de & , et si (Pn)neN est une suite de sous-~espaces de P,

munie des morphismes constitués par les injections @
7 N
P NP -> P (f (n,m) ey xN) ,

alors
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et

Par suite, on peut définir les applications X o de E sur les objets de 8&

contenus dans E en posant, pour tout ordinal « de cardinal dénombrable
Si o admet un prédécesseur (o - 1) :

~Lorsque o est pair,

x (x) = U x__.(e (x) ;
o nel o-1'"n ’

~Lorsque o est impair,
X (x) = N x, (e (x)) .

nell

Si o est de seconde espece ¢ «o = lim o s
n—eo

]

x (x) = U x_ (e (x)) .
ot ney o
Les Xy sont des fonctions universelles de E dans Sa n P(B) , et on peut dé-

terminer des fonctions e, continues ( [i e_ est une application bijective
nel
B —9-EE ), ce qui entraine que, pour tout « , le graphe Fa de X o est de classe

borélienne Ga dans E x B , et par suite appartient & la catégorie && . La con=-

dition (y) est donc réalisée.

Pour étudier la condition (5), on considére un sous-espace E' de E x B qui

appartienne & & . Alors E' estun G, de B x E . Or la diagonale A est un

8
fermé de E x E , c'est donc aussi un G5 de E x B ; d'ou il s'ensuit que E!' n A
est un G6 de BE x E , c'est donc un polonais.

L*ensemble pE(E' nA) , projection sur E de B' n A, est donc 1l'image bicon-
tinue bijective d'un polonais dans un polonais, c'est donc encore un polonais,

c'est-a=dire un objet de & .

Pour montrer que E vérifie la condition (e), on désigne par A un sous-ensemble

de E appartenant & & , alors A est un G6 de E , et par suite, son complé-

mentaire (4 est un FO de B . Or tout fermé de E estun G donc appartient

5 ?
& &, par suite, (4 appartient a 81 . On peut donc conclure, de manidre analo-
gue & celle de la proposition 1.1.2, que, pour tout o <Q, si Ae %; , alors

Cae & .
o
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n

De la proposition l.l.2, on déduit alors que, S1 Ca est la projection sur &
c ient & &! suite D =LC ient & & .

de FQ na, o appartient a %y , et par suite . C . appartient & o Or
Da n'appartient pas a 8& . On a donc bien déterminé un objet Da de 8& qui

n'appartient pas a S& .

1e2+ Systémes déterminents d'objets.

Définitions et notations. — Soient §_ 1'ensemble des suites finies de nombres

entiers, et L 1'ensemble des suites infinies. On notera par des lettres latines :
r,s,%t, ... les suites finies, et par des lettres grecques : p 4y O 4 T 5 eos

les suites infinies. On écrira z(s) la longueur de la suite s .

Si r et s sont deux suites, on écrira r <s si r est une section commen=
cante de s 3 si p est une suite infinie, on écrira de méme r < p si r est
une section commengante de p .

Pour s appartenant & S (respectivement o appartenant 2 z ), on notera CS

(resp. GG ) 1'ensemble des sections commencantes de s (resp. de o ).

On écrira r < s, si 4(r) = 4(s) , et si chaque terme de r est inférieur ou
égal au terme de méme rang de s . Si p et o sont deux suites infinies, on
écrira p <Ko, si chéque terme de p est inférieur ou égal au terme de méme rang
de o .

31 s € S, on notera DS 1'ensemble des suites r vérifiant r s § et si

o € £, on notera de méme Dc l'ensemble des suites p vérifiant p <o .

Si s (resp. o ) est obtenue en prolongeant l'une de ses sections commengantes,
s' , par des zéros, on identifiera s (resp. o) et s'.

Cette identification injecte § dans ¥ de maniére canonique.

Les relations " < " et "¢ " sont deux relations de préordre large sur % .

Le complémentaire de C, dams % sera noté IS , et le complémentaire de DS

sera noté Js .

Définition d'un "systéme déterminant d'objets". — Soit C wune catégorie stable

par limites projectives dénombrables et par limites inductives de puissance égale &

celle des réels, clest-i~dire Nb .

Soit & une sous-~classe de O0b C .

Je désigne par &-systéme déterminant d'objets, toute application A vérifiant

As S ——> & x #(C-morphismes) x #{C-morphismes)

s F-> (E(s) 4 {fss'}s’GG ? {frs}rED ) !
s s
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ou E(s) est un objet de & , fss' un Cemorphisme de E(s) dans E(s’) , et

f . un C-morphisme de B(r) dans B(s) .

Les morphismes {fss’}s'<s et {frs}rgs doivent en outre satisfaire aux condi-

tions suivantes

(a) ¥s€e8, £, = identité sur B(s) ;

(b) Si s est une suite obtenue en prolongeant s!' par des zéros, alors
E(s) = B(s') , et £, v est l'identitd ;

(¢) 81 s"<s!' <s , alors £ ° fss' =T
(a) si r <sgKt, alors fst ° frs = frt 3

(e) De plus, ces applications doivent vérifier :

(3
stal gs"?

! ' < 8! ! == =
(s' < s y T8, s, rt< ) > (fss, ° frs f o f

Ces morphismes sont schématisés ci-dessous.

Pour toute suite infinie o e £, le systeme {B(s) , fss'}s<c est un systéeme

projectif. On peut donc définir E(o) = lim E(s)S<U dans la catégorie C .

Si p et o sont deux suites infinies vérifiant p < o , alors, pour toutes
suites r<p, s <o, avec 4(r) = 4(s) , on a défini un morphisme £ de
E(r) dans E(s) « Par suite, il existe un C-morphisme fpG de E(p) dans E(c)
vérifiant, si 1l'on appelle fcs 1'application canonique de E(g) dans B(s) , et

fpr celle de E(p) dans E(r) :

f of =f of .
os po rs pr

Le systéme {E(s) , f est alors un systéme inductif de puissance égale &

po}cgz
z«% dans la catégorie C .

On appelle noyau du systéme déterminant A , et on note A(ZQ , L'objet de C
défini par :
A = l' E f [
(2) = 1im B(o) , (£ )
cgg

On désigne par al(g) la sous-~classe de Ob C , dont les objets sont des noyaux
de &-systdémes déterminants, et ces objets sont dits &=analytiques ; plus généra-
lement, on note @(&) 1a sous~classe de Ob C , dont les objets sont des limites

inductives par des C-morphismes d'objets E(c) de € indexés par Z , qui soient

.o

des limites projectives de systémes projectifs de &

E(O') = lim E(S) ) {fss'}s’<S ’
s<o
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ou les E(s) soient des objets de & , et les f_ , des C-morphismes de E(s)

dans BE(s') , c'est=d-dire :

Ee a(é) <==> B = E{}(}im E(S)'{fss'}s'<s) ’ {f } .

i o
cex s<o
s! < g (s <o)
E(s') E::::::> E(s) «——— E(0)
7 fss‘ ~ ffys A
-
1t al’

r'<s|f o r< | fp(7

£, f
E(r!) «—=— B(r) <——t=— E(p)
r <QEZ;13; r <§:ETB\ p

b
,..4‘/

Les classes (&) gﬁ_‘dl(g) peuvent 8tre définies dans les espaces pavés. - Si

( désigne un ensemble, on appelle pavage de 0 , tout ensemble & contenu dans
1'ensemble des parties de Q , @(Q) . Lorsque l'on considére la catégorie C , dont
les objets sont les é4léments de ®(Q) , et dont les morphismes sont les injections
canoniques d'un sous-ensemble de (Q dans un autre qui le contienne, on peut étu-

dier le cas ou la sous-classe & de Ob C est un pavage de Q .

~ La classe t‘ll(&o) : Si B appartient & la classe al(g) , il peut s'dcrire

s e - ss'}s'<s ! {frs}rss) !

ou les E(s) appartiennent au pavage & o Comme les {fss'}s'<s et les {frs}rgs

by

appartiennent & Hom C , on peut déduire que 1'égalité précédente est équivalente a

E= U (n E(s)),
ceg_ s<o

{s' <s == BE(s) < B(s")

r<s => B(r) ©E(s)

Par conséquent, E est alors noyau d'un systeme déterminant régulier construit sur
le pavage & .

- La classe (&) s De méme, si E appartient & la classe a(&) , il peut s!é-
crire :

B = l_j.'ill>(<1_Jin B(s) {fss'}s'<s) » £
o'ez s<0

1ol 1

clest=a~dire :

E= U [n E(s)], avec (s!' <s ==> BE(s) c B(s')) .
cex. 8<0



3-25

E est encore noyau d'un sysveme déterminant régulier sur o , ce systéme détermi-

nant n'étant plus soumis & la condition
(r.s s ==> B(r) cB(s)) .

Cependant, les ensembles F(s) = U E(s) sont des réunions finies d'ensembles du
r<s
pavage & o S1 & est stable par réunions finies, ils appartiennent alors & & .

L'ensemble E peut encore s'écrire :
st <8 => F(s) ©P(s?) ’

E= U [n Fs)], les F(s) vérifiant
oer s<o rgs => r) = P(s) .

On peut donc conclure que E appartient a dl(g) .

Dans ce cas particulier, les deux classes U(&) et ﬂl(g) sont donc égales. Il
n'en est pas de méme dans toutes les catégories, car on ne peut pas, en général,
définir, si E e 4(&) , la 1im5E(r) , car, précisément, les {f ne sont pas
r<s

rs}rgs

alors définis.

THEORMME 1.2.1. = 5i & est une sous-classe des objets d'une catégorie C sta-
ot 3%
2

ble par limite projective dénombrable et par limite inductive de puissance
alors la classe U[A(5)] est égale & A(8) .

’

Démonstration. — Pour montrer que & est une opération idempotente, il suffit de

montrer que A[A(5)] est contenue dans %(8) , car 1'inclusion inverse est éviden—

te.
Si E est un objet de a[a(s)], alors B s'éerit sous la forme
= 1im |
E=1lin (B() , £} ,
oEL
ol fO est un C-morphisme de E(o) dans E , et ol chaque E(5) est une limite

projective d'un systéme projectif :

E(G) ={ii§ {E(S) ’ {fss'}s'<s} ’
s<o

et les objets E(s) appartiennent 3 a(&) .
De m&me, puisque les objets E(s) appartiennent 3 (&) , ils s'écrivent :

B(s) = lin {E(7) , £7} ,
Tex

ol fi est un C-morphisme de ES(T) dans B(s) , et ol chague ES(T) stécrit
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. s
ES(T) =.iig-{ES(t) ’ {ftt'}t'<t} ’
t<T
les objets Es(t) appartenant 3 & .

—_

Si 1'on récapitule, E s'écrit donc :

A s . . N s s
E = lim [}1m {11@>{11m bs(t) y {ftt'}t'<t} ’ fT} ? {fss’}s'<s] ’ fg .
ogg s<c TEL t=<T

Si 1'on fixe o e L, et si 1'on note

. S
ES(T):=4EEE Es(t) 9 {ftt'}t'<t ]
t=<T

on peut remarquer que l'objet B(g) est défini par :

. . S
B(o) = lin {1in B (7) , £3, {£ ]
s<o qu

s'<s

Si 1l'on considére le produit, dans la catégorie C , des E(s) pour s <o , on

note p . le C-morphisme du produit [T B(s) dens E(s) . Ce produit est un ob-

8<c
jet final, et il existe un C-morphisme, et un seul, h_: 1lim E(s) dans [T E(s),
o " e
8<o 5<0
qui vérifie :
(s < c) => fcs = pOS s h .
On étudie ensuite l'objet F(c) défini par s
. . . s S
F(O") = llm\ . [13.111 {t\llm ES(t) 9 {ftt'}t'<t} 9 {fSS‘}S'Q] ’ <o sz(S)
- ‘ <o t<T
(7t ez 4(s)
(ci=aprés, le diagramme des morphismes est représenté).
est licite, car 1l'objet
B = i n S
Es(Tz(s)) = lim us(t) , {ftt'}t’<t

t<T£(S)

existe dans la catégorie. Le  =morphisme £°

. admet Es(Tz(s)) comme source,

2(s)
et E(s) comme but. On peut, par suite, définir la limite projective

Fo , Ty ees Tn) = 1im (B(s) , fi ’ fcs) .
5<o £(s)
Comme Es(Tz(s)) est un objet final d'une catégorie auxiliaire qui contient

s<c
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E (t') e—n ES(t) A ES(T)

\@

E(s)
-
SEO_ES(TE(S)) > E}s(Tﬁ(s))
/\
kN
S
VvV
B(s!)
AN
F(o,'rl...'rn...)s% (E(s) ’f:,@(s) ’fcs)

v @

F(o)= 1im F(O’,Tl...'rn) LT £8 )okG} s, [] B(8) € E(g) ammmame—nE

\ (Tl”;;;:iszfi s<o 4(s) 8<c //74

La définition de F(o) est licite, car 1l'objet

Es(Tz(s)) = éEEE Es(t) 4 {f:t'}t'<t
t=<T
4(s)

existe dans la catégorie. Le C-morphisme £3 admet B (T ) comme Ssource,
Tﬁ(s) s z(s)
et E(s) comme but. On peut, par suite, définir la limite projective

Flo 5 T, eee T, +ee) = Lim (B(s) , fi 0 £ .

s<o £

[0}
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Comme [] E (Tﬂ(s)) est un objet final d'une catégorie auxiliaire qui contient
s<o ~

Flo r Ty eee T «es) , il existe un C-morphisme kc s et un seul, de
F(o y T, see T =ee) dans || B (T )
1 n 8<s 4(s)
. s e e . ? . it
qui vérifie, si 1l'on note ﬂ( 0y T T w),s ? le C-morphisme de S!g Es(Tﬁ(s)) dans
E (Tz( )) , et @(T o ”) , le C-morphisme de Lin E (Tz(s)) dans B (Ty( )) ,

S<O'
; 0,8
o k =
l ((')" T ln-'rnu-) 9 S ° a ¢ ( T lou’rnua) °

Le C~morphisme
o 8
) = ) ok
(Tl"qn"o s<c 4(s) o

admet F(o s Tl cee Tn ...) comme source, et ] E(s) comme but. On peut donec

définir la limite inductive des F(c g T, eoe Tn ...) (pour (Tl see Tn ...) dans

1
'gg ) par les C-morphismes @?T ) On note PF(g) cette limite inductive.
1 n
L'ensemble Hom,(F(s) T B(s)) est alors réduit & un seul é1ément, que 1l'on no=-
(] ’ q

o s<o
te O .

Les C-morphismes de lim E (T ) dans E(c) sont les
< 8 ﬁ(s)

. - s oS
n (Egr e Ty rpr )
s '<s<g (s 1 'n

Or les C-morphismes des Lim E (T 4(s )) dans F(c) sont les
s<c

¥ vl [ r f -] k .
(e =) T LI T (S)J

Par suite des conditions de projectivité des (BE(s) , {f ) , on peut déduire

: ss'}s'<s

qu'il existe un C-morphisme ( de E(o) dans F(c) .

°c
Comme F(o) , {pgs 0 mo}s<c appartient & la catégorie auxiliaire dont
(B(o) , {fcs = Pg ° hU}S<U) est un objet final, il existe un C-morphisme X g

et un seul, de F(c) dans h(c) y Vérifiant

)
-—ho_°xc .

Les C-morphismes X et (_ sont inverses l'un de l'autre et, par suite, F(o)

°c

et BE(g) sont isomorphes dans C .
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Comme les limites inductives et projectives sont définies & un C-isomorphisme

prés, on peut écrire E sous la forme @

B = llm { lim Q&E{ lim E (t) 9 {f t'}t'<t} 'fSS'}S'<S] QCD((TT T .--)} ’ {fO'} .
O'EZ (T »:362‘ s<c t-(’l'ﬁ() l'n

On peut définir une bijection de S sur S x S en associant & la suite s €8,
le couple (s1 ’ 32) de 3x 8, ol 84 est constituée par les termes de rangs

impairs de s , et s, par les termes de rangs pairs.
On peut de plus remarquer que

t S t H
(st <8) <=> (sl <s, et s}< 32) .

Comme zg- a le méme cardinal que X , on peut définir une bijection « de I
N
sur Eg en associant & la suite o = (nl y Dy g eee s np , ees) de Ty 1'élément

(Tl P Tpa er s Ty «es) de Zg- obtenu de fagon classique par le schéma @

T = eeo e ese
1 13 Y nk+p—l
VA,
2 =M 5
T =n/'
3 4

o

On peut alors voir que (s € §) > (a(s) € §FE>) s Clest=a~dire que a(s) est
constitué par un nombre fini de suites finies.

De plus, si 1l'on pose

Q(S) = ('tl ’ t2 9 e g tk) et a(s') = (ti b té g oo t];) H

(st <8) = (Fiefr1,2, ...,k t!< ti) .

Pour toute suite o de I , et toute section commengante finie s de o, on
pose

F(s) = Esl(sz) ,

puis
Lin F(s) = Jin [ lim E (£)] .

s E 1
s<o sl<cl t<la suite de rang z(sl) de a(sz)
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On obtient alors, si 1'on note alo,) la suite de rang 4(s.,) dans ofoc,) ,
2'4(s,) 1 2

S
. . 1 l
B(o,) = lin [ lim Qi Esl(t) JALI) {f3131}3i<31] ’
c2§§ 8,50, t<a(02)£(sl)
et
()], (¢ ¥, )
E=1lin [2in F(s)], (f = [T £ .

s 9101 CY(Gz)’e(sl)

Par conséquent, E appartient bien & la classe as) .

PROPOSITION 1.2.2. = Ei C est une catégorie stable par limite projective dénom=-

brable et par limite inductive de puissance 2 , €6 si & est une sous-classe de

des limites projectives de systémes projectifs dénombrables

C , les classes 86 ’
d'objets de & , et 86 , des limites inductives dénombrables d'objets de & , sont

deux sous-classes de (&) .

Démonstration.

(a) On montre d'abord que &, est contenu dans (&) . Or, si E appartient &

&
86 s 11 peut s'écrire

E=1inE ,f ,
<— n?’ “np

nel
ou les En sont des objets de & , et les fnp des C-morphismes de En dans E
pour n =p . .

S3i, & toute suite s € 8 , on associe

E(S) = EE(S) et fSS' = f,(f,(s)f,(s’) R

alors, pour toute suite infinie o , on a B = B(c) . Or 1'identité est un C-

morphisme, donc E appartient & &(8) .

(b) On montre ensuite que &, est contenu dans a(g) « si B appartient a &
il s'éerit
BE=1lim E , f
——='n
e

n 9

ou En e Ob & , et ou fn est un C-morphisme de En dans B .

A toute suite s € S, on associe, l'objet E(s) égal 2 E , o n désigne le

premier entier de la suite s . Si 8! est une section commengante de s , on a
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alors E(s') = E(s) , et 1'on forme un systéme projectif en considérant, pour toute
suite s! section commengante de s , 1l'identité de E(s) sur E(s') o« On a alors,
pour toute suite infinie o : E(o) = En , ou n est le premier entier de o , et
un C-morphisme :f'O = fn de B(g) dens E . De plus, E = lim E(o) ’ f0 ;s par

0L

suite B appartient bien & la classe Ob d(&) .

COROLLAIRE 1.2.2.1. — Dans la catégorie C, d(&) est stable par limite projec-

tive de systdme projectif dénombrable et par limite inductive de systéme inductif

dénombrable.

Démonstration. = De la proposition 1.2.2, on déduit que

[a(@)]a est contenu dans A[A(&)] ,
et
[d(&)]ﬁ est contenu dans a[a(s)] .

Or, d'aprés le théordme 1.2.1, O[A(&)] est égal & (&) . On peut donc conclure
que (&) est bien stable par limite projective dénombrable et par limite inducti-

ve dénombrable.

COROLLAIRE 1.2.2.2. - Dans la catégorie C , 89 est une sous—classe de (&) .

Démonstration. - La classe Ob SQ est la plus petite classe contenant & , et

stable par limite projective dénombrable et par limite inductive dénombrable. Or,
d'aprds le corollaire 1.2.2.1, la classe Ob (&) contient & , et est stable par

ces deux opérations ; par suite, Ob (&) contient Ob 50 .

le3. La classe a'(&) .

Soient C wune catégorie stable par limite projective dénombrable et par limite
inductive de puissance 2 - , et & une sous~classe de Ob C . On suppose que C
vérifie 1'axiome (4). On a désigné, dans le § 1.2, la classe des noyaux de &=

systémes déterminants par dl(é) .

On note @'(5) 1la sous-classe de al(g) , constituée par les noyaux de &-

systémes déterminants vérifiant en outre 1l'axiome :

(£) Pour tout couple (s , s') de suites finies dont les longueurs vérifient

2(s) = 4(s*) + 1, 1'objet E(s) est contenu dans la limite inductive

1im B(s' , n) , {f(st
nell

sn),(s',p) }n‘SP
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PROPOSITION 1.3.1., = Si C est une catégorie vérifiant l'axiome (5), la classe

a1(&) est contenue dans la classe 86 . Plus précisément, si

)
A(_Z_) = ];lg[llm E(S) ’ {fssr}sy<s ) {frs}rssj
o€y 8o

est un objet de la classe a'(8) , alors A(T) est égal &

i [ lim E(s) , £, 3 s {F0dg0 ] -
pel  £(s)=p

Démonstration., - On justifie d'abord 1'existence de 1'objet &(%) défini par

8(2) = 2im [ lim  E(s)

R E SN SUSRPIS £ SN SR
s ss''s'<s
pell  4(s)=p

Le systéme {E(s)}z(s)—p » muni des C-morphismes f __ de E(r) dans BE(s) pour

r < s , forme un systéme inductif ; par suite, on peut définir

E(p) = lim B(s) ,
£(s)=p

et, pour tout s vérifiant 4£(s) = p , il existe un Gemorphisme canonique, que

1'on note fsp , de E(s) dans E(p) , ces C-morphismes fsp vérifiant

(r<s, 4(r) =2(s)

]

p) = (frs 0 fsp = frp) .

Si p et p! sont deux entiers vérifiant p!' < p , on peut définir un C-morphisme
fpp' de E(p) dans E(p') , obtenu par limite inductive des f g1 » DOUT £(8) =p

et 2(8') = p' 3 on a, en effet, les diagrammes suivants :

fll f"
B(r') —&E2— E(s!') L2 E(p') = Lim E(s?')
! <r 0 A £(s")=p"
s?' < s f f f
rr! ss'! pp!
s 2
B(r) ~—————> E(s) ——————— B(p) = lim E(s) .
frs fsp £(s)=p
L'objet
(B(p*) , {fs'p' ° fss'} avec 4(s) =p, 4(s') =p', s'<s)

est un objet de la catégorie auxiliaire CS , dont

(8(6) 5 12, 35(a)0p)
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est un objet initial. Par suite, il existe un C-morpnisme, et un seul, du second

S
dans le premier, c'est-a-dire : il existe un C-morphisme, et un seul, fpp' de
E(p) dans E(p') , vérifiant :
— 1 J — 1 — —_
(4(s) =p, st <s, i(s') =p!') => (fpp' o fsp = fs'p’ ° fss')

, muni des C-morphismes {f ,} , est alors un systéme

Le systéme (B
Y m 1% <p)}p€}\l PP P'$P

projectif ; on peut par conséquent définir

5(2) =(E-E1_ E(P) ? {fpp’}p'ﬁp )
vel

et, pour tout entier p , il existe un C-morphisme canonique fp de 6(29 dans
E(p) .

La démonstration de la proposition 1.3.1 peut ensuite se faire en deux parties.
Dans la partie (a), on montre que 1'ensemble A(gp est égal & 1l'ensemble 6(29 ’
et dans la partie (b), on montre que 1'objet A(ZQ de la catégorie C est égal 2
1'objet 6(29 (ces objets étant définis & un C-isomorphisme pres).

(a) L'ensemble A(Zﬁ est égal & 1'ensemble 6(29 .

En effet, si 1'on récapitule la définition de &(%)

o~

(yes(x) <= (tpex, 3£y

Yp € E(P)) ’

et

(ype B(p) < (& s, suite de longueur p: s%s, => 1y, ei(s) , fsp(ys) = yp)

de plus, d'aprés la définition de fpp,(yp) = yp, , on peut déduire que, pour

la section commengante de

jto1d

p'<p, S est inférieure ou égale (au sens <)

longueur p' de sp .

De m8me, si 1l'on récapitule la définition de A(Zp comme A(ED est la limite

~e

inductive des E(o) par les applications fc , on peut déduire que, pour tout =x

appartenant a A(§9 s 11 existe une suite T appartenant & X , telle que, pour

tout o de z; vérifiant o > T , on puisse déterminer xc dans E(o) satisfai-

sant & fo(xc) =x . Or B(o) = 1im B(s) ; par suite, pour tout s <o , il existe
s<o

X, = fGS(xG) appartenant & E(s) .

Pour montrer que 6(29 = A(§9 » 11 suffit maintenant de prouver que, pour tout p
dans N , la suite de longueur (p + 1) , notée précédemment sp+l , et correspon-

dant & (y) , peut 8tre choisie comme un prolongement de s_ . On mon—

Ypr1 = fp+1
trera donc qu'il existe un entier n tel que Vpr1 appartienne 3 E[(sP ’ np)] .
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Or, d'aprds la condition (f) sur l'opération d' , on a

m(sp+l) c Ef?;E(S , n)
nﬁﬁ

par conséquent, il existe bien un entier np tel que 1l'on puisse prendre pour sui-
te Sp+l
On peut donc déduire que, si y appartient a 6(29 y 11 existe une suite

la suite s n .
(s, » 1)

T = (no p Dy g eee 3 Dy eee) de ¥ telle que, pour toute suite finie s supé-
rieure ou égale (pour > ) & la section commengante de longueur £(s) de T , on

puisse définir y_ appartenant & E(s) , et vérifient, si 4(s) =p ,

£ ) =) .
Par suite y appartient & A(Z) . On peut conclure que les ensembles A(T) et
G(ZD sont égaux.

(b) On démontre ensuite que la Cestructure de A(ZQ est identique & la C-
structure de 6(29 y Clest=a-dire que 1l'identité de A(zp sur 6(29 est un C-

isomorphisme.
Dans la suite, j'adopterai la définition suivante ¢

Si E et E' sont deux objets d'une catégorie C admettant le m8me ensemble

sous-jacent, je dirai que E admet une C-structure plus fine que celle de E!' ,

si 1'identité de E dans E! est un C-morphisme. (Cette définition est semblable

4 celle utilisée pour les topologies.)

On démontre que la C-structure de A(;Q est plus fine que celle de 6(2) :

La restriction de la C-structure de A(ED a 1l'image de chaque E(c) est moins
fine que la C-structure image de celle de E(o) et, pour toute suite infinie o
et toute suite finie s <o , l'application de E(c) dans BE(s) est un C-mor-
phisme, c'est-a=dire que la C-structure image de celle de E(gs) dans E(s) est
plus fine que celle de E(s) .

De m&me, pour tout p € N , 1l'image de la C-structure de E(s) (pour 2(s) = o) )
dans E(p) est plus fine que la restriction a 1'image de E(s) de la C-structure
de E(p) . Il en résulte que, pour tout o € £ et pour tout p €N, la restric-
tion & 1'image de E(o) de la C-structure de E(p) est moins fine que la C-
structure image de celle de E(o) et, par suite, la C-—structure limite projective
de celles des E(p) est moins fine que la C-structure limite inductive de celles

des E(c) .
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On démontre de méme que la C-structure de 6(}3} est plus fine que celle de
A(z)

Comme S peut 8tre considéré comme un sous-ensemble de I (d'apr‘es la condition
(¢), imposée dans la définition d'un systdme détemminant), et comme, de méme, 1'en—
semble des suites de longueur égale & p , ou p est un entier, est un sous-ensem—
ble de S , la restriction de la C-structure de A(Z) & 1'image de E(p) dans
A(Z}_) est moins fine que la C~structure image de celle de E(p) . Par conséquent,
la C-structure limite projective de celles des E(p) est plus fine que la C-
structure de A(g‘._) « On peut donc conclure que les C~structures de A(;_) et de
6(23) sont identiques.

PROPOSITION 1.3.2. — Dans cette proposition, C mne vérifie plus nécessairement

1'axiome (5). Si C est une catégorie stable par limite projective dénombrable et

par limite inductive de puissance 2 , et si & est une sous—classe de Ob C,

si E est un objet de &1(8) et s'il peut st'écrire :

B =E‘£>(&i.m B(s) , {fss'}s'<s d {frs}rss) ’
oEL 8<0

ou les fss' soient des C-morphismes surjectifs de E(s) sur E(s!) , alors E

3

peut aussi s'écrire comme une limite projective de puissance 2 =~ , de limites in-

ductives dénombrables dlobjets de & .

Démonstration. — Cette proposition est une généralisation de la proposition 9 aux

noyaux de &=systémes déterminants.
Si

E = lin (lim E(s) , {f 3 i g » {frs}r@) ’
ceg s8<c

alors E est défini par le diagramme suivant :

f f
?
E(s?') <__fi__~ E(s) < E(g) =——elees E
A s':<§‘ N @ A
fovy f f
r's rs po
rr! £ r
B(r!) e, E(r) «—— E(p)
..9' .&
Optp
f ° =1 .
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Dans ce diagramme, on désigne par w_,, Wn morphisme de HomC(E(s') , B(s)) ,

inverse & droite de fss' .

Comme N est dénombrable et totalement ordonné, on peut construire les o_,

par récurrence, de manidre qu'ils vérifient :

=1 °¢.°rt> .

r

(r<s, r'<s8', vt <r, s <s) => (o

En effet, si 1l'on suppose les C-morphismes (ms's)s’<s définis pour 4(s) <1,

on peut, pour toute suite s vérifiant 4(s) = p , construire successivement

ms,(s,l) B(s) =-» BE(s ’ 1) ’

puis, pour tout entier n :

9% (s,n) E(s) - B(s, n) ,

en posant
= f (4 .
%, (s,n) (s,1),(s,n) ° %s,(s,1)

Si 1'on désigne par @ le sous—ensemble de §_1~\l- constitué des suites d'éléments

de S qui croissent simultanément pour les deux ordres " < " et "<" ona

[(sl ) Sy 9 wee s Sy ees) €3]

p

> [(,%(sl) < 1&(82) < eee £ J?,(sp) < eee)

et (v peN: Sp < la section commengante de longueur z(sp) de Sp—!—l)J .

Pour les deux ordres "< "et "< ", § est un ensemble cofinal & §H- .

Si 1'on note, pour (sl 1S5 eee s Sy ...) € 3, par (sn)p , la section com-
mengante de longueur ,?,(sp) de 8, » On peut définir, pour tout couple (n ’ p)
vérifiant n > p , un C-morphisme o o de E(s ) dans E(sn) en composant @

p’°n P
(] = °

5,18 p
p’n (s)%s,

fs (o) [E(sp) »E((sn)p) »E(Sn)] .
p’'n

Le systéme (E(Sp) s {o } forme alors un systéme inductif dénombrable ;

Spysn n?p)_llT_
on note F(Sl 3 By g eee sp y eve) Sa limite inductive, et 0 le Cenmorphisme
b
canonique E(sp) — F(sl ’ s2 g coee g Sp ’ ...) .

On peut ordonner & par la relation :

((S;_’Sé’...’s}_‘), ooo) << (Sl,sz,...,sp,...)) <==> (Vpe}\l: S{).(sp) .
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Si (si ’ sé y eee g 81, ces) << (s1 y Spp see s Sp ’ ees) 5 on peut définir un

C-morphisme, que 1l'on notera !‘Y’(Sp)’(sf)) , de F(Sl BEEERE, S-p ’ ve.) dans
F(si g see sé , +es) , Obtenu par limite projective des (fSpysé)Piﬁ , clest—2—
dire, défini par:
Ynel, i gy o0, =o'y of v s
(sp),(sp) s, ~ sl s sl

o @, est le C-morphisme : E(sn) - I*"(s1 1 Sy s eee s S P 0!
n n
le C-morphisme : E(slfl) - F(si y SLy eee SI'D , «++) o« De plus, comme
(F(s1 » Sy p eee s S eee) {ws }peN) est un objet initial, ce C-morphisme
p PR
] s gt est alors unique.
(), (a1

Le systéme (F(Sl » Spp eee g Sp ’ ces) s {\‘;(S ),(S’)}(S')<<(S ))(S )es est
2&) p iy b b P~

alors un systdme projectif de puissance . On note (F, w(s )}(S )eé) sa li-
P P~

mite projective, lorsqu'elle existe.

Pour tout élément (crl N I R o, ces) de Eﬁ- , vérifiant

ees SO S ees) , On a le diagramme suivant :

/N

(Gl§02\< cee SO'p

7
E(a_) . G =
b n
‘
f \ g
X \ 5(s )
0518, T 48 (sp) v Ep
]
s_<o
2 Yo / \ (s,)
1 4 S59Sy v , \
E(Sp) 1Y - E(Sn) 2,.-0,Sp,0¢o)
£ P
Sn’(sn)
\4
> E((s)?)
f n 4
s_,8! f (g gt
p’p sy (s))P (3,0, (s5)
z
)
v v v
1 ! >, 1 1 ]
E(sp) . E(Sn) : > F(sl,sz,...,sp,...) .
Pyt gt o!,
st,s ]
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L'objet (B, {fcn}nEN) est objet initial de la catégorie auxiliaire x, {xn}ne,l\l,)’

ou les X sont des GC-morphismes E(on) —->» X , vérifiant :

£n) = (x =x of .
(psn) = Gy=x ot o)

' . ° . - ’ .
L'objet (F(s1 roese s Sy cee) {cpsn fdntsn}nel\l) appartient & cette catégorie
auxiliaire. Par suite, pour tout (s1 By g ees s S ese) de 3 , il existe un

C-morphisme X (o ) s et un seul, de E dans F(s1 poere s Sy ees) , Vérifiant s
1Y

c. ] C.s8

(VnE}L, X(S)°f = o T ) .
P n n n’"n

Comme F est la limite projective de

(F(Sl 2 Sy 0 see g By cee) W(Sp)’(sf))}(sl'))«(sp)) y

on peut déduire qu'il existe un C-morphisme x , et un seul, de E dans F , vé~
rifiant, pour tout élément (Sp)pe_l\l de 3,

{ s o X =X s .

(s,) (s,)

Pour toute suite infinie Oy E(cyn) est la limite projective du systéme

(E(s,) ) {f t} ' ) ’
n Sn’ Sn sn<s;n sn<cn
et les C-morphismes fs st admettent des inverses & droite 1 g * Si
n’’n n’"n

(sxl 9 Sy 9 eee sp s eer 9 Sy ee.) appartient a & 4 la suite s_, prolongée
par des zéros, est un élément de £ inférieur ou égal (pour 1tordre < ) & la sui-

te 8, 0 prolongée par des zéros (o p $n dans N ). Or E = @)(E(o) ’ fg) .

CEL
Par suite, il existe un C-morphisme f_ : E(sn) -> B, et un C-morphisme
n
fs : B(s) ->E s ces C-morphismes vérifiant :
P P
f =f o0 (V(n,p),p$n).

s s ’S_,8
P n p’™n

Comme (F(sl 218y 9 see s Sp ces) {cpsn}ne~) est défini comme l'objet initial

d'une catégorie auxiliaire & laquelle appartient (E , {fs }neN) , car
n P~

(F(Sl g ese Sp y ---) ’ {msn}ne,ll)
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est objet initial de la catégorie dont les objets s'écrivent (x, {xs }neN) y OU
n ~

les (xsn)ngg sont des C-morphismes E(sn) -» X , vérifiant :

(p<$ n) => (xs ° ms .8 = Xs ) .
n ' n Y

or (&, {fs }neN) vérifie, par suite de la définition de E ,
n ~

(p <n) = (sp <(s))P) = (f » » =T )
(s) sp,(sn) P
ot
(pgn) = ()P <s) => (¢ _of  =f) .
(s )? s,(s)P °n
Comme £ est surjective, elle admet un inverse & droite o s et la
8ps(80)? (s,)Pss,

dernidre relation entraine :

£ b = fs o O D
(Sn) n (Sn) 1Sy
Si 1'on remplace f P par cette valeur dans la premitre égalité :
(s,)
(sm) = (5, co 0 of =)

n’ '"n p!tn p

ctegst—=3~dire
(psn) == (£, oo 8 ) =f, .
n p’'n P

On peut donc conclure que (E , {f, }neN) appartient bien 3 la catégorie auxiliai-

~

re dont (F(s1 y ese 5 S

o ! cee) {o, }nEN) est objet initial.
n o~

On peut déduire qu'il existe un C-morphisme g(s ) 2 et un seul, de
by

F(sl g eve o sp ’ ees) dans E ,
vérifiant :
Y¥nel, fs =l;(s)°tos .
n P n

Le Ce-morphisme ¥ o g(s ) ° ¢(S ) : P ->»F est un morphisme dans la catégorie
P p

auxiliaire dont F est objet final, il est donc égal & 1l'identité sur F . Par

suite, le C-morphisme ( = g(s ) ° w(s ) est inverse & droite de X .
p p
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De m&me, le C-morphisme [ ox : B ->E vérifie, pour toute suite Oy

Lox of =¢ ° ox of
o, (sp) (sp) o,

‘Qv-v-——/

o X o f
g(sp) (s,) ~ "oy
e’

n n’ n n n°n n

\_‘—-\’_..._/

.-:-.l;(s)c(osof =1 o £ = f .
Y

Par conséquent, [ ox est égal & 1'identité sur B ,.et 1'on peut déduire que (¢

est inverse de X

I1 en résulte que E et F sont bien isomorphes dans C .

COROLLAIRE 1.3.2.1e. = On considére la catégorie C des espaces vectoriels topo-

logiques localement convexes, dont les morphismes soient les applications linéaires

continues, et la sous-classe ® de Ob C constituée par les espaces vectoriels

métrisables et de Baire.

Soit E un objet de C , limite inductive dans C de puissance quelconque d'es-

paces (Ea) de la classe B j et soit F un espace séparé de la classe al(@) ,

dont les morphismes {fss'}s'<s soient surjectifs.

Si u est une application linéaire de E dans F , telle que tout ouvert du

graphe de u se projette sur E en un ensemble vérifiant la condition de Baire,

alors u est une application continue de E dans F ,

Démonstration. — D'aprés la proposition 1.3.2, si F est de classe &l(@) , F

peut s'écrire comme limite projective de puissance 2" de limites inductives dé-
nombrables d'espaces métrisables et de Baire. La conclusion se déduit donc du théo=

réme 2.2 de "continuité d'applications lindaires'.

COROLLAIRE 1.3.2.,2, = Si E est une limite inductive d‘'espaces (Ea) métrisa~

bles, de Baire, et sousliniens, si F est un espace souslinien de la classe Gl(ﬁ),

toute application u de E dans F , dont le graphe dans E x F est borélien,

est une application continue.

Démonstration. - Elle se déduit du corollaire précédent en remarquant qu'un ou-

vert du graphe de u se projette alors sur E en un ensemble vérifiant la condi=-

tion de Baire.
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1e4. Exemgles d’esEaces de la classe &!'(B) et de la classe A(®) .
On désigne par C 1la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels topo-
logiques localement convexes, et dont les morphismes soient les applications 1li-

néaires continues.

On note ® 1la sous-classe de Ob C , constituée par les espaces vectoriels mé-

trisables et de Baire.

by

Parmi les objets de € appartenant & la classe A(®) , on peut citer

-~ Les espaces de Fréchet qui appartiennent & la classe 8 ,
- La classe B, , confenue dans la classe ae) ,
- Le quotient d'un espace de la classe «(®) , par un sous-espace fermé, du type

a(®) , car A(B) est stable par limite projective.

PROPOSITION 1.4.1. = Le dual fort d'un espace de Fréchet sur R ou C appar-
tient 3 la classe «'(3B) .

Démonstration. — Soient E un espace de Fréchet, E' son dual topologique fort,

3*
et E son dual algébrique.

On note (pn)nEN une suite de semi-normes sur E , qui définit la topologie de
E , et qui est croissante au sens que, pour tout x de E et tout n de N, on
a
(x) .

pn(x) S Pre1

On peut alors caractériser 1l'ensemble E'! par :

3
E':{X'EE: 30‘=(n1,...,nk,...)€23

(xeB, xel) = ([x"(x)] < p (N} .
- Pour toute suite s = (nl yoeee g Dy gy ees nm) de 8 , on définit le sous-
espace vectoriel E!'(s) de E° par :
#*
? — ! . .
E'(s) ={x'eE : 3ce R ot
(kgm=14(), xeB) = ([x'(x)]| e p(x),

(e >m=2(s) , xeB) == (x'(x)<ocp(x))} .

Il

Cet espace E!'(s) est muni de la topologie définie par la nomme Ty s qui s'expri-

me par :
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m(xt) =inflee B+ (ksm= a(s) , xes) => Ux' x| <oy plxi),

(k>w, xeB) == (Jx(x)]gep(x))} .
L'espace vectoriel E'(s) , muni de cette norme, est complet j par conséquent, pour
toute suite s de S, E'(s) appartient & la classe B .

- 8i s et s!' sont deux suites de § vérifiant s' <s , ces deux suites s'é=

crivent ¢
s = (n1 gDy y eee nm) ot 8! = (nl T nm,) , avec m' <m .
Comme N et XN ~ {0} sont isomorphes, on supposera dans la suite que, pour tout

kK, n est supérieur ou égal & 1 . On peut alors déduire de la définition que

1'espace vectoriel E'(s) contient Et(s!) .
Pour tout x' de BE'(s) , on considére 1'é1ément de B'(s!) défini par

x!

T (n)

n <k

fss'(xt) =

L'application fss' de E!'(s) dens E!(s!) est alors linéaire, continue et sur—
jective.

-8 r= (ql ? Ay g ver s qm) et s = (nl s Dy g oee s nm) sont deux suites de
S vérifiant 24(x) = 2(s) =m et r < s, on définit une application frs de

E'(r) dans E'(s) en posant, pour tout x' de E'(r) ,
frs(x,) =x!' x I (25) .
ksn

L'application f _ de E'(r) dens E'(s) est alors lindaire, continue et bijec-

tive.
— On a ainsi défini un G-systéme déterminant, et on peut vérifier que

(rgs, r'gs?, vt <r, st<s) = (£ ,°f =7 o f

rs rfs?

rr')

Cette vérification est immédiate, car

L, mx.p X,
M =n k= G wxm! % T g
1<kgm n '<k<n

- Ce systéme déterminant satisfait de plus 3 la condition (f) : En effet, si s

et 8! sont deux suites dont les longueurs vérifient Z(s') + 1= ﬂ(s) , alors
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E'(s) est contenu dans 1im E'(s! , n) .
—
nell
La démonstration est immédiate en remarquant que, si s = (nl 9 oo nm) et si

s'=(n!, «e. y 0! ), la borne supdrieure des différences (l - ntl])
1 me1’ ? e T %V 1k~

est bornée par un réel Cy
- Pour toute suite o = (nl N I ) ce.) de L , on peut alors définirs
B! (o) = lin B'(s) , {f ,,} -
s<0

L'espace vectoriel E'(o) est défini par @
s
E'(c) ={x'e€eE ¢ ¥YmelN, Bc_ e

(kel, k<m, xeB) == ([x'x)]<c n p(x),

(keXN, kx>n, xeB) = (|x'(x)] g c. Py (=)} .

Cet espace est de plus muni de la topologie définie par la famille des semi-normes

(m) .

8's<0
Si p et o sont deux suites infinies vérifiant p < o, l'espace vectoriel
E'(p) s'injecte dans E'(s) par une injection continue, notée fpc , obtenue par

limite projective des frs pour r<p et s <o.

Le dual fort de E , c'est-d~dire BE' fort, est alors la limite inductive des
E'(s) par les applications foc pour 0 < O .

L'espace vectoriel topologique E'!' appartient bien & la classe A!'(®) .

-~ Utilisant la proposition 1.3.1, on peut par conséquent déduire le corollaire

suivant @

Si u est une application linéaire d'un espace E , limite inductive d'espaces

(%y) métrisables et de Baire, et si F est le dual fort d'un espace de Fréchet,

si la projection sur E de tout ouvert du graphe de u dans E x F vérifie la

condition de Baire, alers wu est continue.

COROLLAIRE 1.4.1.1., — Les espaces duaux forts de sommes directes topologiques dé-

nombrables d'espaces de Fréchet appartiennent 3 la classe d'(®) .

Démonstration. = Elle est immédiate, en utilisant le fait que le dual fort d'une

somme topologique d'espaces localement convexes s'identifie au produit topologique

des duaux forts de ces espaces (cf. BOURBAKI [1], chap. IV, § 3, n° 4, exercice 13).
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COROLLAIRE 1.4.1.2. = S1 E est une limite inductive dénombrable d'espaces de

Fréchet (En)nEN par des applications lindaires continues (en)nﬁﬂ y tels que

E= U o (E) :-alors le dual de E appartient & a(e) .
pey BB

Démonstration. — Sous les hypothdses précédentes, B est isomorphe & un quotient

de la somme directe topologique des En par un sous-espace fermé de cette somme ;

on peut définir une application wu : > En ~> B . Par suite, le dual de E est
neN

la limite projective du produit topologique des Eﬁ par 1'application transposée

de u o Le dual de E est donc de classe &(®) .

L

PROPOSITION 1.4.2. — Les espaces localement convexes "4 réseau absorbent" définis

par de WILDE, munis d'une topologie plus fine que leur topologie propre, appartien—
nent & (@) .

Démonstration. — Soit E un espace localement convexe séparé. Un '"réseau absor-

bant" de E est une application T de S dans P(B) , vérifiant

10 U I'(n) absorbe E ;
neN
2° Pour toute suite finie s , ] F(s ’ n) absorbe F(s) s
nelN
3° Si (xk)keﬂ appartient a 2 y

(Bo=(n;,n5, 0 ,n y.00) €Lt VkeN, xkel”(nl,...,nk)) = ((xk)kel\l
est une série convergente),oﬁ 'f(s) désigne 1l'enveloppe convexe de r(s) .
Si 1'on impose la condition supplémentaire :

4° Pour toute suite s , I'(s) est équilibré,

alors l'espace B , muni de la topologie qui sera définie dans la suite, appartient
a ar(e) .

On désigne par T la topologie sur E , définie par la famille des (f(s))ses .
On note A(s) 1'espace vectoriel fermé pour T , engendré par la famille des f(r),
pour toutes les suites r vérifiant : 4(r) > 4(s) y et dont la section commengan-
te de longueur 4£(s) soit inférieure ou égale (pour < ) & s . La famille

(f(s))ses étant dénombrable, A(s) est écartisable.

On peut montrer que A(s) est séparé. S'il n'était pas séparé, il existerait un

x, € B, X, # 0 , vérifiant, pour toute suite o infinie,

G>‘S=(nl,n2,...,n£(s)) 9



3-45

Pkel,

T( )
XO e 1 nl ’ n2 g oo 9 n,(:,(s) e

La série 2 X, convergerait donc, ce qui entraine Xy = 0 . On peut donc conclu-
kelN
re que A(s) est séparé.

L'espace A(s) est de plus complet. Si (yk)keN est une suite de Cauchy dans
A(s) , alors, pour toute suite infinie (o = n, ,Ahz g e 9 Iy «ss) prolongeant

s , et pour tout entier p , il existe un entier Np tel que

(k >/N_p ’ h >/Np) == ((yk Ld yh) € ,1:(111 9 n2 g oo 9 np)) .

La suite (XP>P€E , définie par xp = pr+1 - yND y Vérifie alors

ypelN, xp € I‘(n1 s Dy g eee s np) .

D!apres la condition 3°, la série Y x_ converge dans E , vers un élément noté
pel
x « I1 en résulte que la suite (yN )pEN converge vers 1'élément y =7yy + X .

—_—

La suite (yk)kEN admet donc y comme point d'adhérence. Comme cette suite est

une suite de Cauchy dans un espace séparé, elle converge alors vers Y e

Si s' <s , l'ensemble A(s?') contient A(s) , et 1'application fss' , égale a
ltinjection de A(s) dans Als?) , est continue.

Si r<s, alors A(r) est contenu dans a(s) , et 1l'application f ., injec—
tion de A(r) dans A(s) , est continue.

On a donc défini un GB-systéme déterminant. Les conditions 1° et 2° entrainent
que ce B-systéme déterminant vérifie la propriété (£).

On peut alors d@éfinir, pour toute suite infinie o de ‘E ’ E(c) = 1lim E(s) .

8<0
La restriction & E(c) de la topologie T est plus fine que la topologie limite

projective des restrictions de T aux A(s) .
Puis, on peut définir E(zp = 1im E(c) . L'ensemble E(Z) est égal 3 E, et la

o€
topologie limite inductive est plus fine que la topologie de E , dlapres la condi-

tion 3°, Si 1'on note £ cette topologie limite inductive, l'espace E , muni de

£ , appartient & la classe ar(m) .

COROLLAIRE 1.4.2.1. = Soit E un espace vectnriel localement convexe, limite in-

ductive d'espaces (Ea) métrisables et de Baire.
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Soit F un espace localement convexe séparé et "4 réseau ebsorbant", dont la to-

pologie est notée & , et dont la topologie construite & partir du réseau absorbant

dans la démonstration de la proposition 1.4.2 est notée £ .

Si u est une application linéaire de I dans F , telle que tout ouvert du

graphe de u dans B x F , muni de la topologie produit de la topologie de E par

la topologie £ , se projette sur E en un ensemble vérifiant la condition de

Baire, alors u est une application continue de E dans F muni de & .

Démonstration. — L'espace vectoriel F , muni de la topologie £ , appartient &

a'(@) . I1 résulte, par suite du corollaire 1.3.2.1, que u est une application
continue de E dans F muni de £ . Au cours de la démonstration de la proposi-
tion 1.4.2, on a vu que £ est plus fine que ¢ ; par suite, 1'identité :

(F y ﬁ) — (F s 5) est continue. L'application u est donc continue de E dans

F muni de § .

COROLLAIRE 1.4+2.2. = B et F étant définis comme dans le corollaire le4.2.1,

et étant de plus métrisables, si u est une application linéaire de E dans F

dont le graphe est fermé (dans B x F muni de la topologie produit de la topologie

de E par la topologie ¢ de T ), alors u est une application continue de E

dans F (muni de & ).

Démonstration. - Soit TI' le graphe de u . Si I est fermé dans E x F muni de

la topologie produit de la topologie & de E par $§, I est encore fermé dans
ExF munide &x 8 (car & x £ est plus fine que & x & ). Par suite, I' véri-
fie la condition du corollaire 1l.4.2.1, et 1'on peut conclure. En effef, tout ou-
vert de T' est un G6 de Ex P muni de & x £, et la projection est une appli-
cation ouverte, par suite la projection d'un G, est un G (car 1a projection de

8 8
I sur E est bijective), c'est donc un ensemble vérifiant la condition de Baire.

Exemples d'espaces vectoriels topologiques qui appartiennent & la classe a(e) .

Exemple 1. = Si E et F sont deux espaces topologiques de Fréchet, on note

(e , F) 1'espace des applications linéaires compactes de E dans F .

Pour tout voisinage disqué (ctest-3~dire convexe et stable par homothéties de mo=-
dules inférieurs ou égaux & 1) V de O , on note EV 1'espace norné associé &

la jauge Py de V .
Il existe une injection canonique de I'(® ’ F) dans F(E ’ F) o

Soit Ty la topologie de la convergence bornée sur T(EV , F) ; cette topologie

fait de I"(EV , F) un espace de la classe § , qui est contenue dans @ .
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Si 1'on désigne par T 1la topologie sur 1B , #) , limite inductive des topolo-
gies (TV) pour les V , voisinages disqués de O , cette topologie est encore la

limite inductive des topologies (TVn)neE , lorsque les (Jn)neg forment une base
dénombrable de voisinages de l'origine.

Par suite, I'(E , F) , muni de cette topologie T , appartient & la classe 5& ’

contenue dans (BO s il appartient, par conséquent, & L“Xl(CB) .

Exemple 2. - 5i 1l'on désigne par X un espace localement compact, et par %(X)
1l'espace des fonctions numériques continues, & support compact, sur X , pour tout
compact A de X , on désigne par %(A) 1'espace des fonctions continues sur X ,
ayant leur support contemu dans A ; on munit %(A) de la topologie de la conver—

gence uniforme, qui en fait un espace de Banach.

Les ¥(4) s'injectent dans ¥(X) , qui est leur réunion, et qui est muni de la

topologie limite inductive.

Si X est dénombrable & 1'infini, alors 1l'espace topologique ®(X) s'éerit, si

L ° (Ah)nEN compacts,

K(X) = :_L_ig:n(An) .

On en déduit que ¥(X) appartient & la classe @c , et donc, & la classe al(@) .

Exemple 3. - De méme, si 1'on note ©(Q) 1'ensemble des fonctions indéfiniment
différentiables, & support compact, sur un ouvert Q de EF (v e §Q , cet espace

appartient & la classe 50 et, par suite, & al(@) .

Exemple 4. — On désigne par ( un ouvert de CN od N est un entier, par %(Q)
LXxemp_.© - = ’

l'espace des fonctions holomorphes sur ( . D'aprés le théoréme de Weierstrass,
1l'espace %(0) , muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact,

est métrisable complet, c'est—~a~dire de type & .

Si A est un sous—ensemble de QF , on note H(A) 1'ensemble des classes de
fonctions holomorphes définies sur des voisinages ouverts de A , pour la relation

d'équivalence ¢
Deux fonctions sont équivalentes si elles sont égales sur un méme voisinage de A.

Si B est un ensemble contenant 4 , la restriction P5a est une application
linéaire continue. On peut donc munir H(A) de la topologie limite inductive des

topologies des H(Q) = R(Q) , pour tous les ouverts Q contenant A .
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Si A estun G, de Sfi , A peut s'écrire :

8
A'—_- ﬂ Qn ?
ngg
pour une certaine suite (Qn) d'ouverts 3 par conséquent, H(A) est alors une li-

mite inductive dénombrable d'espaces de Fréchet, ce qu'on peut écrire

H(4) e 5 < al(as) .

Exemple 5, = S1 E est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé,
bornologique (clest-3-dire : ol tout disque bornivore est un voisinage de 1'origi-
ne), et quasi-complet (ctest-2a~dire : oh les parties fermées et bornées sont com-
plétes), si, de plus, E admet une base dénombrable (Dn)nEN de disques bornés
fermés, alors E eappartient & la classe ﬁc et, par conséquent, & la classe
al(as) .

Puisque E est bornologique, sa topologie T est la topologie limite inductive
des topologies des espaces normés ED , engendrés par tous les disques bornés fer-

més D de E , et només par les jauges jD de ces disques.

Si 1'on suppose que E admet une base dénombrable (Dn)neN de disques bornés
fermés, alors E est la limite inductive des espaces normés (ED )neN o Comme E
n ~
est quasi-complet, les espaces ED sont complets ; ils appartiennent donc a la

n
classe § . On peut donc conclure que E appartient & la classe 50 , et par suite

a a(e) .

Les espaces qui ont été cités appartiennent & la classe al(@) , et par suite
toute application linéaire vérifiant les conditions du corollaire 1.4.2.1, ou

1.4.2.2, est continue, car, ici, les espaces sont, de plus, séparés.

2. Mesures de Radon vectorielles

2.,1. Notations et définitions.

On désigne par E un espace vectoriel normé dont la norme est notée , et on

suppose que E est complet.

Si Q est un espace topologique séparé, on appelle B 1le o=-anneau engendré par
les fermés de (Q , c'est—-&-dire la plus petite sous—classe de f(Q) , contenant les

fermés, et stable par réunion dénombrable et intersection dénombrable.
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Définition d'une mesure de Borel vectorielie. — Un dira que st une mesure Gde

Borel & valeurs dans E , si W est une application de & dans E vérifiant :

. 1414 1 PR o
(ab) Pour toute suite (Ah)neﬂ d'é1éments de B et disjoints ¢

w(U a)= 2 wa) ;
nel * ney  ®

(aé) Pour toute suite (Ah)neN d'éléments de B , décroissante pour l'inclusion:

w( N A)=1linu(a) .
neN n—~o

Dans cet axiome, on impose que la limite du second membre existe.

Définition d'une mesure de Radon vectorielle. — On dira que u est une mesure de

Radon sur Q & valeurs dans E , si W est une mesure de Borel qui vérifie en

outre ¢

(b) p est intérieurement régulidre par rapport aux compacts @

yBeB, Ye>0, BKcompact ©B: (Ce®, CSB~K) => ([u(c)]<e) .

On impose de plus que la mesure i soit finie au sens que

(¢) Pour toute suite (B ) de bordliens disjoints, la quantité 2 |lw(B )|
n’neN nex n
soit majorée par une constante fixe ; on note “ipl” la borne supérieufg de ces

guantités.

Généralisation aux catégories. — Si C est une catégorie stable par limite in-

ductive dénombrable et par limite projective dénombrable, on peut généraliser les

notions de mesures de Borel et de Radon.

Si @ désigne une sous—classe de Ob C, et B' wune sous-classe de la classe des
C-morphismes, stable par composition, contenant les identités sur les objets de c,

- stable par limite projective au sens suivant ¢ Si 1'on a une famille d'objets

(Ai)iel de C, et une famille de @'~morphismes a; 3 X -e-Ai admettant tous la

méme source X , alors il existe un unique @'-morphisme a : X => lim (Ai ’ ai)
iel
vérifiant, si p; est la projection : %1? Ai - Ai s la relation p; °ca=2a j
ie
- et stable par limite inductive au sens suivant : Si 1'on a une famille d'objets

de C, (A.i)ieI , et une famille de @B'-morphismes a, Ai ~> X admettant tous

le m8me but X , il existe un unique . @'-morphisme a : 1lim (Ai ’ ai) - X vé-
iel
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rifiant, si fi est 1l'injection 3 A.i -> 1linm Ai s pour tout i de I,
i€l

(dans les deux cas, 1l'existence de a se déduit des axiomes antérieurs, mais non
son appartenance & @' ) ;

On considdre la sous-catégorie C' de C dont les objets soient les objets de
C, et dont les morphismes soient ceux de ®' (on admet que, pour certains objets

A ot B de C, l'ensemble Homg (4, B) puisse &tre vide).

Si {Ei R {fij}i<j} est un systéme inductif dans €' , dénombrable, dont les ob-
N

Jets eppartiennent & @ , et dont les morphismes appartienmnent & B! , on suppose

que la limite inductive appartient encore & @ , c'est-a~dire, on suppose B sta=

ble par limite inductive dénombrable par des ®'-morphismes.

De m&me, on impose que B soit stable par limite projective dénombrable par des

@'~morphismes.

si (4,) constitue une famille d'objets de C , on désigne par (ll A, {1 )
2 gel, gen Yy

1'objet somme des (A%) dans la catégorie €, et par (& 4, {jA }) 1tobjet
£

LeL
somme des (4)) dans la catégorie C' . Dans la suite, on dira que " ll A
4’ L€l JeL £
est égal 3 & A, " si, et seulement si, (& A, {jA } ) est objet initial
LeL LE€L 4 L€L
de la catégorie auxiliaire qui a permis de définir (]| A {iA }£€L> .
Lel ” %

On dira que W est une @-B'-mesure, 3 valeurs dans 1'espace vectoriel R , Si

b est une application de 8 dans E , et si u vérifie en outre :

(aé) Pour tout systéme inductif dénombrable

(& , {fij}isj)iex ’

ou I désigne un ensemble préordonné dénombrable réticulé & droite, dont les ob=

jets (Ei) appartiennent & ® , et les G-morphismes fij : Ei —e»Ej appartien-

nent & @', la mesure de la limite inductive est égale & la limite des mesures des

Ei s c'est~a—~dire

}

) = lim u(Ei) .

w(lin B, , {f
>t i€l

1371

(On impose dans cet axiome que cette limite existe.)

Dans cet axiome, on impose de plus que, pour tout couple (A , B) d'objets de
® 5 vérifiant A 4B = A® B, la mesure W(A L B) soit égale & wl{A) + w(B) .
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On peut alors déduire de cet axiome que, pour toute suite (B )nCN d'objets de

B dont la somme || E dans C soit égale & la somme &F En dans ! , la
neN neN
mesure p(]| E ) est égale & 2 u(m ) .
neN neN

(aé) Pour tout systéme projectif dénombrable, indexé par un ensemble I réticulé

a droite :

(& , {fij}i;g)iel ’

dont les objets Ei appartiennent & ® , et dont les morphismes fij appartien—

nent & @', on a 1'égalité :

w(1im Ei) = 1im u(Ei) .
el (i croissant pour le préordre de I)

(On impose dans cet axiome que la seconde limite existe pour tout systéme projectif

dénombrable indexé par un ensemble I réticulé a droite.)

Si ¥ désigne une sous-classe de B stable par limite projective quelconque, et
vérifiant : pour tout objet B de ® , il existe un objet K de ¥, et un C-
moxrphisme fKB ¢ K - B appartenant 3 B! (clest-2~dire : HomC(K , B) n B' est

non vide), lorsque E est normé, on peut définir une notion de mesure de Radon.
On dira que la @B-B'-mesure W est de Radon par rapport & ¥ si

(b?) Pour tout objet B de B , et pour tout réel e strictement positif, il

existe un objet K de ¥ , et un C-morphisme fKB ¢ K —=B eappartenant &a @'

et vérifiant : pour tout objet C de B satisfaisant & C@®K =C ukK , et tel

qu'il existe un C-morphisme fC ¢ CuX —> B, appartenant & ®' , la mesure

by

w(C) est de norme inférieure & € .

De plus :

(e!) La mesure 4 est dite bornée si, pour toute suite (B ) ney d'objets de B,

dont la somme JJ_ B dans C soit égale A la somme (F B dans la sous-catégo=
neN nEN
rie C!, la quantité Y Hu(Bn)H admet un majorant fini, et la borne supérieure
nelN

est appelde norme de u et notde

Les mesures boréliennes ou de Radon sur un espace topologique forment un cas par-

ticulier du précédent. - On considdre la catégorie C dont les objets sont les

sous-ensembles de Q , et dont les morphismes sont les applications d'un sous—ensem—
ble dans un autre. Une application f appartient 3 la classe B' si, ot seulement
si, la source de f est contenue dans son but, et si f est 1'injection canonique

de sa source dans son but.
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Si (A.i)ieI est une famille de sous—ensembles de {(: , disjoints, le seul systéme
inductif dont les morphismes appartiennent & ®! est celul obtenu lorsque la rela-
tion de préordre de I est 1'égalité ; par conséquent, on a alors

llm$Ai , {fii} = U 4 .
iel i€l

Si 1l'on considdére la sous-classe @ de Ob C , constituée par le o—anneau en=—
gendré par les fermés, alors toute @—@'-mesure p vérifie 1l'axiome (a) 3 elle est,

par conséquent, une mesure de Borel sur Q .

Si 1'on définit le sous—ensemble X de ® comme étant 1'ensemble des compacts

de Q , ltaxiome (b') s'éerit :

Pour tout objet B , sous~ensemble borélien de ( , et pour tout réel positif ¢,

il existe un compact K contenu dans B vérifiant : pour tout borélien C conte-

nu dans B K , la mesure Ww(C) est de norme inférieure & € .

Cet axiome est alors équivalent & (D).
De méme, 1l'axiome (c') est alors équivalent & (c).

On obtient bien les mémes définitions que précédemment.

Les mesures de Haar sur un groupe G compact peuvent 8tre définies comme des

@B=@t~mesures., — Dans les axiomes (aé) et (aé), on peut remarquer que la mesure d'une
limite inductive ou projective d'un systéme muni de morphismes appartenant & B! ,

ne dépend pas de ces morphismes.

Dans 1'exemple précédent, pour tout couple (A , B) d'objets de €, 1'ensemble
HomC(A , B) n B! contenait au plus un élément, et par suite les @'-morphismes

fij étaient définis par la famille des objets (Ei)iEI (lorsqu'ils existaient).

I1 existe des catégories pour lesquelles on puisse définir des couples (A , B)
d'objets tels que 1l'ensemble HomG(A , B) n @ contieme plus d'un élément. Ainsi,
si 1'on considere la catégorie C dont les objets soient les sous=~ensembles d'un
groupe topologique G compact, dont les morphismes soient les applications d'un
sous~ensemnble de G dans un autre, si @ désigne la tribu borélienne de G en-
gendrée par les compacts, et @' la sous-classe des applications constituée par
les translations & gauche sur G , la classe ¥ désigne la classe des compacts de
G .

Les mesures de Haar sur G &tant les mesures de Radon sur G invariantes 3 gau—
che, on peut déduire que les mesures de Haar sur G sont les G-®'-mesures de Ra-
don pour ¥ . On obtient ainsi une généralisation des mesures de Haar classiques

aux mesures de Haar vectorielles.
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Prolongement d'une @(=@!'=mesure & des objets noyaux de systémes determinants. -

Dans la suite, C désigne une catégorie stable par limite projective dénombrable
et par limite inductive de puissance &1 par des @B'-morphismes. On rappelle que

1'on note

@' wune sous-classe de la classe des morphismes de C , stable par composition,

contenue dans la classe des morphismes injectifs, stable par limite inductive et
projectives

Comme précédemment, on désigne par C' 1la catégorie dont les objets soient ceux

de C, et dont les morphismes soient constitués par ceux de @' .

Dans toute la suite, on supposera que, pour tout systéme inductif dont les mor-
phismes appartiennent & @' , la limite inductive est la mBme dans C et dans C',
et que, de m&me pour tout systéme projectif dont les morphismes appartiennent a

@' , la limite projective est la m&me dens C et dans C!

Si A et B sont deux objets de C , on note :

(Ausm, iA ’ iB) la somme de A et B dans C ,

et
(A@B,jA,'jB) la somme de A et B dans C!'

On considére une classe & d'objets de C , stable par limites inductives finies,
et par limites projectives dénombrables, par des @'-morphismes ; on note &@,(8)
la classe des noyaux de &~systémes déterminants par des @'-morphismes, et on note

B = 80 le o-anneau engendré par & dans C!' ,

LEMME 2.1.1.1. = 81 A et B sont deux objets de C vérifiant ALB=A®B,

et si Al et B1 sont deux objets de C tels que

Hme(Al , A) n B' contienne un C-morphisme f ,

HomG(B B) n B! contienne un C-morphisme g ,

1 b

alors

Démonstration. — Pour démontrer cette égalité (définie 3 un C-isomorphisme prés),

il suffit de montrer que, pour tout (x ' §1 ’ nl) ; ou X désigne un objet de C,
§l un C-morphisme ¢ Al ->X , et ﬂl un C~morphisme s B1 ~-> X , on peut défi=-

nir un C-morphisme hl H Al €>B1 -> X tel que

h, o =§l et h10jB='ﬂl.
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Comme f et g appartiennent & @' , ils sont injectifs, et par suite, admet-

by

tent des inverses & gauche f'!' et g!' . On peut donc écrire :
gl = gl ° f, ° f ?

o gt og

=3
ey
Il
=3
[

a:glof'eﬁomC(A,X) ,

M=1 of'e Hom@(B , X) .

J J
A B,

Comme A®B=AUB, il existe un C-morphisme h , et unseul : A& B ->» X,

vérifiant heiA=§ et hOiB='ﬂ.

03 — 3 . — . . . . Y (| ‘ o . :
Or iy =13y et ig=Jg 3 ils appartiennent donc & @' . Par suite, i, ° f et

5 °8& appartiennent & ®' , et 1'on peut en déduire qu'il existe un G-morphisme

V]

i
k , et un seul :

Al@Bl -> A UuB ,

vérifiant ¢

iA°f=k°jAl et iBog‘=k°jBl .

I1 en résulte que le C~morphisme hl =h ¢k, qui admet A1 ® B1 pour source, et

X pour but, vérifie :

hlOJA:L:hOkOJAl:ht)l-AOf‘:g°f=gl et h1°JB=nl'

On peut donc conclure gue

(Al®Bl , jAl , jBl).:(AluBl 1y, ,iB) .
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LEMME 2.1.1.2. = Si (Ci ’ {cij}isj)ieI et (Dk . {dkh}k@)kEK sont deux syste-—
mes_inductifs dénombrables dans C dont les morphismes appartiemnent & &' , si,

pour tout couple (i , k) de I xK , il existe deux objets By et F, de
8 vérifiant :
T 1 ' 3 y .
HomC(Ci , E’ik) ne® contient un morphisme eik ’
' . .
HomG(Dk y Flk) n® contient un morphisme fik s

Ei_k U.Fik = Eik @Fik ’

alors, il existe deux objets E et F de B vérifiant :

Home(lim>0i , B) n @' contient un morphisme e |,
iel

Home(lim>Dk , F) n 8 contient un morphisme f |,
keK

BurfF=E®F .

Démonstration. = Pour tout i de I , on peut considérer 1l'objet

).—.Ei .

i (Biy 5 ege

keK

Comme ® est stable par limite projective dénombrable, Ei appartient &4 8 . De

plus, comme @®! est stable par limite projective, et comme les appar=

(o5 )ier

tiennent & @®' , il existe un @'-morphisme e, ¢ Ci - Ei qui factorise les dia-

grammes suivants. Ce @'-morphisme est de plus unique.

C.. C.
¢, —H—s ¢, —d s coum (s,

i J cij}is:i)
) iel
ey ej : eJ! e
Ei ¥ v e \4
>Eih Ej —_—4 E = ]im)(Ei s G4 © e].’_)

iel

De m&me, pour tout k de K , on définit

Bo=lin (Fy , f

iel

ik)'
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On obtient que Fk est un objet de la classe ® , on note Ws e le G-morphisme

canonique Diq 3 Ek -"Fik , et on désigne par £  llunique @&'-morphisme

k
Dk --aFk Qpik o fk = fik .

D'aprds les hypothdses, pour tout couple (i , k) de I xK,

tel que, Viel,

®F

Bype 1 By = By @ F, .

On peut donc déduire du lemme 2.1.1.1 que, pour tout ccuple (i , k) de I xK,

E = .
j‘LlF‘k Ei@Fk

Pour tout i de I , les C~morphismes e, et c; appartiemnent a @' , et ad-

mettent Ci comme SOource.

On peut donc considérer la famille inductive (Ci s O 9 ci)iG:‘I « On note E sa

limite inductive dans la catégorie C , et {e,} les C-morphismes canonigues

. i°iel
Ei ~> E . Comme B est stable par limite inductive dénombrable, E est un objet

de la classe B .

D'aprds les hypothdses sur C!' , (E, {e.}. .) est aussi la limite inductive de

i’iel
la famille inductive dans la catégorie C!' j par suite, les € appartiennent &
' . ’ " . . . . -
' . Or (B, {ei ° e ieI) est objet de la catégorie auxiliaire don* (C, {ci}ieI
est objet initial § on peut donc en déduire qu'il existe un C-morphisme e , et

)

un seul, de C dans E .

D!'autre part, on a imposé par hypothése que B! soit stable par limite inductive

dénombrable, et 1'on a vu que, pour tout i de I , le C-morphisme

g, ee, ¢+ C, =-» B
1 1 1

appartient & B' ; par conséquent, il existe un B'-morphisme de C = 1im> Ci dans
iel
E.

On peut donc conclure que e appartient & @' .

De méme, on note F 1la limite inductive de la famille :

F=]-'-:'L—li(l)k Gy s fk) ’
ek

et on note P le C~morphisme canonique Fk ->F o On voit alors que F est un
objet de la classe ® , et qu'il existe un Q@'-morphisme, et un seul, £ : D —->F,

tel que les diagrammes commutent.

I1 reste & démontrer que F®E = F uE . Pour cela, il suffit de démontrer que,
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pour tout (x s E M) , ou X est un objet de C, ou € est un C-morphisme :
E~>X, etol T estun C-morphisme 3+ F -»X , il existe un C-morphisme
h: E@F -> X vérifiant :

§E=h e j, et N=hojy .

Or, pour tout couple (i ’ k) de I xK, ona

in — & " .
EiJJ- o= Ei @.ﬁk

par suite, on peut déterminer un C-morphisme, et un seul, hi : B @®E, - X
vérifiant s

§°ei=hik°JEi ot n"@k:hik”Fy .

On peut tracer un schéma des diagrammes

7
keK
//f \\\\\\\\s l //
—— E, OF < Ci'
i
"f‘ i
B Ei
Si 1'on fixe i dans I , les C-morphismes (hi')keK vérifient :
T, E) ek xK: (K<k) = (b “rnot Tt Gene = P oy © fir)

I1 existe donc un C-morphisme hi , et un seul : Ei HOF > X tel que, pour
tout k de K,

h, e (idEi @cpk) =,

K . 1 . ’
ou idEi désigne 1ll'unite de Hom.G(Ei ’ Ei) .
De m8me, si 1l'on désigne par ié le C~morphisme canonique ¢ Ei - Ei ®@F,
i
les (hi)iel vérifient @



v (j ’ j') el xIz: (j’-$ j) => (h, o ié' ° ej © CLq. = hj, o il o €

I1 existe donc un C-morphisme h , etunseul ¢t E@F -> X vérifiant @
E="h o Ig et M=ho g -
On peut donc conclure que, & un C~isomorphisme prés,

(EoTF, i, jF)=(E_LLF, ip iF) .

PROPOSITION 2.1.1. = 51 & vérifie la propriété suivante qui sera dite de "semi~
compacité" :

Pour tout couple

(. ’

de systémes projectifs dénombrables, dont les objets appartiemnent & & , et dont

les morphismes appartiemment & @' , la relation

lin (4, , {f; }1>3)u11m (B 5 (e = 2in (4 5 Byl 0 0dim (B loghey)
iel kek iel keK

implique 1'existence d'un ensemble fini I contenu dans I , et d'un ensemble fi-

ni KO contenu dans K , tels que

iel keK :LeI 0 keK

0 0 0

alors, pour tout couple (a , B) d'objets appartenant & &@,(8) et vérifiant

(A“B’iAslB)=(A@ByJA:JB) ’

il existe deux objets A, et B, de la classe 8 , pour lesquels Hom, (a, Al)n ®!

et HomC(B ’ Bl) A B' soient des ensembles non vides, et qui satisfassent & :

Démonstration. — Les objets A et B peuvent s'écrire :

A

ll

11m (11m A(s) , ff S,l ’ {frs}rgs) ’

‘st-<s
ge s<b
et Z

oJ
I

lim (1im B(t) ) {g'b't'}'t'-<'b ’ {gm}@) )
TED t<T
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ot les A(s) et les B(t) sont des objets de la classe & , et ol les f

Trs 1 Bgpr 7 gy

On définit alors les objets suivants ¢ pour o€ L, on pose

A(0) = 1im (A(s) , (£, dagg) 3
s<o

SS' ?
sont des B'=morphismes.

pour T € L , on pose de mé&me

B(1) = im (B(t) , {eygidprey)
<7

-

Ces objets sont des limites projectives dénombrables dlobjets de & , ils appar-

tiennent donc & B = EBQ .

Comme, pour toute suite o € X, le C-morphisme f_ ¢ A(c) = A appartient &
@' et, pour toute suite T e T, le C-morphisme 8. ¢ B(T) ~> B appartient aus-

si & B' , on peut déduire du lemme 2.1.1 que

¥ (c,T)exg, A(o) u B(7) = Ao) ® B(7) .

Comme la classe & est "semi-compacte", on peut alors déduire que, pour tout

couple (o, T) de I x £, on peut déterminer un couple (sm_ y tc’r) de Sx38,

vérifiant 8ot <o et tc'r <t , et pour lesquels

lin  (A(s") , {f , n}) o Zim  (B(¢1) 5 {ggyn))
sf<s . Bt

= lin  (a(s?) , {f ,n) @ Lim  (3(t7) , {ggignd) -
] 1

s <sm_ t <tm_

Si 1'on fixe la suite T de I , on peut remarquer que, puisque S est dénom—

t o eZ} est dénombrable et que, de méme, 1'en—

semble S, = {SO'T :t ce€l, Te3Z} est dénombrable.

d

1 =
brable, 1l'ensemble §-1,c = {So’r

Or, pour tout couple (o ’ T) € IxZT,on peut déduire du lemme 2.l.l.1l, que

im (lim  A(s")) wlim ( 1in B(8%)) = 2in ( lin  4(s")) @ lim ( lin B(¢")) .

1 H ? t
pe§ s <So' pe§ t <tp1_ peZ:_ s!<s pe_‘é t <tpT

p op

Comme, pour toute suite o , il existe un @'-morphisme :
3 1

Alo) = lim ( lim  A(s)) ,

pEL s'<s

ot comme les ®'-morphismes rendent les diagrammes de systéme inductif commutatifs,
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on peut déduire qu'il existe un G@!-morphisme admettant A = :I;J_._n; A(o) comme source,
Ugg
ot A = lim [iig ( lin A(s'))] comme but.

!
o€x pgg 8 <Scp

De méme, on momtre qufil existe un @'-morphisme admettant comme source
B = 1im B(T) et, comme but, Bl = 11% [%ig ( %im A(s'))] .
-——-> ————— G
TEL TEX PED s'<so_0

Comme {Scp : pe X} est dénombrable, 1'objet [%}9 ( %igi A(s'))] est une

pEL s'<so
limite projective dénombrable d'objets de B , clest, par suite, un objet de la
classe 8 . [On peut remarquer que cet objet s'écrit lim ( lin A(s?)) W]
Scp€§l,c s’<sdp

Comme 1'ensemble ,§1 est dénombrable, tout sous-ensemble strictement croissant,

pour 1'inclusion de 1'ensemble {gl st O€ =} <8, , est dénombrable.
?

Soit Si 9 Sé g eoe SI!]. ’

ess une suite cofinale 3 {§1 s OF€ ¥} . Alors Al
, L

stéerit
A =dm[ ln (1m 4a(s7))] .

nell s _ eS! g'<s

~ "6p n op

L'objet Al est donc une limite inductive dénombrable d'objets de & , clest, par
suite, un objet de & . De méme, B1 est un objet de ® . On peut alors déduire du
lemme 2.1.1.2 que Al.U.B1 = Al @ B1 « La proposition est donc démontrée.

PROPOSITION 2.1.2. ~ 8i 1'on conserve les notations de la proposition précédente,

toute @=@'-mesure, W , peut se prolonger en une d@,(g)-B'-qpplication vérifiant

¢
(aé), et notée u .

Démonstration. — S1 A est un noyau de G-systime déterminant par des morphismes

de @' , on considére le sous—ensemble de 1'espace vectoriel normé complet E , dé-
fini par
M(4) = {u(Al) : Al €@, 3f, B'morphisme : A ~>-A1} .
Si 1'on note g(A) la classe des objets de ® , définie par

s(4a) = {Ae®: 3f, @'-morphisme : A - 41,
on peut munir S(A) d'un préordre 3 on dcrira :

(A1 c Ai) <== (Inh y @B'-morphisme ¢ Al ma-Ai) .
La classe $(4) y munie de ce préordre, est réticulée & gauche.

En effet, si Al et B, appartiemnent & cette classe, ils appartiennent 3 ® R

et vérifient ¢

1
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3f, @'-morphisme : A->4, ,
1g, @'-morphisme : 4 ~>181 .
La catégorie C! &tant la sous-catégorie de C , définie & la proposition 2.1.1,
1'objet C = llm (Al s B ) , {f , g} est encore un objet de & , puisque cette
classe est stable par llmlte projective dénombrable (1a limite projective est con-

gidérée dans la catégorie G! ). Comme &! a été supposé stable par limite projec-

tive, il existe un C-morphisme h appartenant & @' , de A dans C1 « De plus,

les C-morphismes canoniques :

| Y | T

appartiennent aussi & B' , et h vérifie :
ft oh ="~ et gt oh=g .
Ltobjet C, est un objet de s(4) , qui vérifie
C1 = Al et C1 c B1 .

a

On peut donc conclure que s(A) est réticulé & gauche.
On considdre sur B 1le filtre & , dont une base est constituée par
F - ° (? [

Pour montrer que ce filtre converge, il suffit de montrer qu'il est de Cauchy.

Si le filtre § n'était pas de Cauchy, on pourrait écrire @

1e>0, VAles(A), 1B, 4, Bleé’;(A), 1C <4, CleS(A):

[(B) = u(e ) >e
Comme 8(A) est réticulé & gauche
VAZGS(A): A,<3B,, A, €C , 3B,S4,, 1BC,CSA :

Iu(3,) = w(e)ll > e
VAnES(A): A B _,, A <C_,, 3B <A, 3C SA:

() = wle )l >

On construit ainsi un systéme projectif (Bn ’ Cn)neN réticulé & droite. L'objet
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}_i_rg {Bn ’ Cn} par les @'-morphismes, construits dans la recurrence, appartient &

nell

la classe B , et il existe un @'-morphisme h : A =~ il_m (Bn ’ Cn) 3 par suite,
neN

il appartient & S(4) .

74 g‘f{l (Bn ! Cn)

/ neﬁ_ \
=/
N B >

>

!\

Cn) ne peut 8tre égale & lim (p,(Bn) y p.(Cn)) , puisque,

La mesure W(lim B
< n—

n?
neN
pour tout entier n ,

l6(B,) = pe )] 2 .

On obtient un résultat contraire & 1'axiome (ag). I1 en résulte que le filtre §©

*
est de Canchy, il admet donc une limite, on la désigne par W (4) .
3
L'application u de CI(B,(@) dans E vérifie 1'axiome (aé).

En effet, si A et B appartiennent 2 a@,(ﬁ) y et vérifient A LB =A®B,
on peut déduire de la proposition 2.1.1 qu'il existe deux objets Al ot Bl de
@ , vérifiant :

(e c T —
AcA , BcEB ., et AluBl..Al(@Bl .
*
D'aprés la définition de w , pour tout réel e strictement positif, il existe

A' et B!, objets de ®, que l'on peut choisir vérifiant :
Acarea et BB B

et tels que \
W@ —wan <e et uF®) -pE))<e .
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Coux=ci vérifient alors 4! w B! = A' © B! , et, par conséquent,

w(At u BY) = u(ar) + u(B") .

I1 en résulte que

WA wB) =pa) a3 .

I

De plus, si (Ah ’ {fnp}n< )nﬁﬂ constitue un systéme inductif dénombrable, ol les
A.n appartiennent 2 Gm,(ES , et les fnp & B', onnote A la limite inductive
de ce systéme. Pour tout réel e strictement positif, il existe un objet A!' de
la classe B , vérifiant A' @ A et, pour tout objet B de @ , tel que AcBcA!,
alors ”u*(A) - u(B)H < & o De m8me, pour tout entier n , il existe des objets Aﬂ

de B , vérifiant Ah = Aﬁ , et pour lesquels on ait 1l'implication
* n
(Bed, 4 =B <& = ([ (a)-uG)l <e/2) .

On note alors, pour tout entier n , B_ = lim (A' , A!) . Cet objet B_ vérifie
n &— ' n n

bien les conditions imposées, et on peut conclure que
W a) - u(@)] <2 .
i n n.!
| s
Liobjet A' = lig Bn vérifie “u(A’) - W (A)H < ¢ . Par suite, puisque 1l'axiome
(aé) est vérifié par u sur les objets de la classe B , on peut déduire que

-4 3% . 3%
Veé&Ry, im (A)-llmp(An)||<28 ,

n—eo
% * ,
et donc que W (4) = 1lim p (Ah) « On peut alors conclure que 1'axiome (aé) est vé=-
n—o '
3
rifié par 4 sur la classe a@,(@) .
La vérification de 1l'axiome (aé) se déduira, pour les mesures de Radon, de la

proposition 2.1.3.

PROPOSITION 2.1.3. = Sous les mémes hypothéses gue dans la proposition 2.1.2,

si X est une sous-classe de 6 , stable par limite inductive finie et limite pro-

jective quelconque, et semi-compacte, et si u est une mesure de Radon pour ¥ ,

*
alors W  est encore une mesure de Radon pour ¥ .

3
Démonstration. = Pour tout objet A de dﬁ,(@) , on a défini (A) par

*
b (4) = tinu(4)
&

ou § est le filtre de Cauchy défini & la proposition 2.1.2.
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Comme E est normé, il existe une suite B1 g see o Bn y see diéléments de

$(A) tels que [.L*(A) = lim p.(Bn) . Comme S(4) est réticuld a gauche, on peut de
n—o

plus supposer que la suite (Bn) est décroissante pour le préordre sur S(4) .

neN
*
Pour montrer que @  est de Radon pour ¥ , il suffit de montrer que 7V ¢ >0,
2K, objet de ¥ , et un ®'-morphisme k : K -> 4, tels que, pour tout objet C

de a@,((B) , vérifiant les conditions de 1'axiome (b!), on ait [ (C)] <e .
Dans le cas particulier o A peut s'écrire comme une limite projective d'objets

de la classe ® par des @®'-morphismes,

A = lin (Ai , ai) ,
iel
pour tout objet Ai de la classe B , on peut détermminer un objet Ki de la clas-
se ¥ , tel que Home,(Ki ’ Ai) contienne au moins un morphisme hi , ot tel que,

pour tout objet C de la classe B pour lequel

K, uC=K ©C et Home,(Ki@c,Ai)yéyﬁ y

on ait |ju(0)] <e .

. N ’ . . — — .
On considéere alors 1l'objet l:; (Ai s B hi) =K . Comme A = 1::1[1 (Ai ’ ai) ’
i i
il existe un @'-morphisme f admettant K comme source, et A comme but, et

f est le seul C'-morphisme de K dens A , vérifiant, si 1'on note ki les @'-

morphismes : K -—>Ki y les relations 3

h, ok, =a, ©f (vie1) .
1 1 1

Ltobjet K wvérifie alors
Pour tout objet C de la classe & pour lequel
Cuk=C0K et Home,(CuK,A);éyS ,
on a |jw(c)] <e.
Or, pour tout objet C de k‘l(B,((B) , On a
*
w (C) = limite suivant 1'ordre d'inclusion sur $(C) de fu(C.)} .
1 cles(c)
On peut donc eonclure que la propriété énoncée pour K reste vraie pour tout objet
¢ de &g,(8) .

Dans le cas générzl, on peut faire la démonstration suivante. On impose que la
classe ¥ soit telle que, pour tout objet X de C, il existe un objet K de
X, et un @B'-morphisme b : K -» X . Alors la classe
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3(4) = {K e X : 3 un @'-morphisme b : K —> 4}

est non vide. Si Kl et K2 sont deux objets de d(A) , il existe deux ®'=mor—

1->A et b2: K2—>A.

Si ¥ est stable par limite inductive finie, l'objet K = lim (Kl , bl) , (K2 , b2)

phismes bl : K

appartient 2 ¥ . De plus, il existe un @'-morphisme b : K -> A , La classe

3(4) , munie du préordre

(k, €k,) <=> (3k, O'-morphisme : K, ~>K,)

est donc réticulée & droite.

Si 1l'on considere le filtre 50 sur E , qui admet pour base :

Fok,) = {uK) = K, e 3(4) , K < Kz}Kleg(A) ?

le filtre est un filtre de Cauchy sur E (1a démonstration est analogue & celle de

S ), par suite il converge, et 1l'on note MO(A) sa limite.

Comme E est normé, il existe une suite (Kn)neN , que l'on peut supposer crois=—

sante, d'objets de J(A) , qui vérifie @

0 .
wo(4) = p(}iﬁ Kn> .
nell

De plus, on peut remarquer que (lim Kn) appartient & @ .
0 neN
Si 1l'on suppose (&) # u*(A) , il existe un réel « strictement positif, tel

que

(8 - VW = .




Utilisant les deéerinitions s

on déduit @

]

u(8) = vim {u(a))

&

o

4 e s(a)}

wO(a)

It

lin fu(E,) ¢ H €3},

%

I1 existe un objet A de 8(4) , vérifiant

(1) (3, e s(a) , B, ca) = (lulz) -u)] <3

de méme, il existe un objet H, de 3(4) , vérifiant

(5, e38) , B c7) = () -u@)l <Y

la conclusion suivante se d8duit des deux premiéres relations

(2) (B1 e s(a) , B,

Comme W est de Radon pour ¥ , et que Bl

c A

1

’
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L J e, 3 am) = (lu(z) -u@ID >3 .

appartient & 6, il existe un objet

Kt de ¥, vérifiant K!' c Bl , ce qui signifie qu'ton peut déterminer un B'=-

morphisme f : K!? —>.Bl , cet objet K' étant tel que tout objet C de
lequel il existe un @'-morphisme fC s+ CULUK —= B

1

ik désigne le C-morphisme canonique : K => C LK , satisfait a

()| < % .

® 4 pour

vérifiant £, o ip =T , oh

Comme E est normé, et comme 1'ensemble des objets C vérifiant la relation

précédente est réticulé i droite, on peut définir une suite (Cn)nEN de tels ob=

jets, vérifiant s

Or K' appartient & ¥ , et ¥ est stable par limite projective finie

W(8)) = w(®!) +u(lin ) .

ngg

suite, pour tout entier =n ,

%ig (k! ? Kn)
ngg

(par les @B!'-morphismes K* ~>vBl

et les B'-morphismes composés K => A —» Bl)

est un objet de ¥ et, plus précisément, un objet de I(4) .

come [lp(1iz ¢ )| <
ngg

o

8

, on peut déduire que

?

par
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o) - wlrim (umkr , k)] 53 -
nel

Par conséquent, il existe un objet X de B8 , et un @'-morphisme fXK' de X

dans K?! , tels que

o
@I 5% .
De plus, utilisant le propriété 2.1.1, on peut déterminer X tel qu'il existe un
@*-morphisme,
fe+ Xulim (LimK' , K ) — K' .
— < n
neN

Comme X © A appartient & "303,(63) y i1 existe un objet Dl de B , appartenant
3 la classe S(X @ 4) , et vérifiant :

W xes) - @)l <% .

De plus, d'aprés la proposition 2.1.1, on peut choisir D1 c B1 « La dernitre iné-

galité entraine alors :

u(a) = w(@)] = Ilu(a) - (@7 + [W*(8) ~u (40D T+ W (2@ x) - u(d)]|

= -

Ceci est en contradiction avec 1'appartenance de Dl 3 $(A) et avec 1'existence
d'un @'-morphisme D1 - Al et d'un autre @'-morphisme : A —= D, (d'apres la

relation (l) ) .

1

On doit donc conclure que, sur L‘lﬁs,(@) s On a p,* = p.o « I1 est immédiat que ceci

entrafne que p,* est une application de Radon pour ¥ .

COROLLAIRE 2.1.3.1. = Toute B(=C'-mesure y de Radon, pour une sous—classe ¥

semi-compacte de ® , peut se prolonger en une a@,((B)-(B‘-‘mesu,re, notée LL* s de

Radon pour X o

Démonstration. — On a vu & la proposition 2.1.2 que w*  vérifie 1'axiome (a&),

et & la proposition 2.1.3 que p,% vérifie (b'). I1 reste & démontrer 1'!axiome (ag).

Si ,f n>P neN est un systéme projectif dénombrable, ol les An appar-
tlennent a t‘l (B) , et les (fnp) 3 8', on note A la limite projective de ce
systeme. Comme M est de Radon sur a@,(cs) , pour tout réel € strictement posi-
tif, il existe un compact K < A, tel que, pour tout compact K' vérifiant

KcK'ch, onait [|p(8) - p&)l<e.
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De méme, pour tout entier n , il existe un compact Kn c A.n , tel que, pour tout
2 s - . 3%, Pl
compact K! vérifiant : K cK! c 4 , on aif o (Ah) - M(Kﬁ)” < /2" .
Si 1'on pose lim (Kn , K) = K! , puis '&EE (lig’Kn , K) =K', on déduit alors
neN
que

+ % "
Vee R, h™(a) - i:z m (Ah)” <2 .

On peut donc conclure que
W (4) = 1lim u*(An) ,

n—-bo

et, par suite, l'axiome (ag) est donc bien vérifié.
EXEMPLES.

Mesures de Radon sur un espace topologique semi-compacte. = Soient O un espace

topologique semi-compact, et ® le o—amneau des boréliens sur (Q . On note B!
1l'ensemble des injections d'un sous—ensemble de (! dans un autre qui le contienne.

La classe ﬂﬁ,(ﬁ) est alors la classe des ensembles sousliniens sur O .

On peut déduire de 1'étude précédente que toute mesure W sur 6 , de Radon par
rapport a la classe ¥ des compacts de (1, peut se prolonger en une mesure u*

sur la classe GB,(@) , de Radon pour X .

Mesures de Radon sur un semi-groupe G semi=-compact. - Si ¢ est un semi-groupe
g re,

et si l'ensemble G est muni d'une topologie T semi~compacte (ctegt-3~dire telle
que, de toute famille dénombrable de fermés ayant une intersection vide, on puisse
extraire une sous-famille finie d'intersection vide), la topologie T n!'étant pas’
nécessairement une topologie de semi-groupe, si, pour la topologie T s los trans-

lations & gauche sont continues, on peut encore obtenir une notion de mesure.

On considére la catégorie C dont les objets sont les sous-ensembles de G , et
dont les morphismes sont les translations & gauche. On étudie le cas ou B' est la
classe de tous les morphismes de C , et o B est le o-anneau emgendré par les
fermés de T o+ Si s est un é1lément de G , on note s, la translation & gauche
définie par s . Pour tout s , sg est continue (maisbnon nécessairenent biconti-
nue, car G est supposé seulement semi-compact), et la topologie T,y image de T
par Sg s ©st plus fine que T j on suppose, de plus, que les compac;s de Ty sont
les images de ceux de T . Les Ow-anneaux B » engendrés par les fermés des topo=

logies Tg 9 contiennent @& .
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Une mesure W sur G sera une @-('-mesure, si elle est invarianbe par transla—

by

tions a gauche au sens gue :
VseG, V¥B borélien de G pour & , M[S;I(B)] =u(B) .
Dans la suite, on suppose que |, est de Radon.

Comme, pour tout s , 8  est continue, et que les compacts de T et de Tq
sont les mémes, on peut donec prolonger | en une mesure Wy Sur le O-anneau @S .
D'aprées le corollaire 2.1.3.1, Wy DPeut se prolonger en une ﬂﬁ,(ﬁs)-mesure, clest-
&-dire se prolonger en une mesure de Radon sur les ensembles obtenus par 1'opéra-

tion & de Souslin sur le O=anneau @S .

On peut donc finalement conclure que la réunion, pour tous les éléments s de
G , des ensembles sousliniens pour les topologies Ts s, 3t contenue dans le g=-

*
anneau des ensembles |, -mesurables.

2.2. Capacités sur des catégories.

On peut se placer dans un cadre plus général que celui étudié précédemment, et

définir une notion de capacité sur les catégories.

On considére une catégorie C stable par limites inductives et projectives de

puissance dénombrable.

Comme précédemment, on note B' une sous—classe de la classe des morphismes de
C, stable par composition, contenant les identités sur les 6bjets de C, stable
par limites inductives et projectives. Cependant, on n'impose plus que @' soit
contenue dans 1l'ensemble des morphismes injectifs. La relation entre A et B :

(HomC(A ’ B) n Bt # @) est donc encore une relation de préordre, mais
(HomG(A , B) nB'# 0 et HomC(B , &) nB*£9)

n'entraine plus que A et B soient @'-isomorphes, ni méme qu'ils soient C-

isomorphes.

On désigne par % et 8 deux sous—classes de la classe des objets de C, ¥
étent stable par limite inductive finie, et par limite projective. dénombrable par
des @®'-morphismes, et & stable par limite projective finie et par limite induc-
tive de systéme inductif dénombrable par des B'-morphismes. On suppose en outre

que, pour tout objet A de C , il existe un objet H de % tel que
Homo(H , A) n 8" # ¢
et un objet G de S tel que

Home(A , ) nB#EgG .
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Définition d'une capacité., = On appellera capacité relative & # et & &', et

on notera #-B'-capacité, toute application f : X =>E ou E désigne un espace

de Banach, continue & droite au sens que ¢

Pour tout systéme projectif (Ai , {fij}i;j)iEI , indexé par un ensemble I dé-

nombrable et muni d'un préordre réticulé & droite, ou les objets Ai appartiennent

3 la classe X% ot les morphismes fij 3 B', la limite lim f(Ai) existe et est
it
égale 3
f(1im A,)
— 1L
i€l

Capacitds intérieures et extérieures. Objets capacitables. - Sur la classe des

objets de C , on peut définir une relation de préordre qui sera dite d'inclusion :
(AcB) <= (Homc(A ’ B) n B' # ¢) .
Si A est un objet de C, on note I(4) 1la classe :
3(A) ={Hek® , Hca} .

Comme % est stable par limite inductive finie, 1'ensemble &(4) , muni du préor-

dre dtinclusion (qui n'est pas ici un ordre), est réticulé & droite.

On peut alors considérer le filtre sur E , 5*(A) , dont une base est constituée

par @

(F(a) = {£(8") + H'e®, HcH cAlggp) -

Lorsque ce filtre admet une limite, on note f*(A) cette limite, ot f_‘é est ap-

pelée capacité intérieure de A .

Dans la suite, on suppose que, pour tout objet G de & , le filtre S*(G) con=-

verge, clest-a~dire que

"ce®, Ve>0, FHek: H' ek, HcH' cG) => If(H) - £HE)] <¢.

De m8me, si A est un objet de C , on définit ¢
s(A) =fces: ao4} .
Comme & est stable par limite projective finie, S(A) est muni d'un préordre ré-
ticulé 3 gauche,

On définit alors le filtre 5*(A) sur E dont une base est @

(r(¢) = {r(c?) + G'e8, AcG'c G})GGS(A) .
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Lorsque ce filtre est de Cauchy, on note f*(A) sa limite, ot fﬁ(A) est appelée

capacité extérieure de A .

Objet capacitable. = Si A est un objet de C qui admette une capacité inté-

rieure f*(A) et une capacité extérieure f*(A) , on dira que A est capacitable

£,(4) = £(a) .

On note alors f(A) leur valeur commune. On désignera par Ob cap (f) la classe

des objets capacitables pour f . Il est évident, d'aprés les définitions, que tout

objet G de 8 est capacitable.

Dans la suite, on se limitera & 1'étude des capacités f pour lesquelles tout
objet de ® soit capacitable, cl'est-a-dire pour lesquelles f*(H) = f(H) . On
peut remarquer que, si H appartient & ® , on a nécessairement f*(H) = £(H) .

by

I1 n'y a donc pas de contradiction & noter f(H) leur valeur commune.

La proposition suivante indique une condition suffisante pour gqutun objet de &

soit capacitable.

PROPOSITION 2.2.1. - Si H est un objet de # , admettant une capacité extérieu-

re f*(H) , 6t si H est une limite projective d'un systéme projectif dénombrable

d'objets de la classe $ par des @'-morphismes, alors H est capacitable pour la

capacité f relative aux classes # , 9 , et B8' , c'est=i-dire que 1'égalité

(1) = £(H)

est vérifide.

Démonstration. - Si H est un objet de % , il existe une suite (Gn)N dtobjets

de &, et une suite (fn)N de B!'=-morphismes, fn s H -a-Qn s tels que

(1) = 1im £(c) .

n—os

Comme S(H) est réticulé a gauche, on peut supposer que la suite (Gh) est dé-
croissante pour le préordre appelé "inclusion", et, comme H appartient & la clas—

se 96 , on peut supposer que H = }im (Gn) . Si 1l'on considére Gl :
neN

"e>0, 37 €%, H cG : (Kek, H cKkce) = (&) - £(c)] <e).

En remplacant le cas échéant H1 par lim (H1 , H) , on peut supposer H c H1 .

Dans la suite, on note (£ ) un systéme inductif de @'-morphismes 3
np’n3p
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np n b

et on note ®; un @'=morphisme ¢« H, => G . L'objet

1 1
| - 3 .
oy = lim (£, , 0 5 & 5 Tp)

vérifie alors : 31H, e, H
TKeX,

, @) (et on peut supposer H, o H ) tel que,

(H, ck c @) = () - geDll <3

ce qui entrafne

Ke®, BycKeca) = (|2®) - 2(c)] < ) .

Si 1'on suppose définie, pour tout entier n inférieur ou égal & un entier n, ,

une suite (H) décroissante d'objets de # , vérifiant :
n niho

¥n < no H Hc Hn c Gn et

(Yxkex, (Hn cKc Gn)) = (||£(x) - f(Gn)H <€ +‘% Tt ;;1) '
2

si 1'on note ¢, un @'=morphisme Hn ~9.Gn y on peut définir 1l'objet

¢! =1lim (. , o 3 G , T ) .
n0+1 «— 1, Ny no+1 nO+1,nO
Clest un sous-objet de Gn0+l et, pour tout réel ¢ >0,
1H € X, H c G! et H >H ,
n0+1 n0+1 no+1 no+1
tel que
Ke®, H cKcG ) = (k) -z (a! <> ,
n0+1 no+1 : * n0+1 LA
par suite

£ £
Ken, Hno+1 cKc Gno+1) => (||£(x) - f(GnO+1)U SEHE et ;H) .

On peut donc définir une suite dénombrable {Hn)nEN

~~

vérifiant les conditions pré-

cédentes.

Pour tout entier n , on a Hf(Hn) - f(Gn)H < 2¢ « Par suite,

1im £(8 ) - 130 £(c )| < 2¢ .

Les (Hn)nEN forment une suite décroissante pour le préordre de 1l'inclusion dtob-

jets de X , ils déterminent donc un systéme projectif, et
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r(%EE.Hn) = lim f(nn) .
nell N0

Or, pour tout entier n , il existe un @&'-morphisme :
neN
On peut donc choisir les ®'-morphismes du systéme projectif de maniére que

H= %ig_Hn « On déduit alors que

"e>0, Il£(B) = 1im f(cn)![ <2
N0

ou encore
le(m) - @) ¢ 2¢ .

On peut donc conclure & 1'égalité, et H est bien capacitable.

Extension d'une capacité. — Soient ¥ et ¥ deux sous-classes de 0b C, XKck.

Si ¢ est une sous-classe de Ob C telle que, pour tout systdme projectif dénom=
brable (An ’ {r } ) N ? ol les Ah soient des objets de C appartenant a

np n>p’ neN
X , et les fnp des @®'-morphismes, et, pour tout objet G de © vérifiant :

Hom (1im A Q) nB*#£¢ ,
il existe un entier nj tel que (n a,nO) = (Home(Ah , G) nBr#g) .

Si % est une sous=classe de Ob C, et si f est une ¥-9-capacité telle que
tout objet de % soit f-capacitable, alors, pour toute sur—-classe ¥ de %*¥ , X
étant contenue dans la classe des objets de C qui admettent une capacité exté-
rieure £ , on peut déterminer une ¥-8-capacité, g , extension de f & la clas=

se X .

En effet, la fonction g = f* sur X , définie par g(A) = f*(A) , €3t une ex-
tension de f . De plus, pour tout systéeme projectif (A.n ’ {fnp}nép)nsﬂ , OU les
objets (Ah) appartiennent & ¥ , et les morphismes (fij) 4 ®', on peut défi-
nir A= %ig Ah o I1 faut démontrer que, si A appartient & ¥ , alors

£*(4) = lin f*(An) .
n—m
Or, si A appartient & ¥, A admet une capacité extérieure f (A) et, pour
tout réel € >0 , il existe un objet G de S , tel que HomG(A , G) #0, et
pour lequel
(¢tes, Accca) = (£¥a) - e <e) .
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Comme & € v , i1 exaste wn euvier a5 el que
(n>n.) == (Hom.(A , G) nB*#0) .
0 C''n
On déduit alors 1l'implication suivante :

(G' e & ot A cGlc @ = (||£lcr) - £(a)] < 2¢) ,

et, par suite,
l£%(a ) - £(0)]] < 2e .

I1 en résulte ¢

ve>0, Bn el: (n2ny) => ([£¥(a) - W < 3) .
Par conséquent, la fonction £* st bien continue & droite sur ¥ .

Remarque. = Lorsque 1'on étudie les capacités sur un espace topologique séparé
E , on considére les classes suivantes : ®' est la classe des injections canoni-
ues, ® et %X des sous-classes de la classe des compacts, et © est la classe
q ’ P ’

des ouverts. La classe & vérifie alors bien la condition imposée précédemment :

Si (Ah) est une suite de sous-ensembles compacts de E , décroissante pour
1ltinclusion au sens habituel, et d'intersection A , pour tout ouvert G contenant

A, on peut montrer qu'il existe un entier n, tel que

(n 2,no) = (Ah cG) .

Stabilité par limites inductives.

PROPOSITION 2.242. = Scit f wune H=S=capacité telle que les objets de &

soient capacitables.

Si # est stable par limite inductive finie, et 9§ par limite projective finie,
1 H2) d'objets de % , admettant, pour

limite inductive par des @'-morphismes hi , un objet H , et pour limite projec-

et si f vérifie, pour tout couple (H

tive par des @'~morphismes (8,), d'objets 0. et O, de & , tout objet
i’i=1,2 ———— 1 — 2 - Bl Ao ot

0, tel que Home(H , 0) n B soit non vide, 1'indgalité :

£(0) - £ ¢ T lelo,) = £ 3
i=1,2

alors toute limite inductive finie par des G'-morphismes d'objets capacitables est

encore un objet capacitable.

Démonstration. = Je fais la démonstration pour une limite inductive E de deux

. . . S . . .
objets capacitables (mi)i=1,2 par des G@'-morphismes (ei)i=1,2 3 elle se ferait
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de la méme fagon pour toute iimite inductive finie.

Comme les B, sont capacitables, pour tout réel € >0 , on peut déterminer un

i

objet (Ai) de ¥ , et un B'-morphisme a; ¢ Ai —9»Ei s tel que

; = (f(K) - <&
(kewn, AicKc:Ei) > (l£(x) f(Ei).‘<2)

De m&me, on peut déterminer un objet (Gi) de $ , et un @'-morphisme
g; 3 Ei->Gi ’

tel que
— 1 - 3
(ves, Ei cUc Gi) = (uf(Ei) f(U)” < 2) .

On note A 1'objet limite inductive des Ai @'-morphismes,

A-sE,

par les e. ° a., 3

1 1

il existe donc un ®'-morphismes a :

G,. dans la sous-catégorie

De mlme, on note (G , Yy o yz) la somme de Gy et 5

C! de C dont les morphismes soient ceux de @' ; il existe alors un ®'-morphis-
me g2 B—=->G.
Pour tout couple d'objets H et O , vérifiant He X , 0 € &,
AcHcE et BEcOcG ,
on peut déterminer deux objets Hl et H2 de ¥ , et deux objets O1 et O2 de
¢, par
Hi=]<__il.n_(H,h°gi;Ei,ai) et Oi=%_j_._m(0,k°ei;(}i,gi).

Ces objets vérifient alors H = lim (H, , 8.) , et O = lim (0, , &.) , et
— i i = ‘i i

A, cH, ¢E, ¢0, ¢ G, . Par suite, pour i =1, 2,
€ 1l 1 1 1
- | in]
leCo,) ~ £@)I < lle€0,) = 2@ + l2(5,) = 2@ <e

On peut donc conclure :
£(0) = (@) g 26

Par suite, f*(E) et f*(E) existent et sont égaux.

A ! > By 2L > G1
TEoE— —0—
| |81 \Jel l&1 iyl
W I 4 k ¢
) b — e — 23 T— M
A a A g

@ . 32 o5 |62 T'Y2
A /33}12\} m /’202\) a
2 P Bp 5 > Gp
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PROPOSLIIUN 24243. = 51 © verifie ies condltions de la proposition 2.2.2, et si
np)n@) nel’
oll les Gn soient des objets de € , et ou les morphismes appartiemnent & &' ,

f est de plus telle que, pour tout systime inductif dénombrable (Gn , (f

alors
£f(lin 6 ) = lin £(G)) ;

n—o

on peut déduire :

(a) Pour toute suite (Ah) d'objets de C , formant un systéme inductif par des

,— . . . rd 7 . -
@'-morphismes (A.lrl , (ahp)nsp)nGN , i les capacités extérieures existent, elles

vérifient :

£ (1im A ) = 1im £%(8)
= n

(b) Toute limite inductive dénombrable d'un systéme inductif d'objets capacita-

bles par des @'-=morphismes est un objet capacitable.

Démonstration.

b

(2) En faisant une construction analogue 3 celle effectude dans la proposition

2.2.1, on peut, pour tout réel e >0 , construire une suite (Gn) d'objets de

neN
% , qui forme un systéme inductif pour des ®'-morphismes, (ynp)n<p s, ot telle que,
pour tout n , il existe un @'-morphisme &, 3 Ah ~>-Gn s pour lequel les diam=

grammes ci-dessous soient commutatifs.

. . . - \ * I3
On note (G ’ {Yn}neN) la limite inductive de ce systeme. Comme T ({E% An)

- neN
existe, il existe un objet F de % , et un ®B'-morphisme f : A= EEE An - I,
neN
tels que
(Ftess AcPF!'cF) = (%) -2(F)] <e) .
a a,
A np = A Ap >,
n p
k k
3 6nP 6P
€n /On /op
Gn > Gp >
an YP

Si 1'on note O 1l'objet de & défini par O =1im (¢ , g3 F, £) , et k 1le
7 - é‘:‘
@t=morphisme ¢ A —->0 , conome A c O c G, on peut déduire que Hf (a) - f(O)” < Ee
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Pour tout entier n , on définit alors un objet On de & , en définissant On
comme produit dans la catégorie C'!' , dont les morphismes sont ceux de &' de O

et des objets (G)

p'pn
I1 existe alors un @'-morphisme kp : Ap - 0p (¥ p e N) et, pour tout couple
Y 3 . '- . . ° - o
(n ’ p) y O ng<p, il existe un @'-morphisme canonique 6np : On ->Op

De méme, il existe, pour tout p , un @'-morphisme 3 Op - Gp , et on peut donc

déduire que, pour tout p ,
' *
Hf(op) -f (Ap)” <e .
Comme O = lim (Op , {6np}n\<p) , on déduit que
£(0) = lim f(Op) ,

n—-)m
et, par suite,

( ¢g>03: 13 n, eN, n >,n0) N (Hf*(A) - f*(An)H < 3) ,

ce qui permet de conclure que la suite f%(An) admet une limite, et que celle-ci

est égale 2 f*(A) R

. ‘ . \ N 3 . (
(b) Si 1ton considdre un systéme inductif (An s 1 anp}ngp)néll

pacitables, on déduit de (a), si f*(}izg An) existe, que

d'objets An ca~

L aa ot
f(];:igAn)-llrff(An) .

n—cs
*
Or, pour chaque ne€ N , f (An) = f*(An) .

On peut alors déterminer, pour tout ¢ >0 , une suite (Hn)nEN d'objets de % ,

formant un systéme inductif pour des @'-morphismes (Bnp)ngp tels qu'il existe,

pour tout n , un @'-morphisme hn : Hn - An y» et tels que
f :!f' b4 ! ] ‘ t - .E-
(H' e & 2 B cH'c An) > (jeay) f(An)H < 2) .
Comme 4 = 1im & est supposé intérieurement capacitable,
(e, VYH' eR: HcH'ch) = (le@) ~r£ (4) <-§-) .

Pour tout n € N , on détermine un objet H' de %, en le définissant comme
produit dans la catégorie C! de Hn et de H . Alors

(H' e % 3 H! c H' c An) => (||£(ar) - f(An)H <E) .

Comme H = lim H! , on déduit que £¥(2) = lim f*(H;l) , ou £¥(H) = £(H) et
n—-vOD
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f%(Hﬁ) - f(H&) . On peut donc conclure :

ie>0, Hf*(A) - lim f(An)H <3 ,
n—-KD
et, par suite,
£,(4) = £%(8) .

PROPOSITION 2.2.4. - Si # est une sous—classe de Ob €, et © une autre sous-

classe, # étant stable par limite inductive finie et par limite projective dénom—

brable, et 9 par limite projective finie et par limite inductive de systéme in-

ductif dénombrable par des B'-morphismes, on désigne par f une ¥-B'-capacité,

telle que les objets de ¥ soient capacitables, et telle que toute limite inducti=-

anp}nSp
morphismes de B' et d'objets A capacitables, soit un objet capacitable et vé=-
n

ve A de systéme inductif dénombrable (Ah ’ { ) indexé par N et formé de

rifiant ¢
£(4) = 1n £(4) .

n—®

Alors tout objet E de la classe ﬂa,(%) , clest=d~dire noyau par des @&'-mor—

phismes d'objets de la classe ® , qui admette une capacité extérieure et une capa-

cité intérieure, est un objet capacitable.

Démonstration. — L'objet E est défini au moyen de limites inductives et projec—

tives schématisées par le diagramme suivant

fss’ fcs fG
E(s!) <« E(s) < B(o) > B
.1 &
ri's! ‘EIEHHD (:::> [sle) ‘Egi‘
E(I") E(T) < E(p)
. . (
E = lig (Lin E(s) , Lfss'}s'<s) ! {fpd}pgo
o€y, s<o
Pour tout s € S, on pose :
A(s) = 1\i_m>E(0) ) {fpo}pso ;
o> s
puis, 81 r << s, ars le B'-morphisme A(r) —9>A(s) obtenu par limite inductive
des f pour pgK0, p>r, O0>s8 . 0n aalors

poc

E = lin (a(n) , {apn}psn) y
neN
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et, si l'on appelle (s , n) la suite obtenue en prolongeant la suite & par
l'entier n ,

A(S) = %ig (A(S ! n) ! {a(s,p),(s,n)}pgn) ’

nell
Pour tout entier € >0 , comme E = lig A(n) y

in €N i£%(8) - £* (A Dl <5 .

Puis, de méme,

InyeNs l£*(a(n))) = £*(a(m, 5 2 D <5 -

Par récurrence, si 1'on suppose définie une suite (n1 y By y eoe g np) jusqu'a

l'entier p , il existe un entier np+l tel que

*
l|£¥ [A(n1 y see y 1 )] - f rA(n1 b Dy g ees np+LLu < —_ p+1 .

D'ou on déduit
TR 3%
1£*(8) = £ Aty myy ee y i e

La suite (A(nl ’ n2 g sse s I ))p est une suite d'objets de ¥ qui forme un

~

gystéme projectif pour les @B'-morphismes {f(n . On no—~

1,n2,---,np) ’ (nl ynzvmynq) }Q<P
te F sa limite projective. Comme % est stable par limite projective par des
@'~morphismes, F appartient & % et, comme f est une capacité,

£(F) = lim f(A(nl p gy see s np)) .
7_)-—;00

On peut donc déduire que Ie*(E) - £(P)] <€ .

Comme F = A(n1 y Dyoy eee np , eee) 5 il existe un @'-morphisme
f(nl,nz,m,np,"J

de F dans B . Or, pour tout objet H de # vérifiant : Hom(H , B) n 8' # g,

on peut définir E comme noyau d'objets (E(S))SGS tels que Hom@G{, E(8)) nB'# ¢

(on peut, pour cela, considérer les limites inductives des E(s) et de H )

alors F vérifiera HomG(H , F) n@' # @ . Par suite, pour tout HeX® , HcE,

et pour tout réel € >0 , il existe un objet Fe ¥ , Hc FcE, tel que

ll£(F) - £5(E)|| < €, ce qui permet de conclure que

f*(E) = f%(E) .
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Remarque. = Dans les hypothises des propositious précédentes, on impose 1'exis-
tence, pour un objet A , de f*(A) » ou de f*(A) . Cette existence est toujours

vérifide, lorsque l'espace de Banach E est égal au corps des réels R , et lors—

~

que de plus la capacité f est croissante pour le préordre d'inclusion et 1'ordre
de R .

2.3, Mesures de Radon sur des espaces topologiques séEarés.
L el o ana aa’athayarars

Espaces de fonctions sur Q . = On suppose que () est un espace topologique sé-

paré.

On note 5(0) 1'ensemble des fonctions boréliennes borndes de Q dans le corps
des réels R, £(Q) 1'ensemble des fonctions boréliemes bornées et dénombrable—

ment étagées, C(Q) 1'ensemble des fonctions continues & support compact sur Q .

(L'espace G(Q) peut 8tre réduit & la seule fonction identiquement nulle.)

Sur chacun de ces espaces, on peut définir la topologie de la convergence unifore
me. Pour simplifier les notations, on la désignera par la méme lettre U sur les

trois espaces. De plus, on notera [.| 1la norme de la convergence uniforme.

Topologie T . - Sur les trois espaces de fonctions, on peut définir une topolo-
gie d'espace uniforme, que l'on note T , en considérant la topologie dont une base

de voisinages d'un élément f soit constituée par

() g appartenant a 1'espace dont f estélément et vérifiant :
¥ (f) =
K

-l t - =
g 1< et g-f =0 sur K K compact de Q

Dans 1la suite, la base de voisinages de la fonction identiquement nulle, O , sera

notée :

{v}

K°K compact de Q °

Comme Q est séparé, les points de (Q sont des compacts et, par suite, la topolo-
gie T est séparde (sur les trois espaces de fonctions). De plus, les voisinages
YK sont symétriques et convexes : en effet, si f et g appartiennent a YK ’

il en est de méme de é-(f +g) .

Si ¥ et Y., sont deux éléments de la base de voisinages de O , définie pré-

cédemment, alors YkLK, = YK N Viey o

On peut donc conclure que les espaces vectoriels, $(Q) , &(0) et ¢(Q) , munis

de la topologie T , sont des espaces vectoriels dont les topologies sont locale~

ment convexes et séparées.
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La topologie T n'est cependant pas une topologie a-espace vectoriel topologi-
que ;3 en effet, les voisinages ?K ne sornt pas absorbants, et la loi de groupe sur

les espaces vectoriels n'est pas continue pour la topologie T .

On peut d'ailleurs remarquer que, si Q est compact, alors YQ = {0} s par suite,
la topologie T est discrdte, et il est connu que la topologie discrete n'est pas

une topologie d'espace vectoriel topologique.

PROPOSITION 2.3.1. — Soient E un espace vectoriel nowmmé complet, dont la norme

est notée , et Q un espace topologique séparé.

1° Si u est une mesure de Radon de norme 1 , on peut associer & ¥ une appli-

cation linéaire o sur 5(Q) vérifiant, pour tout borélien B :

ot 1B désigne la fonction caractéristique de B ., De plus, Mo est alors conti-

nue lorsque 5(Q) est muni des topologies U et T , et la nome de Mo considé-

rée comme application lindaire sur &(Q) , muni de U , est inférieure ou égale &
1.

2° Si Bo &st une application lindaire de &(Q) dans E , continue pour les to-

pologies U et T , et de norme 1 , alors la mesure | associée a Mo est une

mesure de Radon de norme H]ulﬂ supérieure ou égale & 1 .

3° Dans le cas o B est isomorphe au corps (on a choisit R dans le cas pré-

sent, mais on obtiendrait le méme résultat avec tout corps valué complet), alors

les nomes de W et de Mo sont égales.

Démonstration.

1° Pour toute fonction f de &(Q) s'erivant ¢ f= J « 1, , on définit :
(£) (5) L
0 nel n n

D'aprés (b) et (c), les sommes finies 3 o, M(Bn) vérifient, pour tout entier

nN
N s

Hnéq o w(B)! < e lo |

D'aprés (a) et (b), la série Zv Hu(Bn)H converge, par suite, comme E est com-
nell
plet, il existe bien un élément go(f) appartenant & B et vérifiant

L1

(€)= T ulz)
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Comme sup |o | = [f] , on peut déduire que Ko est une application linéaire con-
nelN
tinue, de norme inférieure ou égale & 1 , de &(Q) , muni de U, dans E .

Comme !||w|ll = 1, i1 existe, pour tout & >0 , une suite (Bn)neN de boréliens

de Q tels que

[l = 2 @) [ <e

2
nell
Dans le cas oi B est isomorphe & R, si 1'on considére la fonction f de £(Q)
définie par
u(s,)

= L T s,

nelN n n

cette fonction est de nome [f]= 1, et vérifie :
| g = Wull | << .

On peut donc alors conclure que HIuOIH = |l|n]ll + Dans 1e cas o E n'est pas iso-

N ’

morphe & R , on ne peut pas conclure & 1'égalité des normes.

Pour montrer la continuité de Wy pour la topologie T , il suffit de prouver

que @

¥¢>0, HBK compactde Q, V fesQ): (fe¥) = (Huo(f)u.g €) »

Or Q est un borélien dans lui-mdme, puisqu'il est un ouvert et un fermé, par sui~-
te, la condition (b) entratne :
Vet>0, 3K compact de @, V C borélien de Q :
(ceca k) = ()] <e) .

Si Mo nt'était pas continue pour T , on aurait

> i 5 : ' |
ieg>0, K, compact de Q, 1 £ € YKl : ”%O(fl)J > € .
or f, = 2 ot 1., ou les (Bl) sont des boréliens disjoints. D'aprés 1'ap=-
17 sen P gt p el
proximation (b), og peut déterminer une suite (K;)pEN de compacts vérifiant :
1 ~~

K1 c B, et tels que
1Y i

S oot u@bH) > £ .
”peﬂ,ap b p)l 5

Comme, pour tout p , la;i est inférieur ou égal & 1 , ceci entrafne :
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1
Wl > §
pell

I1 existe donc un entier N, tel que

1
s £

L'ensemble K1 v (U Kl) est un compact de 2 que 1l'on note K2 .
p<ly
En recommengant le raisonnement précédent :

if, e YKz : “uo(fg)ﬂ >€e .
Par suite, on peut déterminer une famille finie de compacts, (Kg)p§N , telle que
2
(U £ nk, =@ ot S E) > 2.
¢ P 2 N P 2
p<l, p<l,

Par récurrence, on détermine, pour tout entier n , un compact

kK =k . u( U Y
<y P

et une famille finie (Kg>p<N de compacts disjoints entre eux, disjoints de Kn ’
N'n
et vérifiant

n
RIS X
N'n

Si 1'on considére la famille dénombrable de compacts disjoints :

() pgNn)

neN !

elle vérifie ¢

DD @) ==

neN p§Nn
On obtient donc une contradiction avec la propriété (c¢). On peut donc conclure que
Ho est continue pour la topologie T .

2° Si Ko est une application linéaire continue de &(Q) , muni des topologies
% ou T,dans B, et de norme 1 pour U , on peut lui associer une mesure W

sur les boréliens, & , par :

VBeaso, u(B) = Mo(lB) .
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11 est immédiat, en utilisant la continuité de Lo pour U, que n est alors une
mesure de Borel, et que sa norme (en admettant la valeur + o ) est supdrieure ou
égale 3 celle de Wo

I1 reste & vérifier que u est intérieurement régulidre par rapport aux compacts.
Si B est borélien dans Q , 1. est une fonction de &(Q) . Comme W est con-

B
tinue pour la topologie T ,

Ve>0, 3K compact de O MO(YK) clxeB: =l <€}

La fonction caractéristique de B N~ K appartient a YK , par suite, elle vérifie :

(il < & -

De m8&me, pour tout borélien C contenu dans B ~ K , la fonction 1C appartient a

Ve 5 ot uo(lc) = p(C) vérifie par suite :

g1l = Iu(e) <& .
La mesure W est donc bien une mesure de Radon.

3° Dans le cas o B est isomorphe & R , les normes de u et de Mo sont éga-
les, d'aprés ce qui a été vu au 1°.

Cependant, les hypoth®ses imposées ne permettent pas, lorsque E est de dimen-
sion quelconque, dlobtenir 1'égalité des normes de . et de Bo *

Voici un contre—exemple ¢

Si Q est un ensemble fini muni de la topologie discréte, et si E est 1l'espace
5(Q) de toutes les fonctions borndes sur Q , muni de la topologie U , on consi-

dére 1la mesure de Borel ¢
We B r—a-lB

(pour tous les sous-ensembles B de Q ). C'est une mesure finie, de norme

HIM]H = Card(Q) . De plus, elle est de Radon, car tout sous-ensemble de Q est un
compacte.
Toute fonction f de 8(9) gtécrit ¢+ £ = 2 an 1B s OU Af est un ensemble

neAf n

fini de cardinal inférieur ou égal & celui de Q . On définit, comme précédemment 3

Mo(f) = 2 o M(Bn) = 2 dn lB =f .
neEA.f nGAf n

I1 en résulte que
lugll =1
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Par conséquent, si (I contient plus d'un point, les normes de W ot de Wo me

sont pas égales.

PROPOSITION 2.3.2. = Dans la suite, on étudie le cas particulier des mesures de

Radon sur des espaces localement compacts, pour montrer 1'équivalence de la défini-

tion classique et de la propriété caractéristique obtenue dans la proposition 2.3.1.

Si Q est un espace topologique séparé localement compact :

19 L'adhérence de 8(Q) dans 5(0) , muni de la topologie de la convergence uni-

forme, contient c(Q) ;

2° Si T! est la topologie sur 5(Q) 1a plus fine gui coincide avec T sur

£(Q) , alors, la restriction de T' & ©(Q) est plus fine que la topologie @,

limite projective des topologies de la convergence uniforme sur les compacts.

Démonstration.

1° Pour tout compact K de Q , toute fonction continue, & support contenu dans
K , est uniformément continue ; elle appartient, par suite, & 1'adhérence pour U
de 1'ensemble des fonctions en escalier sur K . On peut donc en déduire que S(Q)u
contient ¢(Q) .

2° La topologie T' admet pour restriction aux espaces c(X) pour les compacts
K de Q , la restriction a c(X) de la topologie la plus fine sur %(K) qui soit

égale & la topologie discréte T, sur &(K) .

3i 1'on désigne par HK la topologie de la convergence uniforme sur c(x) , cet-
te topologie est moins fine que la topologie discréte ; par suite, la topologie ®,

limite projective des ﬂK , est moins fine que la topologie T! .

Remarque 2.3.2.1. = Si Q est un espace topologique séparé localement compact et
dénombrable & 1'infini, alors la topologie T sur 5(Q) , £(Q) , ou bien e(q) ’

est métrisable.

En effet, pour démontrer la métrisabilité de T , il suffit de montrer que 1l'ori-
gine admet une base dénombrable de voisinages. Or, puisque 2 est localement com—
pact et dénombrable & 1'infini, il existe une suite (Kn)neN de compacts de Q

tels que Q= U K . Les voisinages {YK }neN forment alors une base dénombrable
nelN n ~

de voisinages de l'origine.

Remarque 2.3.2.2. — Si Q est un espace localement compact, et si c(n) désigne
l'espace des fonctions continues & supports compacts, on désigne par  1la topolo-
gie limite projective des topologies UK des convergences uniformes sur les espa—

ces C(K) pour les compacts K de Q.
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on peut schicmatiser

5()
(v, 1)
U
&(Q)
(r, 4
U

injection ) restriction _ (K)

>

c(x)

(g + ) (r, ) (U 5 )

T plus fine que ¢ , limite projective des ®

U plus fine que la limite projective des UK
U plus fine que ¢ .

Si Ko est une application continue sur c(Q) , muni de T et de U, alors o
est continue sur C(Q) , muni de ® .
En effet, les voisinages de l'origine pour  admettent une base de la forme :

Vg = {rec@ : /x| <l

’

[ ]

o€RT, K compact de Q

Or, si w, est continue sur c(Q) , muni de U,

Ve>0, HFa>0: ([f]<a) == (Huo(f)” < ¢/2) .
Si o est continue pour T ,
"¢e>0, 1K compact : ([£1g1, #/&k=0) == (@l <e/2) .

Par suite, pour toute fonction f de Ya g » On peut écrire ¢
b4
f=f.].K+(f-f.1K) ,

ou fuly vérifie [f.lK] <o, eton (f- f.lK) eppartient & Y. voisinage pour

T,et Ve>0, 1 Y@ voisinage de 1l'origine pour @ vérifiant :

oK
(rev, ) = (bl <e) .

On obtient bien la conclusion annoncée.

PROPOSITION 2.3.3. - Soient 0O un espace topologique localement compact, et E

un espace vectoriel normé complet.

1o 8i uo est une application linéaire de &(Q) dans B , continue pour la to-

pologie de la convergence uniforme U et pour la topologie T , alors Ko peut

8tre prolongée en une application linéaire continue, unique, de C(Q) dans E ,
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c(Q) étant muni de la topologie ® , limite projective des topologies U, sur les

espaces C(K) .

2° 8i yu, est une application lindaire continue de c(q) , muni de @, dans B,

on peut prolonger o 3 1l'ensemble $(Q) des fonctions boréliennes bornées, en

une application linéaire continue pour U , que 1'on notera encore Wo * De plus,

la restriction de Mo 3 8(0) est une application continue pour T .

30 31 Q est un espace localement compact, les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

(a) i est une mesure de Radon finie sur Q

(B) L'application linéaire Mo correspondant a W , de C(Q) dans E , est

sontinue pour la topologie @ .
De plus, si E est isomorphe & R, les normes de w et de Mo sont égales.

Démonstration.

1° Comme C(Q) est contenu dans 1'adhérence de &(Q) dans 5(Q) , uni de la
topologie U , on peut prolonger bg en une application linéaire continue unique
de c(Q) s muni de la topologie U ou bien de la topologie T , & valeurs dans BE .
De la remarque 2.3.2.2, on peut alors conclure que Mo est continue pour la topo-

logie @ .

20 Si Ko est une application linéaire continue de G(Q) , muni de ¢ , dans B ’
on peut prolonger Wo en une application de 1l'ensemble des fonctions sur Q, &

valeurs dans E .

-~ Lorsque f est semi-continue inférieurement positive et & support compact :

p‘o(f) = l§im U*(@) )
i

ou Si désigne le filtre sur C(Q) , intersection de C(Q) n {@ : © <f} et du

filtre des voisinages de f pour la topologie @ .

Comme $i est un filtre de Cauchy pour Uf , et que Ko est uniformément conti-
nue pour ® , le filtre image “O($i) est un filtre de Cauchy dans E , il admet
done une limite, que 1'on note uo(f) .

by

~ Lorsque f est positive & support compact :

0 .
ug(£) = lglm uole) s
c
ou 50 désigne le filtre sur 1'ensemble 8+ des fonctions semi=-continues inféw-

rieurement positives, intersection de st a {g: g 3.f} et du filtre des voisina~-

ges de f pour la topologie @ .
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Comme Uc est un filtre de vauchy pour [ , et que Wg €8T continue pour
+ . . - . .
sur 3 , le filtre image Mo(gc> est un filtre de Cauchy dems & , il converge

donec vers un point, que 1l'on appelle uo(f) .

- Lorsque f est positive arbitraire :

0 .0
bolf) = %glm uo(m)

p

ou le filtre SP est le filtre intersection de 1l'ensemble des fonctions h , po-
sitives & support compact, inférieures ou égales & f , et du filtre des voisinages

de f pour € .

Ici aussi, ug(g ) est un filtre de Cauchy dans E , il converge donc, et 1l'on
0 P
note uo(f) sa limite.

- Lorsque f est une fonction arbitraire, elle sfécrit : f = £

définit s

- f , et 1'on

po(£) = wd(Eh) — i) .

Comme o est dénombrablement additive sur C(Q) , on peut déduire que ug est
dénombrablement additive sur &(Q) , et, comme W, est continue pour les topolo-
gies U et @ de ¢(Q) ’ Mg est continue pour la topologie U sur 5(Q) o La
topologie T! = }Eg;(&(ﬂ) , T) par l'injection de &(Q) dans &(Q) est plus fine
que ® , Par suite, ug est continue pour la topologie T' , et la restriction de

ug a3 8(Q) est continue pour la topologie T .

3° L'équivalence se déduit de la proposition 2.3.1 et des parties 1° et 2° de

cette proposition.

Pour démontrer la propriété relative aux normes de y et de Mg s OB utilise la
proposition 2.3.1, 3°, et on procdde par approximations pour montrer que la norme
de “8 s application de &(Q) dans B , est égale & celle de o o application de
c¢(q) dans E .

Remarque. - Dans 1'étude qui précéde, on a seulement utilisé la métrisabilité de
E et sa complétion pour la métrique notée I[.l| .
On aurait donc pu supposer que E soit un espace de Fréchet ; il n'éteit pas né-

cessaire de supposer E de Banach.

PROPOSITION 2.3.4. - Soit (Q)) .o

dont les tribus boréliennes sont notées (ﬁn)ne” y munis chacun d'une mesure de
4

une suite d'espaces topologiques séparés,
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Radon ., vectorielle & valeurs dans un espace vectoriel & sur i , normé et

complet. On suppose que les mesures Mo, sont de norme 1 , ainsli que les applica-

tions linéaires u  gui leur correspondent. On impose que les (Qn)neN forment

~

un systeme inductif :

{(Qn)neN ’ {fnp}ngp

~

} o,

ou 1'application fnp soit une application continue de Qn dans Qp y et que les

mesures de Radon vérifient :

[ngp] => [V ?, € g(Qp) , “‘no(‘”p o £ = upo(cpp)] .

On se place dans le cas ou la limite inductive est séparée. Si (0 désigne la limi-

te inductive des L , et (fn)nﬁﬂ

Q, alors, il existe une mesure . de Radon sur Q , unique, vérifiant, pour tout

les applications canoniques des (Qn)nﬁﬁ dans

entier n :

[oe 6(0)] == [uy(o) = uno(ao «£)] .

De plus, la norme de W, est inférieure ou égale & 1 , et celle de W est supé~

rieure ou égale a 1 .

Démonstration. = On note 3

5(Q) [resp. ﬁ(Qn) ] 1tensemble des fonctions boréliennes bornées sur Q [resp.
sur  Q 13

c(Q) [resp. C(Qn) ] 1'ensemble des fonctions continues, & supports compacts sur
Q [resp. sur Q, 13

5(Q) [resp. S(Qn) ] 1'ensemble des fonctions boréliennes bornées et dénombra=

blement étagées sur ( [resp. sur Q Ja
On désigne par :

U [resp. Uh ] 1a topologie de la convergence uniforme sur G(Q) [resp. sur
sQ) 1;
v [resp. T ] 1a topologie sur &(Q) [resp. E(Qn) ] associée & la structure

uniforme dont les voisinages de llorigine admettent une base de la forme

WK={fe8(Q): [flg1, £=0 sur K}}

K compact de Q

[resp. {Y;{l = {f € 8(@11) H [f]\< 1 ’ f =0 sur K}}K compact de Qn ] .
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Pour tout entier n , on définit une application fz de &(Q) dans S(Qn) y 6n
agsociant & toute fonction o de 8(Q) la fonction fi(w) =y ° fn de S(Qn) .

Ltapplication fz : &(0) -e-S(Qn) est une application linéaire.

Comme [w] > [o o fn] (ou les crochets désignent la norme uniforme), on peut dé-
duire que fz est une application continue de 5(Q) , muni de la topologie U ,

dans G(Qn) , muni de la topologie Un .

Si l'on note U' 1la topologie sur £() , limite projective des topologies ﬁh

par les applications fz , on peut déduire que U est plus fine que ur .

Pour tout compact K de Qn

limite inductive des topologies des Qn « Si ¢ est une gpplication de &(Q) vé-
. - r * . N >
rifiant [o]< 1 et Q/fn(k) =0 , alors fn(m) =© o f appartient & &(Qn) , et

y fn(K) est un compact de Q muni de la topologie

0 . Ceci stécrit

il

vérifie [fi(0)]g 1 ot £ (0)/K
f:[yfn(K)] C YII{l .

Par suite, f: est une application continue de 8(9) , muni de la topologie T ,

dans &(Qn) , muni de la topologie Ty °

Si 1ton note T' la topologie sur 5(q) s limite projective des topologies T

par les applications f; , on peut conclure que T est plus fine que T!
On peut définir une application o de 4(Q) dans B, en associant & toute

fonction o de 5(0) 1'é1ément Uo(m) = U, (0 o fn) . La condition imposée aux
0

by ¢
(agp) == (To ct(), uno(c.op ° £ = u,po(aop))

entraine que la définition de T dépend pas de l'entier n . L'application ko
est de plus lindaire. On peut donc lui faire correspondre une mesure vectorielle |y

sur les boréliens de la tribu B de Q , & valeurs dans E

Pour montrer que | est une mesure de Radon de norme 1 , il suffit de montrer,
d'apreés la proposition 2.1.3.2, que o est continue pour les topologies T et

U,y et de norme 1 .

Comme W =W, © £ pour tout entier n , et comme les £’ sont continues de
0 n n ’ n

Q) , muni de U [resp. de T J, dans é(Qn) , muni de U [resp. de T 1y et

les W
%o
sulte que g est une application continue de &(Q) , muni de U [resp. de T J,

sont continues de S(Qn) , muni de Uh [resp. de T, ]y, dans B, il ré-

dans B ; et, par suite, M est une mesure de Radon.
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De 11égalité = o f on deduit gue La norme de est inferieure ou
g 0~ Mn n? { Ko

0
égale a celle de Wy s clest~a-dire inférieure ou égale & 1 . Comme la norme de
0
& e by . - o . € O . . .
by est égale & 1 , il existe une suite <Kn)n§E de compacts de Qs disjoints,

et vérifiant
2ol @) =1 .
ney %

Les ensembles fn(Kn) sont alors des compacts de Q , et p vérifie @

2ol &)W =1 .

nel

Par conséquent, la norme de y est bien supérieure ou égale & 1 .

PROPOSITION 2.3.5. = Soit I wun ensemble préordonné, filtrant & droite, admet-

tant une partie cofinale dénombrable. On considére un systéme projectif

({x.3.

shier 0+ igding) o

ou les Xi sont des espaces topologiques séparés & bases dénombrables, et les fij

des applications continues de Xi dans Xj y pour i > J « On suppose que les fij

sont surjectives.

Soit X 1la limite projective des Xi s X est lui aussi séparé. On note fi

les projections de X dans les Xi .

On désigne par E un espace de Fréchet sur R ou C , et par l.l| 1la métrique
D ~...—~,.———&—HH.__._____§..__

sur B .

On se donne, sur chague Xi y une mesure de Radon My oo vectorielle de nome 1 ,

ces mesures vérifiant

@238 = Gy=12,0)) -

Pour tout i de I, Ky prend ses valeurs dans E .

Pour qu'il existe une mesure de Radon W sur la limite projective X , & valeurs

dens B , vérifiant :

Vier, pui=fi(p,) ,

il faut et il suffit que, pour tout i de I, My soit continue pour la topolo—

gie image réciproque de la topologie T sur &(X) par 1'application fi de
8(Xi) dans &(X) , définie par :

Y e S(Xi) — f;(co) =0Q e fi ’

et que cette continuité soit uniforme par rapport & i €1 .
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Remarque. = La topologie T étant la topologie sur o, dont une base de vol-—
sinages de l'origine est constituée par les Yk (x compact),
ve={oeeX) s [0, =0 sur K} ,
la condition @

(ui continue pour la topologie image réciproque par fi de T)

est équivalente & :

(ye>0, 3K compact de X

(CD e é5(}(1) ’ [(Pjs 1, 9e Yf. (K)) => (H?hi(@)u < 8)) ’

ce qui est encore équivalent & :
(te>0, 3K compact de X @ Vier, ¥ B, borédlien de Xi) :

(B, e X, ~ £,(8)) == (lug (Bl <¢) »

On obtient alors une condition analogue 2 celle du théoréme de Prokhorov, dans le

cas de mesures 3 valeurs réelles et positives.

Démonstration. = Les diagrammes sont schématisés comme suit

f, ..
X = X, = > X,
i TN J
* 2 web(X.,)
f (CP)=CPof- J
J J
v
R “2
injection 2%
5(X) et &, (X) < = 5(%,)
At
f,
i

On note El(X) 1'ensemble des fonctions f de X damns R , boréliennes, bor-
nées, dénombrablement étagdes, & étages contenus dans des compacts, telles qu'il
existe un indice i de I , et une fonction o, de E(Xi) s pour lesquels ¢

9 ) o

£
f=fi(i

Comme I est filtrant croissant, &l(X) est un sous-espace vectoriel de EKX) N
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Si f appartient & 61(X) , on considdre le sous—ensemble {ui(mi)} de E,
pour tous les indices 1 et les fonctions wi de é(Xi) vérifiant ¢ f = fi(@a) .

Si @, vérifie : f = f"i*(cpi) , pour tout indice k > i , l'application

. '\_ > ’ . . - — * . . 1 4 .
appartient & é(Xk) , et vérifie : f = fk(@k) e Oi les fi s X ~9-Xi n'étaient
pas surjectives, il pourrait exister plusieurs fonctions de S(Xi) dont 1'image

par f; soit égale & f . Les hypoth®ses imposées ici & I et aux fij entrat-

nent la surjectivité des fi ot, par suite, l'injectivité des fi « I1 en résulte

que 1l'ensemble {ui(mi)} est réduit & un point, qu'on note pl(f) .

On a ainsi défini une application By de &1(X) dans E , dont on peut vérifier

qu'elle est linéaire.

-~ S'il existe une mesure de Radon p sur X vérifiant, pour tout i de I :

Wy = fi(u) , alors u peut aussi 8tre considérée comme une application linéaire de
&(X) dans E , continue pouf les topologies U ot T o I1 est édvident que

prolonge Byoe

Par conséquent, les applications doivent 8tre continues pour les images ré-
q 9 PP p‘i k

. 3 . . . .
ciproques de T par les fi . La condition est donc bien nécessaire.

- Réciproquement, si 1'on suppose que, pour tout i de 1, by est continue
pour la topologie image réciproque par fi de T 4 on peut démontrer que My ad=
met une extension u a £(X) , et que, de plus, p est continue pour les topolo-

gies U et T sur 5(X) 3 clest-a~dire une mesure de Radon.

Si B est un borélien de X , contenu dans un compact K , fi(B) est un sous-
ensemble de Xi , contenu dans le compact fi(K) de Xi e« Coome B est Xeanaly-
tique dans K , son image continue fi(B) est analytique pour le pavage de fi(K) ’
constitué par les compacts de fi(K) dans X, o En effet, on utilise le résultat
général ¢+ Si E est un espace topologique compact, et X le pavage de E consti-
tué par les compacts, si F est un espace topologique séparé & base dénombrable,
et 5 1le pavage de F constitué par les fermés, 1l'image par une application con=
tinue d'un ensemble de &(X) appartient & A(5) . On peut en déduire que fi(B)

est mesurable pour la mesure ui/fi(K) , restriction de p, 2 fi(K) « Par consé-

quent, fi(B) est mesurable pour la mesure Wy oo

Comme p; est continue pour la topologie (fi)—l (1) y on a

¥7>0, 3K oompact de X , contenu dans B : |l [£,(B)] - ule,®) Y <1 .
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Comme ui[fi(B)] ne dépend pas de i (& cause de la projectivité des mesures), ou
définit w(B) par :
u(8) = L2, ()]

Si B est un borélien quelconque de X , pour tout € , réel positif, on sait

qu'il existe un compact Ke de X , vérifient :

Viel, VB borélien contenu dans X, N £,(K) , oy Lg, B <€ o

mn

Par suite, on considére le borélien B, =Bn Ke . Le borélien Bs est contenu

dans le compact Ke ; par suite, on peut définir M(Bg) .

Le filtre sur E , défini par {M(Be)} lorsque € tend vers O , est un filtre

de Cauchy, il admet donc une limite, que 1l'on note M(B) .

On a donc défini une application W de la tribu engendrée par les fermés de X
dans E . Par limites, on vérifie que j est une mesure sur la tribu borélienne,
qu'elle est finie, et de norme 1 . La mesure | se prolonge en une application

linéaire, que l'on note encore K, , de 5(X) dans E .

Comme W est une mesure borélienne de norme 1 , l'application est continue de

8(X) , muni de la topologie U de la convergence uniforme, dans E .

De plus, chaque By est supposée continue pour la topologie image réciproque de
T par fﬁ , par suite, pour tout € 1réel positif, il existe un compact X de X,
vérifiant : Pour tout ensemble Ai ’ ui-mesurable, et tel que A.i n fi(K) = ¢ y ON

lug (&)1 < e/2

Si B est un borélien de X , alors, pour tout i , fi(B NK) est mesurable
dans Xi ; on peut donc conclure que, pour tout réel positif (strictement) e , i1

existe un compact H contenu dans B n K , tel que

@) -u@®)) <e .

La mesure u est intérieurement régulidre, elle est donc une mesure de Radon.

{r..}...)

i€l 7 "7ij
fini comme dans la proposition 2.3.5, et on conserve les mémes notations.

PROPOSITION 2.3.6. = On considdre un systéme projectif ({Xi}

’
-
o—

izJ

On n'impose plus la complétion de I , mais on suppose I compldétement réticulé.

Si les mesures My sont des mesures de Radon positives, alors on obtient la méme

condition nécessaire et suffisante :
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Pour qu'il existe une mesure de Radon y sur la limite projective X , a valeurs

dans L , vérifient

ViEI’ p‘i=fi(p‘) ’

il faut et il suffit que, pour tout i , la mesure My soit continue pour la topo-
2

logie image réciproque de T par fi

Démonstration. — Comme précédemment, il est évident que cette condition est né-

cessaire ; il suffit donc de démontrer qu'elle est suffisante.

Pour tout compact K de X , on définit u(K) par ¢ p(K) = ui[fi(K)]‘; cette
valeur ne dépend pas de i , A cause de la condition de projectivité vérifiée par

les pai .

Si B est un borélien de X , contenu dans un compact K , le sous—ensemble de
B
{ui[fi(H)] : H compact contenu dans B}

est un sous-ensemble majoré par ui[fi(K)] , i1 admet donc une borne supérieure, et

celle-ci ne dépend que de B 3 on la note u(B) .

Si B est un borélien quelconque de X , pour tout réel € positif, on définit
le conmpact Ke comme précédemment, et le borélien B, =Bn K€ e B, estun boré-

lien contenu dans un compact, on peut donc définir u(Be) .
Le sous-~ensemble de E ¢
{u(Be) + ey ¢ € vdel positif, y &ldment positif de E vérifiant |y|| = 1}

est un sous~ensemble de E minoré par O et non vide, il admet donc unc borne in-

férieure qui ne dépend que de B , et que 1'on note w(B) .

On vérifie alors que M est une mesure positive sur X , cl'est-d=-dire une appli-
cation dénombrablement additive de la tribu borélienne de X dans le c8ne des é1é=-
ments positifs de E . De plus, u est intérieurement réguliére, elle est donc une

mesure de Radon.
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