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Séminaire CHOQUET B10-01
(Initiation 2 1'Analyse)
7e annde, 1967/68, n° B.10 25 avril et 2 mai 1968

/ AS
L'INTEGRATION PAR RAPPORT A UNE MESURE DE RADON VECTORIELLE

par Erik THOMAS

0. Introduction.

Le but de cet exposé est d'introduire 1l'espace ﬁl(p) des fonctions intégrables
par rapport & une mesure de Radon vectorielle u , et de démontrer des théorémes
justifiant cette notion (1). On se borne ici & considérer des mesures a valeurs
dans un espace localement convexe séparé, qui sera d'ailleurs un espace de Banach,
sauf au paragraphe 7. L'outil essentiel est la semi-variation p° de la mesure y ,
une notion qui généralise 1'intégrale supérieure essentielle de BOURBAKI [2] et la
semi~variation de BARTLE, DUNFORD et SCHWARTZ [1], [3] (Iv-10).

Notations et conventions. - Pour la théorie de 1'intégration par rapport & une

mesure scalaire, nous suivens BOURBAKI [2].

Cependant, nous écrirons "intégrable! au lieu de "essentiellement intégrable",
'mégligeable™ au lieu de "localement négligeable" et eP  au lieu de Ei (2).
T étant un espace localement compact, ¥ = X(T) désigne 1'espace des fonctions
réelles, continues, & support compact dans T , et CO(T) désigne 1l'espace des
fonctions continues tendant vers zéro a 1'infini. Sauf mention du contraire, on
entendra par fonction une fonction réelle et par fonction positive une fonction a
valeurs dans 1'intervalle (0 , +®) . ol désigne l'ensemble des fonctions posi-
tives semi-continues inférieurement. W étant une mesure & valeurs dans l'espace
localement convexe sur R , B, et x' étant une forme linéaire continue sur E ,

on notera Mot la mesure réelle x' © y obtenue en composant p avec x' .

Lorsque E est un espace normé, la norme d'un élément x de E (resp. x' de

E' ) sera notée lxl (resp. lx'l ).

Rappelons qu'une mesure de Radon sur T a valeurs dans E est une application
lindaire continue de X(T) dans E . Lorsque E est un espace normé, la continui-

té signifie qu'a tout compact K © T , on peut associer une constante M, telle

K
que [p(@)| < MKHQHW pour tout ¢ € ¥ & support dans X .

(1) Pour un résumé des résultats essentiels, voir [87], [9], [10].

(2) Suivant la suggestion de L. SCHWARTZ, nous appellerons au besoin strictement
intégrables les fonctions intégrables au sens de BOURBAKI.
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1. Définition de 1'espace £H(u) .
L e P WV Y A e e Ve N Vo VLWL ) .

4
DEFINITION 1.1. - Etant donndes une mesure de Radon i, & valeurs dans un espace

normé et une fonction positive f , nous définirons p'(f) comme suit

- Lorsque f est semi-continue inférieurement

w(f) = sup (o) o o e k(1) .
lo|<f

- Lorsque f est & support compact

w(f) = inf u'(g)  ou geat .
f<g

- Lorsque f est positive arbitraire

' (f) = sup p'(n) ol h est & support compact.
Oshgt

L'application W' : f => u°(f) s'appelle la semi-variation de w . A &tant une
partie de T , on notera po(a) = u’(xA) » Xy désignant la fonction caractéristi-
que de A . Lorsque p'(A) =0, ondira que A est p-négligeable et on utilisera

1'expression " y-presque-partout" (abrégde : ¥ D. p.) de manidre correspondante.

I1 est facile de voir que la définition ci-dessus est cohérente. Notamment,

(1.2) () = sup w(o) pour fe 3% |
€E€X
Lorsque u est une mesure positive, ®° n'est autre que 1'intégrale supérieure
essentielle de BOURBAKI [ 2], et lorsque p  est une mesure réelle, u° est 1'inté-
grale supérieure essentielle de la mesure positive !pl . En effet, on a alors pour
+
feg :

(£) ,

p(f) = sup u(o)l = sup sup |u(o)| = sup Jul(y) = lu
ol<t Oyt folsy Oyt

ou ¢ et | sont des fonctions de % .

PROPOSITION 1.3.

(a) p' est croissante et (f.) étant une famille filtrante croissante de

i‘i€l
fonctions positives semi-continues inférieurement de borne supérieure f , on a

pi(f) = sup wo(£;) .

(v) B°  est positivement homogdne et dénombrablement sous—additive.

(c) La relation p'(f) =0 éguivaut a f(t) =0 M P. P., €F p'(f) <+ en=-
trafne f(t) < += b Pe D.
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Les vérifications de ces propriétés ne présentent aucune difficulté, Pour le se-

cond point de (a), on peut, par exemple, se ramener au cas de mesures positives

grice au lemme suivant :

LEMME 1.4. - Pour f € st , Oon a

510 = o 1)

x' |t
Démonstration.
w(f) = sup lw(p)l = sup  sup lu (o] = suT sup |u (o) = suT b)) -
ol<f lol<t |x'l<1 Ixt]<t lolst |x <1

Soit alors 5°(u) 1'ensemble des fonctions réelles f telles que p'([f]) <+« .
I1 résulte des propriétés de W° énoncées ci-dessus que %*(w) est un sous-espace

vectoriel de E? et que l'application f —=» u°(|f|) est une semi-norme sur 5'(u).

LEMME 1.5. = L'espace X(T) est contenu dans 5'(9) , 1'injection étant continue.

En effet, w &étant un ouvert relativement compact, il résulte de la continuité
de & Que p'(w) = sTp lu(@)i est fini. Pour une fonction ¢ € X & support dans
ik
W

W, on a

e el) < (@lel, -

/
DEFINITION 1.6. - L'espace El(p) des fonctions w-intégrables est par défini-
tion 1'adhérence de ¥(t) dans 1'espace 5'(u) . Autrement dit, ﬁl(p) est 1'en-

semble des fonctions réelles f avec la propriété suivante :

°

Quel que soit ¢ >0 , il existe @ € X telle que we(le - @l) <eg.

Alors, si f est une fonction telle quepour tout e >0 , il existe g€ El(p)
telle que p°(|f - gl) <e, f appartient aussi & ﬁl(p) . Notamment, toute fonc-
tion égale u~-presque-partout & une fonction de El = El(p) appartient aussi a
El . La relation p'(lf - g]) = 0 équivaut a f(t) = g(t) p—-presque-partout, de
sorte que 1l'espace séparé associé a El(p) , noté Ll(p) , est un espace de classes

de fonctions égales p-presque-partout.

PROPOSITION 1.7.
(a) el implique |£] , 7, el .

(b) fe El s U1 continue bornée, implique f € El .
¥ ]

(¢) fe 81 , £ 20 implique inf(a , f) e 21 pour tout nombre o 20 .




B10-04

Cela résulte des inégalités :

w el = JolD) < p(lf = 9l)  oex
w e = gol) < u (e = oD, et oy € X

w'(linf(a , £) = infla , 0)]) < p (If - o) ou ek,

valables en vertu de la croissance de p° .

THEOREME 1.8. -=  étant une mesure & valeurs dans un espace normé, l'espace

El(p) est complet.

Démonstration. - I1 suffit de montrer que 5°(w) est complet, ou ce qui revient

au méme, que dans 3'(p) toute série normalement convergente est convergente. Soit

donc (f ) : une suite de fonctions réelles telles que ,Z u'(lf |) < +» , Soit
g = Z;lf | o wi(e) < u (|f |) < +o donc g(t) < +o u p. P Soit f une
fonctlon réelle telle que f(t) —4% fn(t) W p. p. Alors E(t)- .Z f. CQ| Z:If.(t)l
¢ Ps pe de sorte que u'(lf - ;Z fil) > W (If |) s Ce qui Q;oave que f appar-
tient & F°(u) et que f =2 ;;1. o

n

Remarque. - I1 resulte de la démonstration que de toute suite convergente vers f
dans 1l'espace $° , on peut extraire une sous-suite convergent vers f presque~
partout. Définisscas maintenant 1'intégrale d'une fonction de ﬁl . I1 résulte immé-

diatement de la définition de y° qu'on a

(1.9) Iu(w)l < u'(l@l) pour tout ¢ € ¥ .

La mesure y est donc continue pour la topologie induite dans X par El(p) .
Dans la suite nous supposerons (sauf au paragraphe 7) que E est un espace normé

complet.

V4
DEFINITION 1.10. - L'intégrale, par rapport & u , d'une fonction f € ﬁl(p,)

est par définition la valeur en f du prolongement continu de w 2 ﬁl(u)

L'intégrale est donc un élément de l'espace E qui sera noté f fdu ou p(f)

On a évidemment 1'inégalité
lf £ oau] <wo(lg]) pour tout f € El(p) .

4
THEOREME 1.11. - Soient b et v deux mesures & valeurs dans des espaces de

Banach et supposons que W° < v° . Alors, El(v) est contenu dans El(u) , 1'in-

jection étant continue. Notamment,
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(a) S'il existe une mesure positive v telle que lu(c)l < v(l l) pour tout
p 8y out -oud

@€KX , c'est-d-dire si u est & variation localement bornée (majorable au sens
de Bourbaki), on a By et El(v) -S> El(p) .

(b) Si u est une application linéaire continue de E dans un espace de Banach

et si v=uo w,ona v g HWHM. d'ou ﬁl(u) =N ﬁl(v) et par conséquent

fdv=u j f dy pour tout f appartenant a El(p) . BEn particulier, si x' est

une forme linéaire continue sur E , on a ﬁl(u) -E> El(px,) (ux' = x'o u) et
(1.12) (f du , x') = J s ST

La démonstration de ces faits est évidente. Il suit de la dernidre partie du théo-
reme que toute fonction p-intégrable est scalairement p-intégrable (clest-d-dire
intégrable pour chaque mesure Wt (cf. introduction)) et que 1'intégrale définie

ci-dessus coincide gvec 1'intégrale de f au sens de Bourbaki.

Dans la suite, f étant une fonction scalairement p-intégrable, nous noterons
encore, avec BOURBAKI, f du la forme lindaire sur E' définie par la formule

1.12 ci-dessus.

1
I1 résulte du théoréme 1.11 qu'en tant qu'espace vectoriel topologique, £ (p)
ne dépend pas de la norme de E , mais seulement de la topologie, deux normes équi-

valentes définissant des semi-variations équivalentes.

PROPOSITION. - Pour tout f e £X(4) , on a

(1.13) w(It]) = sup  Ju_, [°CIF])
lx'ﬁ)sl x

(1.14) w'(|£]) = sup II of du| .
o<l
QPGK

Démonstration. - Comme u’, < IX'Ip. (1.11), ona su u’.(lfi) < “'(lfl) .
* PP

Le membre de gauche de cette inégalité est donc, comme fonction de f , une semi-
norme continue sur El(p) , mais d'aprés le lemme 1.4, cette semi-norme coincide
avec la semi-norme f -> u°(|f|) sur ce sous-espace X . Ce dernier étant dense,
il y a cofincidence partout sur ﬁl(u) . La seconde relation résulte de la premidre,
car on sait que

w20 =l dCleD) = sup 1o ap | .

imlsl

ek
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de sorte que

wleD) = eup sup [ gr ol = sup  sup ot au, w0l
Ixt <t Jolgt lol<t x|t
©&X peX
= sup II of dpl .
i1
wEX

EXEMPLES 1.14.

(a) Mesures & valeurs dans un espace de dimension finie : Soit E un espace nor-

mé de dimension finie sur R et soit (ei)i— une base de E (avec leil =1)

Une mesure de Radon u & valeurs dans E s'éerit alors ulg) = 5 “i(w)ei y Ou
i=

Wy = ei ° W (ei)i=1-n étant la base duale. Alors

(o) < >.1 oy (0)] < zl oy o)

Par conséquent, y est & variation localement bornde et y &tant la variation de

" (i. €. la plus petite mesure positive v telle que Iu(@)| < v(l@') ), on a

v €
i=1

te que yv° <

pil . D'autre part, comme ., =e!o y , on a p; < |ei|u' (1.11) de sor-

i i
pi S-% w' , avec 1. > le£| s et que finalement on ait les iné-
1 i=1
galités cov® < p® < v’ . Il en résulte que ﬁl(p) = f}(v) y W' définissant une

H-
T M

semi-norme équivalente & la semi-norme f => .| lfl dv = v'(lfl) habituelle sur
1
53(\)) .

(b) Soit v une mesure positive de support T , soit u 1'injection naturelle
de X(r) dans Lp(v) « Alors pour 1 p< +o® , Sl(u) = Qp(v) et pour p =+
el(u) = cy(n) .

En effet, on voit facilement que, pour £ 20 , ona u°(f) = v.(fp)l/p lorsque

1< p<+o et H’(f) = sup f(t) s POUT p = + o ,
ter
(e¢) Plus généralement, soit N une fonction & valeurs dans B+ , sous=-additive

positivement homogéne et croissante sur K+ . Le prolongement de N & X défini-

par N(o) = N(|p|) est slors une semi-norme continue sur % . Soit E 1'espace
de Banach associé a cette semi-norme. Soit |, 1'application canonique de ¥ dans

E . Alors y est une mesure vectorielle et pour @ € 3+ ’ M'(¢) = N(@) .

Nous dounnerons d'autres exemples dans la suite (4.6, 6.7, T.6).
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2. Fonctions p-mesurables.

/
DEFINITION 2.1. - Etant données une mesure de Radon w sur T & valeurs dans

un espace normé et une application f de T dans un espace topologique, nous di=-

rons que f est y-mesurable lorsque, pour tout compact K < T et tout ¢ >0 ’

il existe un compact K1 < K, avec M'(K - Kl) < e, telle que la restriction de

f a K1 soit continue,

L'ensemble des fonctions numériques p-mesurables est évidemment stable par les

opérations algébriques usuelles ; toute fonction continue est p=mesurable et il
peut arriver que seules les fonctions continues le soient (dans 1'exemple 1.14(b)

avec p=+o ,ona w(4) <1 pour A =g seulement).

Si V" < u” toute fonction p-mesurable est aussi v-mesurable. En particulier,
toute fonction y-mesurable est px,-mesurable quel que soit x' € E' , mais la
réciproque de cela n'est pas en général exacte, comme le montre 1'exemple mentionné.
Au paragraphe 4, on définira les mesures pour lesquelles les fonctions scalairement
p-mesurables sont p-mesurables. I1 s'ensuit aussi que la notion de fonction W=

mesurable ne dépend pas de la norme de E , mais seulement de sa topologie.

On aura besoin du lemme suivant dont la démonstration ne présente aucune diffi-

culté.

LEMME 2.2. = On a les relations suivantes :

Pour O ensemble ouvert u°(0) = sup  w'(X) .
‘ K<0
X compact
Pour A relativement compact u°(4) = ing we(0) .
[l
0 ouvert
Enfin pour un ensemble A quelconque u'(A) = sup p’(A nK) .
X compact

PROPOSITION 2.3. - Soient f wune fonction p-mesurable et g une fonction

égale & f p-presque-partout. Alors g est p-mesurable.

Démonstration. - Soit A = {t : f(t) # g(t)} . Soit XK un compact et ¢ un
nombre >0 . u°(An K)
ouvert, contenant A n K , telle que u'(w) < ¢/2 . Soit K, <X telle que
we(x - Kl) < gf2 et que f/K1 s0it continue. Alors si K, =K n(w, on a

K - K2 c (K - Kl) U w de sorte que p'(K - K2) < g et que g/K2 = f/K2 est

0 , donc d'apres le lemme ci-dessus, il existe

continue.,
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PROPOSITION 2.4. - Toute fonction w-intégrable est w=mesurable.

Démonstration., - Soit f € 81( ) . Il existe une suite (0.) d'éléments de X
B Pn’nen

- 1 N . .
telle que f =.% P, dans £ et telle que é nw (|¢n|) <+ o , Soit

n(t) = 2 nlg (¢)|
neN

h étant semi-continue inférieurement, 1'ensemble Oa ={t : h(t) >a} est ouvert.

Comme p'(h) < 2 nu’(
neN

@n]) <+ o , et que X0 <lh,ona, &>0 d&tant donnée,
a a

<€ pour a assez grand .
Pour t dans le complémentaire de Oa , On a
n 2 o (8)] < 2 ilo,(t)] < n(t) g
i>n i>n

de sorte que .Z ]@i(t)l converge uniformément dans COa « 81 g est la fonction
telle que g(t = géN @n(t) partout ol la série converge absolument et g(t) =0
ailleurs, g est continue sur COa y quel que soit a , et a fortiori g est B
mesurable, Par ailleurs g = Z:Qn dans 1l'espace f} (voir 1.8) de sorte que

f£(t) = g(t) p-presque-partout. f est donc p-mesurable d'apres 2,3.

/ \
THEOREME 2.5. - Soit f une fonction p-mesurable telle que |f(t)]| < g(t)

p-presque-partout, g éEtant une fonction p-intégrable. Alors f est p-intégrable.

La démonstration basée essentiellement sur le théordme d'Urysohn, fait intervenir

les quatre lemmes suivants :

LEMME 2.6. - Soit f wune fonction positive coincidant u-presque-partout avec

une fonction de £1{u) . Alors  lim g'(xA f) =0 .
w(4)-0

En effet, on peut supposer f € El(p) (c'est-d-dire partout fini)
p,'(xA f) g u'(xA If - o) + u'(XAICPl)

<ellr = ol) + o, wi(a) .

e >0 étant donnée, on peut choisir @& ¥ telle que p'(lf - @f) < ¢/2 puis
we(a) < 5/2qu“30 entratne que M‘(XA f) soit inférieure & ¢ .

LEMME 2.7. - Soit  wune fonction positive coincidant p-presque-partout avec

une fonction de £°(u) . Alors 1lim “.(XCK £f) = 0, la limite étant prise suivant
X

l'ensemble filtrant croissant des parties compactes de T .,
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Bn effet, on peut supposer f e'ﬁl .
W lxog £) < w (It - ol) + “.(XCK,‘@‘)"

€ >0 étant donnée, soit ¢ € X telle que p'(lf - @I) < g . Alors pour K 2suapp o,
“.(XCK f)<e.

LEMHE 2.8. - Soit g une fonction de ﬁl(p) . Alors, il existe une fonction

nest telle que |g(t)| < h(t) w p. p. et telle que h coincide u p. p. avec

une fonction de £ (H)

Démonstration. = Soit (¢ ) une suite de fonctions continues & support com-—

n€N
pactes telle que Z M (l@ |) < +x et que g = Z P, dans ﬁl . Alors h =2 ‘wnl
n

convient. (Voir 1. 8. )

LEMME 2.9. - Soient h € 5t , K un compact, et f une fonction définie et

continue sur K telle que O g f(t) < h(t) pour tout t € K . Alors, € >0

étant donnée, il existe une fonction ¢ € ¥ telle que 0 <@ <h et telle que

£(t) - ¢ < @(t) < £(t) pour tout t € K ( ¢ est un prolongement continu de f

a e preés, en dessous de h ).

Démonstration. = h est la borne supérieure de la famille filtrante croissante

(cpi)ieI des fonctions de K+ inférieures & h . Soit ¢ un prolongement continu
positif arbitraire de f & T ( X étant fermé dans le compactifié d!'Alexandroff
de T , on applique le théordme d'Urysohn au compactifié de T lequel est un es=-
pace normal). Soit wi = inf(w ’ @i) . Alorg pour t € K , W(t) est la borne su-
périeure de la famille filtrante croissante {wi(t)}iEI , et d'aprées le lemme de
Dini, la convergence de y; vers est uniforme sur K . Il existe donc ¥

tel que (%) - ¢ €~¢i(t) < ¢(t) = £(¢) pour tout t e K . Alors o = §; convient.

Démonstration du théoréme 2.5. - Soit f wune fonction y-mesurable telle que

l£(t)] < g(t) w p. p. o g est p-intégrable. 7 et £~ sont encore ~me Su-
rables donc on peut se ramener au cas ou f > 0 , et d'aprds la proposition 2.3 et
la remarque aprés la définition 1.5, on peut supposer que l'on a O < £(t) < g(t)
partout. Grice au lemme 2.8, on peut de plus remplacer g par une fonction de st
coincidant y-presque-partout avec une fonction intégrable, ce que nous ferons.

Soit € > 0 . D'aprés le lemme 2.7, il existe un compact K tel que p'(xCK g) <e .

Soit K1 c K un compact tel que f/K1 soit continue et que u.(xKFK g) < ¢
1

(lemme 2.6). Soit © une fonction de ¥ telle que O <@ < g et que
f(t) - e/@ (K ) @(t) f(t) pour tout t € K1 (lemme 2.9). Alors
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e - ol) <utlaeg 12 -0 + p,'(xK_K1 £ - ol) +p.’(xK1 £ - ol)
<ty 8 + &&'(XK_Kl g) + u’(xK1 £ - ol)

<2 +2 +€ =5 |,

ce qui prouve que f appartient & El(u) .

Remarque. - On pourrait espérer que tout fonction p-mesurable f telle que
p’(lf]) < + o appartienne & ﬁl . I1 n'en est rien en général (voir la remarque
aprés 5.1), mais on montrera plus loin (6.6) que c'est exact lorsque E est par

exemple faiblement séquentiellement complet.

Dans la suite de cet article, on examinera des mesures de Radon qui méritent plus
amplement le nom "mesure”, en ce qu'elles sont assocides & des fonctions dénombra-
blement additives d'ensemble. On verra que ces mesures, appelées '"prolongeables"
se comportent a beaucoup d'égards comme des mesures scalaires, notamment parce que
les fonctions boréliennes sont mesurables pour ces mesures. Le paragraphe suivant

concerne d'abord les mesures bornées et leurs propriétés de compacité.

3. Mesures bornédes.

Nous dirons qu'une mesure de Radon est bornée quand elle est continue pour la
topologie de la convergence uniforme. Une mesure de Radon & valeurs dans un espace

normé est donc bornée quand il existe une constante M telle que

h,\.(cp)| < MH@HOO pour tout @€ X .
I1 revient au mdme que u°(7) soit fini. Lorsque p est bornde, C, est contenu
dans gl(p) et le prolongement continu de u & G, coincide avec 1l'intégrale.

0
On regardera toujours une mesure bornée comme une application linéaire continue

définie sur CO + Ainsi on dira qu'une mesure bornée est faiblement compacte quand

elle transforme la boule unité de GO en ensemble relativement faiblement compact.

/7 \
THEOREME 3.1. = 30it W une mesure bornée & valeurs dans un espace de Banach E .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Toute fonction borélienne bornéde appartient & El(p) .

(v) Pour toute fonction borélienne bornée f on a J fdue E 3).

(v") Pour tout ouvert ® , on a Iw dy€ B .

(3) L'intégrale est prise ici, a priori, au sens faible de Bourbaki.
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(¢) w est faiblement compact (i. e. p transforme la boule unité de CO en

ensemble relativement faiblement compact).

Démonstration., - Les implications (a) ==> (b) ==> (b!') sont triviales. Il

est bien comnu que (c¢) équivaut a :

(4) L'ensemble {ux’}lx'|<1 est oM , i') relativement compact dans 1'espace
~N

M ==66 (i. e. la transposée de W est faiblement compacte) .

Montrons que (b!') implique (d) et que (d) implique (a). Pour la premidre, nous

employons le critdre suivant de Grothendieck ([4], p. 147) : Soit He M =C! un

0
ensemble borné. Pour que H soit relativement compact pour la topologie o(M , M)

il faut et il suffit que pour toute suite (mn) d'ouverts deux a deux disjoints

neN
on ait 1lim a(mn) = 0 uniformément par rapport & o € H (4).

N0
I1 suffit donc ici de montrer que lorsque n tend vers 1l'infini I dpx, tend
“n
vers zéro uniformément par rapport a x' avec Ix'l €1 .0rsi w=U w, » On a
n

doaw,x-2d a,
n

W
n

donc la série Z.f_ dy converge faiblement dans E , mais la méme chose étant
. n n ’, . 7 . A ] N\ ’ by
vraie pour toute sous-série, la série converge méme en norme, d'apreés le théoréme

d'orlicz ([6], p. 281). I1 en résulte que 1lim If du| = lim  sup II dp.x,l =0
n-o ®n n—~o |x'IL1 “n

ce qui prouve donc que (b') implique (d) (5).

Montrons enfin que (d) implique (a). Rappelons que si H € M est relativement
compact pour of(il , 11') (nous dirons faiblement relativement compact), il en est
de m&me de 1l'ensemble des mesures positives {laI}aeH - Soit alors HSM_ un
ansemble faiblement compact contenant les mesures l“x'l avec IX‘I L1 . 80it £
une fonction positive semi-continue inférieurement et bornde (nous noterons 8;
1'ensemble de ces fonctions). Pour tout o € H y On a j fdy= lim_ J ¢ da .

La limite étant prise suivant 1'ensemble filtrant croissant des go ttions @€ X
telles que 0 € ¢ < f . Comme les formes lindaires « -» j fdoy et o -» Jdo do
sont continues sur M muni de la topologie o(M , M') , et que H est compact
pour cette topologie, la limite ci-dessus est uniforme sur H d'aprés le lemme de

Dini, autrement dit 1im sup J(f = ) do = 0 , et & plus forte raison :

O<g<f o€H

(4) Dans le mé&me article de GROPHENDIECK, on trouve aussi la démonstration que
(b') implique (d) (cf. theorem 6, p. 160). L'équivalence (b), (v'), (c) est bien
connue,

(5) La méme méthode permet d'établir un critdre de compacité plus maniable (cf. [11).
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1lim p'(f - Qp) = lim sup I(f - w) dl“x‘! =0
Ot Ogo<t ||t

de sorte que f € El(u) (voir lemme 1.4).
Démonbrons maintenant d'abord 1l'analogue du lemme 1.4 pour les fonctions boré-

liennes bornées :

LEMME. - Sous 1l'hypothése (d) on a pour toute fonction borélienne bornée positive

g

w'(e) = sup . l(e)
x"sl
I1 suffit de montrer que p'(g) est plus petite que le membre de droite. Il est
connu gue
a(g) = lim a(f) ,

gt
+
fes

la limite étant prise suivant 1l'ensemble filtrant décroissant de fonctions semi-
continues inférieurement borndes supérieures & g , et grace au lemme de Dini cette
limite est uniforme par rapport & o€ H . A fortiori, ¢ > 0 étant donnée, il

existe f € 3; avec f > g telle que

qugi(f) < lpx,l(g) + € pour tout x' avec Ix'i <1 .
Alors, on a p'(g) < p'(f) = sup l“x’l(f) < su |px,|(g) +¢ 4, et g >0 étant
x'i<l x'ﬁ)sl

arbitraire, cela démontre le lemme.

Soit g =zlors une fonction borélienne bornée positive et montrons que g appar-

tient & £l(y) . on a

Igda:lim -ffdoz
gt
re3d

la limite étant uniforme par rapport & o € H gréce au lemme de Dini. En appli-
quant le lemme ci-dessus & f - g on obtient donc que

lin w*(f - g) =lin  sup |u,l(f-¢)=0 .
f2g f2g lx’?sl

3y fesy

Comme 8; est contenu dans El(p) d'aprés la premiére partie de la démonstration
on en déduit que g appartient a El(u) . Enfin, toute fonction borélienne bornée
étant différente de deux telles fonctions positives, (a) est démontré, ce qui aché-

ve la démonstration du théoreéme.
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PROPOSITION 3.2. - Soit w une mesure bornée faiblement compacte. Pour qu'une

fonction f , 4 valeurs dans un espace topologique, soit w-mesurable, il faut et

il suffit que f soit pxl-mesurable quel que soit x' € E' , et il suffit déja

que ce soit le cas pour =x!' parcourant un sous-espace F de E' d'indice positif

®).

Démonstration. - Comme Ipx,l' < Ix’lp' la condition est nécessaire m8me sans

hypothése sur | . Pour la réciproque, rappelons le résultat suivant : Soit
HcM = Cé un ensemble borné. Pour que H soit relativement compact pour la topo-

logie o(M , M') il faut et il suffit qu'il existe A\ € M+ telle que

lim lal(A) =0 ( A partie borélienne)
A(4)-e

uniformément par rapport & o € H . Quand il en est ainsi, on peut choisir A de

la forme

A=2 c, Ioznl oh o €H
n
et (cn)na\l estune suite sammable de scalsires positives (voir par exemple [ 3] IV, 9.2 et
tenir compte du fait que M =:66 s'identifie & un sous-espace fermé de l'espace

des mesures sur la tribu borélienne de T )

Supposons alors f px,—mesurable pour tout x' € E' , Alors il existe

A=2c¢c Ip . telle que
n %%

lim  sup |u_,l(A) = 1lim u*(a) =0 .

aa)-o Jxtlgt % A(4)-0

La fonction f est aussi A-mesurable ([2], chapitre 5) donc, T étant donnée,

il existe K compact telle que A(T - K) < T et que f/K soit continue. Pour T
convenable, on aura u‘(T -K) <¢ , et f est donc a fortiori p-mesurable. Lors-
que f est ux,-mesurable pour x' € F ou F est un sous-espace d'indice K >0 ,

on proceéde de la méme manidre en utilisant la relation évidente :
Ku'(w) € su loey 1 () w ouvert.
X
[t
X'eF

Remarque. — On a obtenu un résultat plus précis qui s'énonce : A chaque ¢ >0 ,
il correspond un compact K tel que w°(T - X) < ¢ et f/K continu.

(6) On dira qu'un sous-espace F de E!' est d'indice positif lorsqu'il existe
une constante K > 0 telle que lel < ls?T |<x , ') . La plus grande constante
x'i<1

x'E€F
K s'appelle 1l'indice (ou caractéristique) de F .
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PROPOSITION 3.3, = Soit 1 une mesure bornée faiblement compacte. Pour qu'un

ensemble A soit y-négligeable, il faut et il suffit que A soit ux,-négligea-

ble pour chaque x' € E' , et il suffit déja que ce soit le cas pour x' parcou-

rant un sous-espace d'indice positif.

Démonstration. - La condition est nécessaire sans hypothdse sur y , car

lux,l°(A) < |X'|p'(A) . La condition est suffisante : In effet, d'aprés la proposi=
tion précédente %4 est y-mesurable et comme la fonction 1 appartient & El(u),
Xy appartient a El(u) d'aprds le théoréme 2.5. Lorsque A est px,—négligeable
pour tout x' , on conclut d'aprés 1.13

wi(a) = sup u,l(2) .
PP

Dans le cas général, on conclut d'aprés la relation

L QEADIRS sup o 1 CIED) v fe el(y),
X ISl
x'eF
vraied'abord évidemment pour f € ¥ , puis pour f € El(u% quelconque par conti-
nuité.

Dans la suite de cet exposé, on étudiera des mesures non nécessairement borndes,
mais les mesures bornées interviendront comme auxiliaires. Soient u une mesure de
Radon et w un ouvert. La mesure induite par | dans w est par définition la
restriction de pu a K(w) (espace qu'on identifie a un sous-espace de %x(T) ).
Soit v cette restriction. v est une mesure de Radon sur ® et v'(w) = u'(w)
v est donc bornée si, et seulement si, p’(w) < + » , cn particulier lorsque w
est relativement compact. Soit f une fonction définie sur ® . On notera % ta
fonction égale & f dans w et égale a O dans @ . Pour ¢ € %(w) , on a donc

par définition v(@) = p(@) . Nous aurons besoin du lemme suivant ¢

LEMME 3.4. = Soit w un ouvert. v 1la mesure induite dans w par u . Alors

(a) pour fe3™(w) , Bea™ (1) et vi(£) =u'(?),
H:.(%) ’

(c) 8i f est une fonction & support compact dans w appartenant 3 El(v) ,

(b) pour f > 0 & supvort compact dans  , v°(f)

? appartient & £L(u) et 4 fav=4d Fay .

La vérification de ce lemme ne présente aucune difficulté.
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4, Mesures prolongeables.

Dans la suite de cet exposé, nous considérons presqu'exclusivement une classe de
mesures de Radon, que nous allons définir maintenant, caractérisée par le fait

qu'il y a assez de fonctions intégrables et mesurables.

/
DEFINITION 4.1. - Nous dirons qu'une mesure de Radon est prolongeable lorsque

1'espace El(p) contient toute les fonctions boréliennes bornées a support compact.

/ N\
THEOREME 4.2, = Soit w une mesure de Radon & valeurs dans un espace de Banach

E . Les propriétés suivantes sont équivalentes

oo

(a) Toute fonction borélienne bornée & support compact appartient a ﬁl(u) (i. e.

M est prolongeable).

(b) Pour toute fonction f borélienne bornde & support compact, on a j fdy €BE
. P 2 i
().

(b?) Pour tout compact K , on a IK dy € B .

(¢) L'image par y de toute partie bornée de %¥(T) est faiblement relativement

compacte dans E .

Démonstration. = Pour la démonstration, nous introduisons deux autres conditions

équivalentes :

(b") Pour tout ouvert relativement compact w , on a Iw dy € E .

(d) Pour tout ouvert relativement compact  , la mesure induite par y dans w

est faiblement compacte sur Go(w) .

Les implications (a) => (b) ==> (b') sont triviales.

(b') implique (b") d'aprés la relation ¢ =m - ow , ou @ ot la frontidre de

®w , ow) sont compactes. Alors © dy = = dw - Iaw du € E .

L'équivalence de (¢) et (d) est également évidente, toute partie bornée d'un
Co(m) ( ® ouvert relativement compact) étant continue dans une partie bornée de

%¥(T) et réciproquement.

(b") implique (d) gréce au théordme 3.1. En effet, si v est la mesure induite
?ans un ?uvert relativement compact (Q , on a pour tout sous-ouvert w de QO
7
dv = dy € E .
U)\) wu‘ ()

(7) L'intégrale est prise ici, a priori, au sens faible de Bourbaki.
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Enfin que (d) implique (a) découle facilement du théordme 3.1 et du lemme 3.4.

Cela achéve la démonstration du théordme.

I1 résulte du théoréme 1.11 que toute mesure & variation localement bornée est
prolongeable et le théoréme précédent montre qu'une mesure arbitraire & valeurs
dans un espace réflexif est prolongeable. Au paragraphe & nous caractérisons les
espaces de Banach E avec la propriété que toute mesure & valeurs dans E soit
prolongeable. Il est clair également que toute mesure discréte est prolongeable,
car lorsque T est discret, 1l'ensemble des fonctions boréliennes bornées & support
compact se confond avec ¥ . Une mesure bornde faiblement compacte est prolongeable
mais une mesure bornée prolongeable n'est pas en général faiblement compacte (exem—
ple : L'identité de 00’ discret, est prolongeable et non faiblement compacte). De
fagon précise une mesure bornée est faiblement compacte si, et seulement si, elle

est prolongeable et la fonction 1 appartient a El .

Remarque. — On peut obtenir de meilleurs résultats que 4.2. Par exemple, on peut
montrer que si pour tout G6 compact K , on a YK du € B , la mesure u est pro-

longeable.

4 \
THEOREME 4.3. - Soit u une mesure prolongeable. Pour qu'une application f

soit p-mesurable, il faut et il suffit que f soit px,—mesurable pour tout

x'e E' , et il suffit déja que ce soit le cas pour x' parcourant un sous—espace

d'indice positif de &' .

Démonstration. - La condition est dvidemment nécéssaire. Elle est suffisante :

Soit K un compact, ® un voisinage ouvert relativement compact de K , et v

la mesure induite par u dans @ . v est faiblement compacte sur Co(w) donc
il résulte de 3.2 que la restriction de f & ¢ est vy-mesurable. Donc, ¢ > O
étant donné, il existe K1 < K telle que f/K, soit continue et que v°(K - K1)<s.

Or d'aprés le lemme 3.4, V'(K - Kl) = p'(K - Kl) done f est py-mesurable.

COROLLAIRE. - Pour qu'une mesure de Radon  soit prolongeable, il faut et il

suffit que les fonctions boréliennes soient w-mesurables.

En effet, la condition est suffisante d'aprés le théoréme 2.5 et nécessaire

d'apres le théorime 4.3.

7 N
THEOREME 4.4, — Soit W une mesure prolongeable. Pour qu'un ensemble A soit

p-négligeable, il faut et il suffit que A soit px,-négligeable pour tout x'e B!

et il suffit déja que ce soit le cas pour x! arcourant un sous-espace d'indice
J P

positif de E' .
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Démonstration., — La condition est toujours nécessaire. Pour la réciproque, on se

ramdne encore aux mesures bornées faiblement compactes (proposition 3.3) & 1'aide
du lemme 2.2 : A est py-négligeable si A€ K est p-négligeable quel que. soit
le compact X .

Les théorémes 4.3 et 4.4 caractérisent les fonctions p-mesurables (resp. u-
négligeables) en termes de fonctions scal airement p-mesurables (resp. scalairement
w-négligeables). Voici un théordme caractérisant les fonctions p-intégrables en

termes de fonctions scalaireument p-intégrables.

/
THEOREME 4.5. = Soit y une mesure prolongeable. Pour qu'une fonction f appar-

tienne & El(u) y 11 faut et il suffit que f soit px,—intégrable pour tout

x!' € E' et que pour tout ouvert w on ait o f due E (8).

Démonstration. — La condition est nécessaire car si f € ﬁl(p) et si p est

prolongeable gf € El(p) pour toute fonction borélienne bornée g (théordmes 2.5 et
4.3) donc gf du € E pour toute fonction borélienne bornée et cette intégrale

est aussi 1'intégrale faible (voir (1.12)).

La condition est suffisante : Hontrons d'abord que I of dy € E pour tout
¢ € CO . Soit & 1'espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques
d'ouverts, muni de la norme uniforme. L'application g -—» I gf du de & dans

E est bornée, car elle est faiblement bornde : pour tout x' € E!

a1 gt an, ] < el gl <ve
lel<t

Donc cette application peut &tre prolongée par continuité & & , 1'adhérence de ¢
dans l'espace des fonctions bornées sur T , et cette adhérence contient évidemment

Cb . Le prolongement continu n'est autre que 1l'intégrale, donc

vlp) = J @f dy € B pour tout o eseo .
La mesure bornée vy est en outre faiblement compacte sur Co car précisément

" dy = " fdue E . v, ="f., donc f, étant W, y-lesurable quel que soit
x' , est aussi vX,-mesurable quel jue soit x' et par conséquent v-mesurable ;
plus précisément & tout e > 0 correspond un compact K telle que y°(T = K) < ¢
et que la restriction de f & K soit continue (voir la proposition 3.2 et 1la

remarque qui la suit). Pour @ ouvert, on a

r
* = = J
v (w) |X§T21 lvx,l(w) iX§T21 lxw £ dlpx,l .

(8) L'intégrale est prise ici, & priori, au sens faible de Bourbaki.
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Considérons 1l'espace M des fonctions g telles que g soit px,-intégrable quel

que soit x' et telles que N(g) = $up lg] alu ,l soit fini. ﬁl(p) est
xT|&l X

contenu dans I et comme

V(D -K) =N(f - x, f) <e

et que x, f appartient a4 El(u) , nous voyons que f est adhérent & Bl(u) dans
l'espace #l . Pour achever la démonstration, il suffit donc de montrer que ﬁl(u)
est fermé dans W . L'injection de El(u) dans M est isométrique (1.13) et ﬁl(p)
est complet (1.8) donc si f est adhérent & El(p), sa distance & cet egpace est
nulle, i. e. il existe f'e £1(y) telle que N(f - £') = 0 , c'est-i-dire telle
que f(t)
que f(t)

£1(t) Myr Pe P. poUr tout =x' e B' . Il résulte alors du théoréme 4.4

f'(t) u p. p. donc que f appartient & .El(p) .

C. Q. F. D.

EXEMPLE 4.6 : Mesures discrétes. - Soient I un ensemble, (Xi)ﬁEI une famille

d'éléments d'un espace de Banach E . On peut considérer la mesure "de masse X
au point i " définie par ul(p) = “ZI o(i) X; 9 Q€ %(I) . Une telle mesure est
évidemment prolongeable donc d'apres le théoréme 4.5 El(u) est l'ensemble des
fonctions f telles que pour toute partie J < I 1la famille (f(i)xi i€ soit
faiblement sommable dans E . Il résulte du théoréme d'Orlicz que la famille
(f(i)xi)ieI est alors fortement sommable dans E ce gqui inversement entraine que
les sous-familles sont sommables. ﬁl(p) est donc l'ensemble des fonctions f

telles que (f(i)xi)iel soit sommeble dans E , et on a alors uw:fdp = 2 f(i)xi.
iew
On peut voir ainsi que dans le théoreéme 4.5, il ne suffit pas de supposer simple-

ment que f dy appartienne & E car dens certains espaces E on peut trouver
une suite faiblement sommable dont les sous-suites ne sont pas toutes faiblement

sommables. Par exemple, soient E = cO ’ en = (6 ) le n-idme élément de la

o p n,pp ©
base canonique. Alors dans i = cg y 1 = Z-en pour la topologie o(4 , 4') donc
si 1'on pose x,. =-¢e X = - ¢ on aura » x = 0€ E 2 x E .
P 2p p 7 T2p+l p’ %i n " n pair B ¢

Si p est la mesure de masse x, au point n la fonction 1 est scalairement
u~intégrable, son intégrale faible appartient & E mais cette fonction n'appar-

tient pas a ﬁl(p) .

Cependant, on peut bien améliorer le théoréme 4.5. Par exemple, au lieu de sup-

poser f dy € E pour tout fermé A (ce qui équivaut manifestement & 1'hypo-

A
thése faite), il suffira d'avoir ceci pour tout fermé G6 . Dans une autre direc-

tion on a une amélioration du théoréme 4.5 en réduisant la partie utile du dual de
E . Soit F un sous-espace de E' séparant E . Soit f wune fonction ux,-inté—

grable quel que soit x' € F . Nous notons F -J f dy la forme linéaire
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x! - f dpx, sur F , et nous identifions E a un sous-espace de F . Alors
on a le théoreme suivant :

/N
THEOREME 4.5 bis. = Soit |, une mesure prolongeable & valeurs dans un espace de

Banach E . Soit F un sous-espace de E' d'indice positif et ayant la propriété

dt0rlicz (9). Pour qu'une fonction f appartienne & El(p) il faut et il suffit

que T soit ux‘—intégrable pour chague x' € F et que pour tout ouvert w on
i - [SE DI
ait F- [ fauem

Pour la démonstration de ce théordme on peut se ramener au cas ou F est fermé,
et appliquer ensuite sans modifications importantes la démonstration donnée pour
le théoréme 4.5.

5. Théorémes de convergence.
NSNS NI I NP SIS SIS TIPS

/ \,
THEOREME 5.1. = Soit |4 une mesure de Radon. Soit (fi)rEI une famille filtran-

. . . . NP s 1
te croissante de fonctions semi-continues inférieurement appartenant a £ (u) et

supposons que la borne supérieure f des fi appartienne a ﬁl(u) . Alors fi

tend vers f dans 1'espace El(u) » en particulier J fi dy tend vers I fdu .

Remarque. —= On verra au numéro 6 que si par exemple l'espace E est réflexif ou
faiblement sequentiellement complet, la fonction f appartient & Bl(u) dés que
H.(f) = sup u'(fi) est fini, IMais en général, il ne suffit pas de supposer

i
g‘(f) < +x , méme lorsque u est une mesure bornée compacte. Soit par exemple
. . oo N . 1
" l'i?pllcatlon compacte de y dans o définie par p(@) = hp ou n(i) =7
(ou = si 1'on veut avoir une mesure 4 variation bornée). Pour £ 20,
i

* . ~ . 1 . . L]

w(f) = sup n(i) #(1) ;3 £2°(u) = {f : nfe co} « 51 £(i) ='E%TT , pi(E) =1,
£ = inf(f , n) e 2'(y) mais w'(f - £) =1 quel que soit n .

LEMME 5.2. - Le dual de El(p) g'identifie & 1'ensemble des mesures réelles «

telles qu'il existe une constante M vérifiant o' < My’ . La boule unité B du

dual s'identifie a l'ensemble des mesures o telles que o' < u° et pour tout
f € El(u) , on a

(5.3) wlle]) = sup, J 18] a0
o B

Fn effet, si o' < My® , on sait (1.11) que El(u) c El(a) et

(9) Nous dirons que F possdde la propriété d'Orlicz lorsque toute suite 4'é1lé-
ments de E dont les sous-suites sont o(E ’ F) sommables dans E , est en fait
fortement sommable dans E . (Voir aussi [11].)
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[ . . 1 r

[ £ aa| ot(lf]) < Mu*(I£]) pour tout fe £l(y) de sorte que f - 4 f da
est une forme linéaire continue sur El(p) . Inversement soit L une forme linédaire
continue sur ﬁl(p) . L'injection ¥ < El(p) étant continue, la restriction de L

& ¥ est une mesure de Radon, soit o , ®t comme par hypothese
(o) | < mu*(lol)  pour mz0

On a o' ¢ My® . Soit alors La la forme linéaire sur ﬁl(u) déduite de « comme
dans la premiére partie. I et Lh sont continues et coincident sur ¥ , sous~
espace dense de ﬁl , donc L = La . I1 est clair que la boule unité B du dual

est constituée des mesures o telles que o' < W' donc on a p.(ifl) =sup p f dal
a€B
mﬂslﬂ'=a'dmcﬂ @ € B, M|eB wmelff&ﬂsjlﬂdhliu%HD

on a aussi M.(lfl) = sup, If| do ou BY est 1'ensemble des « 2 O appartenant
+ER
a B. ¢

Démontrons maintenant le théoréme 5.1. On sait que B ,donc aussi B+, est compact
pour la topologie oB , £1) , et d'autre part on sait que f et £, étant les

fonctions de 1'énoncé

P
f f do = sup I f. doy = 1lim J £, do @ €B ’
- i i +
i 1
la limite étant prise suivant 1'ensemble filtrant croissant des fi . Comme f et
fi appartiennent a ﬁl(p) les applications o - fdy et o -» fi do
sont continues sur B+ muni de la topologie c(B+ R El) « I1 s'ensuit d'aprés 1le
lemme de Dini que la limite ci-dessus est uniforme par rapport & o e B+ donc

1lim p'(f - f.) = 1lim sup f (f - f.) de = 0
. 1 . 1
i i o€B
¥ ¢. Q. F. D.

Remarque. - Le lemme de Dini classique est en fait un cas particulier du théordme

5.1, obtenu en prenant pour  1'application identique de G(K)..

/ N
THEOREME 5.4 (EGOROFF). - Soit W une mesure prolongeable & valeurs dans un

espace normé. Soit (fn)nEN une suite de fonctions py-mesurables & valeurs dans un
N

espace métrique, convergeant w=presque-partout vers une fonction f . Alors & tout

compact KX T el & tout e > 0 on peut associer un compact Kl < K avec

(K - Kl) <€, tel que les restrictions des f a K. soient continues et que

n 1

fn converge vers f uniformément sur K1 .

Démonstration. - Soit K donnéde et soit w un voisinage ouvert relativement

compact de K . Soit y la mesure bornée induite par y, dans ® . Pour tout
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K1 cX , v (K - Kl) = M.(K - Kl) (cf. lemme 3.4) donc il suffit de montrer le
théoréme dans le cas d'une mesure bornée faiblement compacte. Dans ce cas, il exis-
te une mesure positive N\ telle que les fn soient A-mesurables et telle que

lim p°*(a) =0 (voir proposition 3.2). On est donc ramené au théoréme d'Egoroff
cgagulque ([2], chapitre 4).

En particulier, la fonction limite f est aussi y-mesurable (ce qui résulte

aussi du théoréme 4.3).

Dans 1'énoncé du lemme suivant, nous dirons qu'une suite de fonctions (fn)
tend Yien mesure sur tout compact” vers une fonction f lorsque pour tout compact

KcT et tout ¢ >0 1la suite p'fte K: Ifn(t) - £(t)| > e} tend vers zéro.

LEMME 5.5. = Soit (fn)nEN une suite de fonctions appartenant & El(u) , et

supposons que fn tende "en mesure sur tout compact" vers une fonction f . Alors

s'il existe ge El(u) telle que lfn(t)l < z(t) w pe p. pour tout n , la fonc-
tion f appartient & £1

n|) tend vers zéro.

Montrons d'abord que |f(t)| < g(t) w p.p. I1 suffit de montrer que 1'inégalité
a lieu presque-partout sur tout compact K . Soit A.n ={t : |fn(t) - f(t)l > €
Pour t € K- A , l2(t)] < e + ]fn(t)| <e+glt) pop.op. p(¥n Ah) tend
vers zéro donc If | < e + g(t) W p. p. sur K et, ¢ étant arbitraire,
lf(t)l g(t) W DPe Do sur K . Soit alors ¢ > O donnée, et cherchons N telle
que n > N implique ‘(¢ - fn') 5¢ . Soit K un compact tel que p’(xCK g)<e
(lemme 2.7). Soit A = {t: lfn(t) - £(t)] 2 e/u"(K)}

w' (]t - fnl) < “'(XCK £ - fn|) + “.(XKnA £ - fnl) + “.(KK;A It - fnl)
n n

< Zp,.(XCK g) + ZM.(XKOA g) + ¢ U'.(K.- An)
n w" (%)

comme u'(K n A ) tend vers zéro, on peut, d'aprés le lemme 2.6, trouver N telle

que  u (XKhA g) g€ pour n 2 N . Pour ces n on a bien y° (It - f 1) <

Cela prouve gussi que f appartient a € (u) donc le lemme est demontre.

7/ AN
THEOREME 5.6 (de convergence dominée). - Soit (s une mesure prolongeable et

soit (fn)nEN une suite de fonctions y-intégrables et convergeant p—presque-

. . 1
. Al ' t g
ors s'il existe g€ ¢ (p,) telle que Ifn(tﬂgg(t)
W Pe Do pour tout n , la fonction f est u—lntegrable et f tend vers f
dans £ (p) , notamment f f dy tend vers J f dy dans E .

partout vers une fonction f

Démonstration. — D'aprés le lemme ci-dessus, il suffit de prouver que pour une

mesure prolongeable la convergence presque-partout entraine la convergence "en
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mesure sur tout compact'. Cela résulte du théoréme d'Egoroff (5.4). Soit K un
compact et soit 4 = {t: lfn(t) - g(t)| > e} , montrons que pour n assez grand

p'(K!ﬁ Ah) <N, >0 dtant donnée. Il existe un compact K, € K tel que

1

p'(K - Kl) <7 et tel que fn tende vers f uni ormément sur K1 . S0oit N

alors tel que n > N implique |fn(t) - £(t)| < ¢ pour tout t€ K,

n>N, An N K1 = ¢ donc An NnNKck- K1 de sorte que (A.n n K) < T

L'énoncé suivant montre que les mesures prolongeables sont les seules pour les-—

. Alors pour

quelles le théoréme de convergence dominée est valable et d'autre part qu'on ne
peut espérer avoir le théoréme de convergence dominée pour une classe de fonctions
plus vaste que gl(g) .

PROPOSITION 5.7.

(a) Soit uw une mesure de Radon & valeurs dans un espace de Banach E , avec la

propriété gque pour chaque suite de fonctiong continues & support compact

(mn)hGN
tendant vers zéro simplement et majorée en module par une fonction fixe de ¥ , la

suite w(@n) tende vers zéro dans k . Alors | est prolongeable.

(b) Soit  une mesure prolongeable et soit f wune fonction scalairement y-

intégrable telle que la fonction d'ensemble horélien A —> J f du soit denom-

brablement additive dans E? (muni de la norme). Alors f appartlent a g (g)

En effet, (a) découle du lemme suivant, qui a un intérét en lui-méme :

LEME 5.8, = Soit 1 : GO -> L une mesure bornée. Pour que |y, soit faiblement

compact, il faut et il suffit que pour toute suite (@ )nEf d'éléments de CO ’

uniformément bornée et tendant vers zéro simplement, la suite u(mn) tend vers

zéro.

En effet par dualité ce lemme équivaut & un critére de compacité faible dans 1l'es-—
pace M = CO , de Grothendieck ([4], p. 147), selon lequel un ensemble borné H c M
est faiblement relativement compact si, et seulement si, a(@n) tend vers zéro

uniformément par rapport & o€ H . Il suffit de prendre ici H = {ux'}|X'|<1 .

En appliquant ce lemme aux mesures induites par la mesure |, dans chaque ouvert
relativement compact, on déduit immédiatement 1'assertion (a) de 5.7 (voir le théo-

réme 4.2, condition (d)).

Pour prouver (b), remarquons d'abord que si | est prolongeable, on a bien
f du € E" pour toute fonction scalairement |-intégrable (voir BOURBAKI [2],
chapitre 6). Supposons que la fonction d'ensemble A —> A f dy soit dénombra-

blement additive., Ia fonction £ étant Wy 1-mesurable pour tout x' , f est
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w-mesurable (théoréme 4.3). Soit K un compact. Alors K = 2 Kn + N ou f/Kh est
n

"y

fdy € E . Dans E"

continue et N est up-négligeable. f étant borélienne bornée a support com-

pact appartient & El(u) donc IK
n

IK £y = $ZK T dw = i fK f dy

n n

et E é&tant fermé dans E" , on a %c f du e E . Plus généralement si A est un

borélien: contenu dans K , on aura IA.f iy =2 IAnK fdyeE, et si A est
n n

contenu dans une réunion dénombrable de compacts A =2 A ’ An relativement

n
A f dy =2 IA f dy € E . Plus généralement, pour toute fonction en
n “n

escalier borélienne, g , nulle hors d'une réunion dénombrable de compacts, on

compact et

aura f gf dy € E et un argument de continuité simple montre que c'est encore vrai
pour des fonctions boréliennes bornées quelconques nulles hors d'une réunion dénom—
brable de coupacts, en particulier pour les fonctions ¢ € GO . Alors
V(Q) = T of duy € E et v est une mesure de Radon bornée. v est méme faiblement
compacte ; Ver = f"“x' et 1'hypothése entralne que les v, avec Ix'l <1 sont
uniformément o-additive. Cela entrafne (voir [[3], IV, 9.1) que l'ensemble des Vgt
avec |X'l <1 est faiblement compact dans M = 66 donc que v est faiblement
compacte. On a donc v(w) = Iw f du € E pour tout ouvert et cela entraine que
f appartient a El(g) dltaprds 4.5.

Le théoréme suivant permet entre autre de faire le lien avec la théorie d'inté-

gration d'aprés BARTLE, DUNFORD et SCHVARTZ [1] et [3] (IV, 10).

/N
THEOREHE 5.9. = Soit | une mesure prolongeable, & valeurs dans un espace de
Banach. Soit (fn)

ey Jne suite de fonctions appartenant a ﬁl(g) et convergeant

u—-presque-~partout vers une fonction f . Alors si la suite ® fn du converge

(faiblement) dans E quel que soit liouvert w © T , la fonction f appartient &

T ] ]
t o f du = fdy .
A N R

Démonstration., - Ce théoréme est bien connu dans le cas de mesures scalaires.

sl
f est donc faiblement p-intégrable et 1lim jw fdy = © f dy dans Bt pour la
3*
topologie o(E!' , E') . Comme la limite existe par hypothdse dans E , on a

© f due E donc f appartient a El(p) d'aprés le théoréme 4.5.

Nous mentionnons sans démonstration le théordme suivant :

/N
THEOREME. - Soit |, une mesure prolongeable & valeurs dans un espace de Banach

E . Soit (fn)neN une suite de fonctions y-intégrables et supposons que pour
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chague ouvert  la suite fw fn dy converge dans E . Alors il existe f € El(u)
telle que 1lim Iw fn dy = " fay .
n

Remarque. - Dans le théoréme 5.9 et le théordéme ci-dessus on aura en fait

1lim gfn dy = f gf du pour toute fonction borélienne bornée g (ef. [11]).
n

Faisons ici la comparaison avec la théorie d'intégration d'aprés BARTLE, DUNFORD
et SCHVARTZ {11, [3] (1v, 10). Ces auteurs partent d'une fonction dénombrablement
additive d'ensemble définie sur un g-algébre, donc la comparaison ne s'impose ici
que dans le cas d'une mesure bornée. Soit . une mesure de Radon bornée & valeurs
dans un espace de Banach. Soit,pour A borélien, m(A) = JA dy . m(A) appartient
& E" .81 m est g-additive, 1'ensemble Cgﬁx;}lx'f31 est uniformément ¢g~addi-~
tive donc faiblement compact, donc y est faiblement compact, et m est alors
a valeurs dans E . Dans ce cas XA.E fg(p) pour tout borélien A et

wo(a) = sup lgx,l(A) ce qui est précisément la semi-variation de A au sens
x'|g1
de BARTLE, DUNFORD et SCHYWARTZ. La notion d'ensemble négligeable est donc la méme.

Comme les fonctions en escalier boréliennes appartiennent a i%(p) le théordme
5.9 montre que toute fonction intégrable pour m (1imite presque-partout d'une

suite de fonctions en escalier fn telle que fn dm converge pour tout A )

A
est -intégrable. Réciproquement, comme les fonctions en sscalier boréliemnes sont
denses dans Bl(w) toute fonction f € El(p) est limite dans ﬁl(u) et aussi
presque-partout d'une suite de fonctions en escalier boréliennes donc est aussi

intégrable pour m .

La présente méthode de définition de ﬁl(u) pour une mesure de Radon suggére
dlailleurs 1l'approche suivant & la théorie de l'intégration par rapport a une me-
sure ensembliste m , définie sur un o-algébre ou o-clan & . Pour une fonction
positive f , mesurable par rapport a & , on définit

n*(f) = sup |m(o)]
ol<f

ou ¢ est une fonetion en escalier. Pour f >0 arbitraire, on pose n’(f) = infn'(g)
f<g
ol g est mesurable, et on compléte l'espace des fonctions en escalier pour la

semi-norme ¢ -3 m‘(|¢|) . Nous ne détaillons pas ce point de vue ici.

Remarque. — Comme dans la théorie d'intégration de Bartle, Dunford et Schwartz,
on n'a pas mis de structure d'espace normée sur Ll , leur énoncé du théoréme de
convergence dominée est moins précis que le ndtre, mais, une fois qu'on a défini
! avec sa norme, on obtient le résultat plus fort en écrivant le résultat plus
faible pour la "mesure canonique" A => %y 4 valeurs dans El (ou L1 ) qui a

A 1
méme espace £~ que la mesure donnée.
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6. Mesures a valeurs dans des espaces d'un type particulier.
AV AV W W LV WA P Y i e e e e

PROPOSITION 6.1. = Soit £ un espace de Banach. Les propriétés suivantes de E

sont équivalentes :

(a) Toute mesure de Radon & valeurs dans E est prolongeable.

(b) Toute mesure définie dans un espace compact & valeurs dans E est faiblement

compacte (i. e, toute application lindaire continue d'espace G(K) dans B est

faiblement compacte).

(¢) Toute mesure bornée d valeurs dans E est faiblement compacte (sur CO ).

Démonstration., - (a) implique (b) dtaprés le théoréme 4.2.

(b) implique (¢) : Il suffit de prolonger la mesure bornde sur CO(T) a 1l'espace
c(rr) (T compactifié d'Alexandroff de T ) en 1la composant avec la projection

canonique de C(T') sur GO(T) .
(¢) implique (a) d'aprés le théoréme 4.2 (condition (d) de 1a démonstration).

Considérons en particulier la mesure discréte de masse X, au point n de N .

Cette mesure est bornde si, et seulement si, elle est faiblement bornée, i. e. si

Zl(xn,x'>l<+oo i x' e B' .
n

Si B possede les propriétés de 6.1, cette mesure est donc faiblement compacte, ce
qui entraine que 2 X (définie dans B" ) appartient & E . Vu 1'importance de

n
cette propriété, nous lui donnons un nom.

s
DEFINITION 6.2. — Nous dirons gqu'un espace localement convexe E est faiblement

v-corplet lorsqu'il possdde la propriété suivante :

() 4 toute suite (Xn)nEN de points de E telle que % |(xn ’ x')| < +o quel

que soit x' € E' , on peut associer x € E telle que

(x, x') = % (Xn y XV pour tout x' € B! .

7N\
THEOREME 6.3. - Soit E wun espace de Banach (10). Pour qu'une mesure bornée ar-

bitraire & valeurs dans E soit faiblement compacte, il faut et il suffit que E

soit faiblement Y-complet.

Autrement dit, la condition (%) équivaut encore aux propriétés (a), (b), (e) de

la proposition 6.1.

0 e s . ‘
(1 ) Nous nous sommes limités ici aux espaces de Banach mais ce résultat est
également valable pour un espace localement convexe quasi-complet.
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Démonstration. - La condition est nécessaire d'aprés les remarques precédent

la définition 6.2. Inversement, soit LI un espace de Banach faiblement F~-complet
et u ¢ GO(T) - E une mesure bornde. D'apres le théoréme d'Eberlein p est fai=-
blement compacte si, et seulement si, pour toute suite <$n)n€N d'éléments de GO
avec |¢ni <1, la suite p(@n) possdde une valeur d'adhérence faible. Or la
suite est contenue dans un sous—espace @O(Tl) ou Tl est un quotient métrisable
de T (par exemple l'image de T par l'application t — {@n(t)}nGN a valeurs
dans ﬁﬁ , qui est bien localement compact). Il suffit donc de montrer que la res-—
triction de p & CO(TI) est faiblement compacte de sorte qu'on est ramené au

cas o T est métrisable. D'aprés le théoréme 3.1, il suffit de montrer que J dy
appartient & E pour tout ouvert w . Or T étant métrisable, Xy est la somme

dtune suite de fonctions continues & support compact :

%, (%) =Zn o (8) g €% _, teT,

de sorte que

<J\w dLh ) X'> = Xw d“‘X' =Zn I (Pn dp,xl =zr_1 <“‘((pn) ’ X’)

avec

2 ey » x0l <0 alug < e
n

BE étant faiblement Y-complet, on a bien Iw dy € E .

Soit maintenant E un espace de Banach faiblement Y-complet et soit (Xn)neN

une suite arbitrarre dans E . Alors, si f est une fonction telle que

2 |f(n)(xn ’ X')I < +® pour tout x' , la série 2 f(n) x =~ converge dans E .
n n

Plus généralement

/ \
THEOREME 6.4. - Soit w une mesure de Radon a valeurs dans un espace de Banach

faiblement Y-complet E . Alors si f est une fonction scalairement -intégrable

Irf dy appartient a E .

Démonstration. - D'apr3s les théordmes 6.4 et 6.1, u est prolongeable,donc si

f est bornde & support compact, on a bien J g dy € E (par le :théardme du bipo-
laire ou en remarquant que f appartient a fll(u) d'aprés les théorémes 2.5 et
4,3). Supposons ensuite f & support compact, et (ce qui ne restreint pas la géné-
ralité) £ >0 . Alors si £, = inf(f , n) , f du€E et

(ffdp"X'>=nzo<j(fn+1_fn)dpl’x'> y x'e EB' ,
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avec 2 |(I (fn+1 - fn) dy x')| < I f d‘px'l < + o de sorte que I f dy appar-

tient g

E . Enfin, si 1l'on ne fait plus de restriction sur f , le raisonnement
précédent appliqué & ¢f montre que V<¢) =J o@f dy appartient & E pour tout
@€ ¥ . Pour chaque x'e E' , on a

sp ole) , 1) <4 Jel alug,l <o

lplst

done y est une mesure bornée a valeurs dans & (on la prolonge immédiatement a
CO ). Bn appliquant de nouveau le théordme 6.3 & la mesure y , on voit que celle-

ci est faiblement compacte, donc (théoréme 3.1) que dy =4 f dy appartient & E.

COROLLAIRE 6.5. — Sous les hypothdses du théordme 6.4, toute fonction scalairement

u-intégrable est y-intégrable.

En effet, si f est scalairement y-intégrable, il en est de méme de % f pour
tout ouvert,donc jw fdy € E . wu étant prolongeable (théorémes 6.1, 6.3), f
appartient & El(p) dtaprés le théoréme 4.5.

COROLLAIRE 6.6. — Soit y une mesure de Radon & valeurs dans un espace de Banach

faiblement Y=complet. Alors El(g) est identique & 1l'ensemble des fonctions (sca~

lairement) y-mesurables f , telles que u'(|f‘) <+,

En effet, si f est px,—mesurable, 1tinézalité
age 2D < 1=t ue(le]) < +a

montre que f est alors gxl-intégrable.

Comme exemple d'espace faiblement F-complet, on a évidemment les espaces faible-
ment sdquentiellement complets (en particulier les espaces réflexifs) de sorte que

les théordmes 6.3, 6.1 précisent un résultat connu ([ 3], VI, 7.6).

On sait que lorsque p est une mesure scalaire, l'espace Ll(p) est faiblement
séquentiellement complet et on démontre que plus généralement si | est une mesure
3 valeurs dans un Banach faiblement Y-complet, l'espace Ll(p) est faiblement
séquentiellement complet, et a fortiori faiblement I-complet. (En appliquant cela
3 la "mesure canonique" XK -> L1<u) , on voit que pour les espaces, Ll(@) faible-

ment Y~complet équivaut & faiblement séquentiellement complet.)

L'espace M = 66 (isomorphe & un espace Ll(u) T scalaire) est faiblement
séquentiellement complet. C'est en utilisant cela que 1'on peut, moyennant les
notions de cet exposé, retrouver et préciser les résultats essentiels de MORSE et

TRANSUE [ 5] sur les bimesures.
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Tout dual séparable d'espace de Banach est faiblement Y-complet. (Mieux m@me :
pour que la série %; x) converge dans E' , il suffit déja que A%'|(Xﬁ y XY < + @
pour tout x € E .) En effet, E' &tant séparable, & posside dans L" 1la pro-
priété a'Orlicz (cf. [11]), mais ce résultat se trouve déjd dans un article de
PAILLIPS ([7], p. 530), car il est évident qu'il est équivalent de dire que E
est faiblement Y-complet ou de dire que toute application linéaire continue d'es-

pace CO dans E est compacte (11).

Dans la terminologie de Grothendieck le dual d'un espace de Fréchet jouissant de

la propriété R.D.-P. est faiblement ¥-complet ([4], p. 157).

EXEMPLE 6.7 : Mesures & valeurs dans 2t - soit O S Ll(I) une mesure de

\ . 1
Radon a valeurs dans zl(I) . Notons ei la forme coordonnée X -» x; sur £

et By = el oy = e o On a donc p(@) = {ui(w)}
i

Inversement toute famille vaguement sommable de mesures de Radon réelles donne

. avec Z I .( )l <+ o ,
iel JeT H'1 @

lieu ainsi & une mesure vectorielle. Si f est une fonction p-intégrable

(el f fdu) = J £ odp, donc f £ du = {f f d“i}jEI .

Comme Zl

est faiblement séquentiellement complet, la mesure |, est prolongeable

donc d'aprtcs le théoreme 4.3 et le théoréme 4.4 une fonction est p-mesurable

(resp. g—négligeable) si, et seulement si, il est ui-mesurable (resp. Hi—négli—

geable) pour chagque i . I1 résulte du théordme 4.5 bis que f est y—intégrable.

si, et seulement si, f est wi—intégrable pour chaque 1 et 2 }A f dg.l est
. . €r @ *

fini quel que soit l'ouvert w .

21 étant faiblement séquentiellement complet, il revient au méhe que -éﬂ Lr¢f duﬁ

soit fini pour tout o€ GO . D'autre part, il résulte du corollaire 6.5 que Bl(g)
est 1l'ensemble des fonctions scalairement p-intégrables,mais cela peut &tre amé-
lioré : Soit pour J < I, QJ(@) = f%J ui(@) . Alors f est ~intégrable si, et

seulement si, f est | ~intégrable pour chaque J © I . Cela résulte du fait que

J
4
4% est déja séquentiellement complet pour la topologie c(£1 y X) 5, % étant

l'ensemble des fonctions caractéristique d'ensemble. Ainsi y étant une mesure de

Radon a valeurs dans 21 les propriétés suivantes sont équivalentes :
(2) f est y—intégrable.

() £ est . —intégrable pour chaque J < I .

J
(¢) £ est gi-intégrable pour tout i€ I et 2 lfw f duil <+ ® ou
i€l
) 2 lj of dy.| < +® pour tout ©€ Cp -
€1 *

(11) Les applications linéaires compactes et faiblement compactes définies sur

CO sont les m&mes.



f = J l;
DanS ce Cas, on a < f dpl 9 X'> f lea [ pOU.I‘ tou X' = ,@ y no amment

.,fdg,J=.2_ -Ffdp,.
i€J
Ainsi pour qu'une fonction f vérifie la relation ci-dessus pour chaque J , il

suffit déja que les membres de gauche aient un sens, et pour que

fw £ dup = :z fw £ oduy

el
pour tout ouvert  , il suffit déja que les membres de droite aient un sens. (La
symétrie de ces deux conditions devient compléte dans 1'étude de bimesures dont ce-

ci est un cas particulier.)

7. Mesures a valeurs dans un espace localement convexe.,
OO NSNS NN NI NN ISP NI NI NI SNV NI NIl NI NSNS NSNS D NI NI NINTNINININTANINSNS

Le but de ce paragraphe est d'indiquer brievement comment nous étendons leg défi-
nitions et propositions précédentes au cas de mesures & valeurs dans un espace lo-
calement convexe séparé E . Soit | une mesure de Radon a valeurs dans E . Soit

P une semi-norme continue sur E (nous notons p(x) = lep ). La semi-variation

de y par rapport & p est définie pour f € gt par

‘(£) = sup |ulo)|
b e o) |

et on compléte la définition comme dans le cas d'un espace normé.

Soit E_ 1'espace de Banach associé & p (le complété de 1'espace normé
B/p1(0) ). Soit m,: B ->E_ 1'application canonique de B dans B, ot
posons o =T, 0y . Alors dans Ep , Igp(@)‘ = |u($)|p de sorte que u; (aéfi-
nie ci-deSSUerst précisément la semi-variation de _ . Soit S.(g) 1l'ensemble
de fonctions réelles f telles que “é(lfl) < + o pour toute semi-norme continue

p . Alors X = $°(y) , et nous posons

/7
DEFINITION 7.1. - £'(4) est 1'adnérence de %(T) dans 1'espace 35°(u) .

El(u) est donc un espace localement convexe, on a ﬁl(u) =N E}(W ) et la topo-
logie de El(u) est la moins fine rendant continuesles inject?ons ﬁl(u) cf (gp) .
De méme, nous dirons qu'une fonction est p-mesurable s'il est pp—mesurable pour
tout p et qu'un ensemble est p-nézgligeable s'il est pp—négligeable pour chaque
P . Avec ces définitions, on a la proposition suivante qui remplace en pratique
les définitions ci-dessus et évite d'avoir a considérer toutes les semi-normes

continues ¢
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PROPOSITION 7.2. - Soit E wun espace localement convexe dont la topologie est

la moins fine rendant continues les applications ug a valeurs dans des espaces

localement convexes Ei . Soit |, une mesure de Radon & valeurs dans B et soit

My = Uy ° y . Alors Ql(u) = gl(ui) et la topologie de Bl(u) est la moins fine

rendant continues les injections £l(u) < ﬁl(ui) . Une fonction f est p-mesura-

ble (resp. négligeable) 3i, et seulement si, elle est gi—mesurable (resp. négli-

geable) pour chaque 1 .

Comme ]p(@)lp < u;(lml) , w est continue lorsque ¥ est muni de la topologie
induite par ﬁl(g) . L'intégrale d'une fonction f e El(u) , notée u(f) ou
f dy est par définition la valeur en f du prolongement continu de y a El(u).

C'est donc un élément du complété E de E . Onala proposition suivante :

PROPOSITION 7.3. = Soit wu wune avpplication lindaire continue de E dans F .

Soit W une mesure de Radon a valeurs dans E et soit v =uo p . Alors Ql(u)

est contemue dans £1(y) et 1'injection est continue. Pour f e Ei(u) , on a

P
(704) -J‘ f d\) =1u ! f du,

En particulier, si wu est l'application identique de E sur lui-méme muni d'une
topologie localement convexe moins fine, on voit qu'il y a en général plus de fonc-
tions intégrables par rapport & la topologie plus faible. Ainsi losrsque E est
muni de la topologie affaiblie, 1l'espace El obtenu est, d'aprés la proposition
7.2, précisément 'QE' ﬁl(ux,) s 1. e. 1'espace des fonctions scalairement p~inté-

X
grables.

Lorsque u est l'injection de E dans un espace F , telle que E est un sous-
espace de F , il est clair que ﬁl(u) =2My) & v=uo W « Par exemple, on peut
regarder | comme une mesure & valeurs dans E au lieu de E , sans que l'espace
£l soit affecté.

A

7 -~ [N
THEOREME 7.5. ~ Soit | une mesure a valeurs dans un espace localement convexe

E . Alors pour tout f € El(u) , J f dy appartient au quasi-complété de E .

Démonstration. - On peut évidemment supposer E quasi-complet et montrer que

f du appartient & E , et pour cela il suffit de montrer que f du est adhé-

rent dans E a une partie bornée de E .

ler cas ¢+ f est bornée et & support compact, par exemple nulle en dehors de
1l'ouvert relativement compact @ , avec ]fl <1 . Alors !(I © du , x‘)ls 1 pour
tout ¢ € ¥ nulle hors de w et vérifiant |@l £ 1 implique © dlpx,l <1 donc

l( f fdu , x')[ < 1 . Alors d'aprés le théoreéme du bipolaire 4 f dy est adhérent
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a l'ensemble borné des u(@) avec I@l €1 et supp ¢ ©w, donc f fdue E .

2e cas ¢ f nulle hors d'un compact, Nous supposons en outre f > 0 . Soit
fn = inf(f , n) . Alors f f du = 1%m fn dy pour la topologie c(ﬁ ! E) . La
suite ( fn dp.)nEN faiblement convergente dans ﬁ est bornée dans E donc dans
E et son emveloppe convexe aussi. f dy est adhérent a cette enveloppe convexe
donc fdue E .

3e cas : fe El(p) est quelconque. D'aprés ce qui précede f ¢ f due E pour
tout e X . Ona  syp | of du, x')| =J |f] dlu_,| < + = donc 1'ensemble
|ol<t x

B = {j of du}‘w|€1,$éK est borné dans E , et I f du est adhérent & B d'aprés

le théoreme du bipolaire, ce qui achdve la démonstration.

Nous dirons que la mesure w est prolongeable lorsque El(u) contient toutes

les fonctions boréliennes bornées & support compact. Il revient donc au m8me que
“p soit prolongeable pour tout p , ou avec les notations de la proposition 7.2

que soit prolongeable pour tout i .

Avec ces conventions, les énoncés 2.4, 2¢5, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 ainsi que les
théorémes de convergence 5.1, 5.6 et 5.9 sont valables tels quels & condition de
remplacer dans 1'énoncé E par B (ou par le quasi-complété de E ) (12). En
outre tous les résultats du paragraphe 6, & 1l'exception du corollaire 6.6, sont

valables lorsque E est un espace quasi-complet.

EXEMPLE 7.6. - Soient E et F des espaces de Banach et soit | une mesure &
valeurs dans l'espace ES(E , F) des applications lindaires continues de E dans
F , muni de la topologie de la convergence simple (i1 est équivalent de dire que
h est continue pour la topologie de la convergence simple ou pour la topologie de
la convergence uniforme dans la boule unité, définie par la norme). Posons
ux(@) = g(@)x pour tout x e E . Alors My est une mesure de Radon & vgleurs dans
F et d'aprds la proposition 7.2, on a fl(u) =N El(px) . Pour f € ﬁl(u) ,

j fday x= f f dux (7.4), et 1ltopérateur . f diEEainsi défini est continu (appar—
tient & £(E , F) ) parce que ES(E , F) est quasi-complet (théordme 7.5). La
mesure | est prolongeable si, et seulement si, My est prolongeable pour chaque
X , ce qui est la cas par exemple lorsque F est faiblement y-complet. Lorsque

E=TF est un espace de Hilbert et |, est une mesure spectrale, on a

)| = (1912 ay )1/2

(12) Un sous—espace F < B' sera "d'indice positif" lorsque la topologie de E
est celle de la convergence uniforme dans les parties équicontinues de F .
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ol vy est la mesure positive définie par vx(w) = (p(@)x ’ x) . Il s'ensuit alors
me £1u) =£%v) .

Pour étendre les notions du présent exposé au cas de mesures complexes a valeurs
dans les espaces sur C (applications lindaires continues de KC(T) dans E ), il
¥y a en principe deux voles. Une est de remplacer R par C partout dans ce qui

7 \ 3 3 . 3 . ’ s 3 +
précdde. On utilise alors la semi-variation complexe définie pour f €3 par

sup u(¢)l s 1'autre est de décomposer les fonctions en parties réelles et imagi-

|¢|§f

€

v

naires. Les deux voies paraissent utiles lorsqu'on cherche plus généralement & inté-

grer des fonctions vectorielles par rapport a une mesure vectorielle,
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