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Séminaire CHOQUET B6-01
(Initiation 2 1'Analyse)
7e annde, 1967/68, n° B.6 29 février 1968

CGNES NORMAUX ET ESPACES NUCLEAIRES. CONES SEMI-COMPLETS

par Gabriel MOKOBODZKI

Introduction. = Le point de départ de ce travail se trouve dans le probléme de la

représentation intégrale des fonctions surhammoniques en théorie axiomatique du po=-
tentiel ([1]). I1 est remarquable que, si l'espace vectoriel des fonctions harmoni=-
ques est nucléaire pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact,
on sache établir une représentation intégrale des fonctions harmoniques positives
par des mesures portées par 1l'ensemble des fonctions harmoniques positives extréma=

les.

Nous tenterons ici de montrer le lien qui existe entre les espaces nucléaires et
les cdnes convexes de ces espaces dans lesquels on sait faire la représentation in-

tégrale.

I. C8nes nomaux et espaces nucléaires.

Tous les espaces vectoriels considérés seront définis sur le corps R .

L4
DEFINITION 1. - Soit E un espace localement convexe séparé (e. 1. c. s.). On
dit qu'un cbne convexe saillant C € E est normal, s'il vérifie les conditions

équivalentes suivantes :

(a) La topologie de E peut 8tre définie par une famille (pi) de semi-normes

croissantes sur C , clest-a=dire
(a,pec, agd) = (p(a) gp;(0)) ,

o < désigne la relation d'ordre définie par C .

(b) Désignons par E' le dual de E , et par C' 1le polaire de (- C) . Pour
toute partie équicontinue A de E' , il existe une partie équicontinue B < C!
telle que A B - B,

(¢) I1 existe un systéme fondamental (Va) de voisinages de O dans E tels

que, pour X ,y , z€ E,

(x,ye vV, et x<zg y) => (z e V&) .

Pour la démonstration de ces équivalences, voir SCHAEFER [5].
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On suppose maintenant que E est nucléaire. Parmi les diverses définitions de la

nucléarité, nous choisirons la suivante.

DEFINITION 2. = On dira que E est nucléaire si, pour toute semi-norme continue
p sur E , il existe une suite (zn) équicontinue de E' , une suite (Xn) < zj ,

telles que, pour tout x € E ,

p(x) 22 [y 2]
n

Si C est un c8ne convexe normal dans E , et C!' € E' 1le polaire de (- C) ,

on a le théoréme suivant.

’
THEOREME 3. - Pour toute semi-norme continue p sur E , espace nucléaire, il

existe une suite équicontinue (tn) € C' , une suite (un) € z: , telles que, pour

tout xe€ E,

P(X) \<Z U’n“X ’ tn>| .
n

Démonstration. = Reprenons les familles (zn) et (Kn) de la définition 2. I1

existe une partie B équicontinue de C' , et deux suites (zn) ’ (sn) € B telles

)\. et t = 9

que z =132, =8 . Par suite, en posant Moy = oy = M on n

n

t2n+1 =8 4 0na bien

o(x) €3 A |, 50l €T w G, 1)l
n n

pour tout xe€ B .

Dans ce qui suit, on supposera que E est nucléaire, et que C © E est un c8ne

convexe saillant normal de E .

LEMME 4. - Pour tout ensemble équicontinu B < C' , il existe z(B) € C' tel que

(z(B) - z) € C' pour tout z € B . (§i_ Ct était saillant, B serait borné pour
1'ordre défini par C' .)

Démonstration., = Considérons la semi-norme continue sur E , croissante sur C ,

définie par

p(x) =sup x, ) .
feB

D'aprées le théoreme 3, il existe une suite (Xn) = z{ , une suite équicontinue

(zn) c C' , telles que

p(z) €% A [, 2], fx€E .
n
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En particulier, si x€C, (x, zn) >0, et

p(X)=§Z§ (x,f>s(X,i>\nzn> .

I1 suffit de prendre =z(B) =2 Kn B, .
n

LEMME 5. - Pour toute semi-norme continue p sur E , il existe y € C' tel que

1l'ensemble
AMly) =f{xecC; &,y <1}

soit précompact pour la semi-norme p .

Démonstration. — Soient (zn) c g, (kn) € 2; , telles que

p(x) s A [y 2|, vxeB ,
n

la suite (zn) étant équicontinue. D'aprés le lemme 4, il existe y € C' tel que,
pour tout n , (y - zn) € C' . Montrons que, pour un tel y € C!' , l'ensemble

Aly) ={xeC; (x,y)< 1} est précompact pour p . Il suffit pour cela de mon-
trer que toute suite (x_) , extraite de Aly) , est précompacte pour p . En pre-

nant une sous=-suite (xé) c (xp) , on peut supposer que lim (xp ’ zn> existe pour

b
tout n, et (xé y zn) < (Xé sy ¥27< 1 . 81 1'on tient compte de la majoration, va-

lable pour tout x € B ,
p(x) si ECIPE AT

on en déduit que la suite (xé) est précompacte pour la semi-norme p , et finale-

ment que A(y) est précompact pour p .

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat fondamental suivant @

[4 Ly
THEOREME 6. = Soient E wun espace nucléaire, C un cbne convexe saillant normal
de E .

Tout filtre & sur C , qui est filtre de Cauchy pour la topologie faible, est

aussi un filtre de Cauchy pour la topologie donnée.

A fortiori, la topologie faible sur C est identique & la topologie donnée.

Le théoréme résulte du lemme classique suivant.

LEMME 7. - Soient p wune semi-norme continue sur E , A une partie de E,

précompacte pour p . Tout filtre de Cauchy % sur 4 , pour la topologie faible

de E , est un filtre de Cauchy pour p .
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Démonstration du théoréme 6. -~ Soit & un filtre de Camchy sur C pour la topo-

logie faible. Pour toute semi-norme continue p sur E , il existe y € C! tel

que l'ensemble
My)=fxecCc; (x,y)<1}

soit précompact pour p , et il existe M € § tel que

sup {(x , y) <+
xeM

de sorte que M est précompact pour p , et que § est un filtre de Cauchy pour

P e

COROLLAIRE 8. - Soient E un espace nucléaire, C wun clne convexe saillant nor—
mal de E .

Si C est complet pour la topologie donnée, C est complet pour la topologie

faible.

Si O dans C posséde un systeéme fondamental dénombrable de voisinages pour la

topologie donnée, alors O a, dans C , un systéme fondamental dénombrable de voi=-

sinages faibles.

Rappelons enfin les définitions suivantes ¢

Soient F un espace localement convexe séparé, A une partie convexe de F .
On dit que K © A est un chapeau de A, si K est convexe compact, et si

A NK est convexe.
On dit qu'un c8ne convexe C est bien coiffé, s'il est réunion de ses chapeaux.
Si C est un cbne convexe, et si K est un chapeau de C , tout point extrémal

de K se trouve sur une génératrice extrémale de C .

Rappelons le théordme de Choquet : Si un céne convexe saillant C € F est fai=
blement complet, et si O posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages

faibles dans C , alors C est un cbne bien coiffé.

Les résultats précédents nous permettent d'énoncer le théordme suivant.

4 .
THEOREME 9. = Soient E un espace nucléaire, C un c8ne convexe saillant normal

de E . Si, pour la topologie donnée de E , C est complet, et si O possdde un

systéme fondamental dénombrable de voisinages dans C , alors C est un cBne con-

vexe bien coiffé.

Si, de plus, C est métrisable, tout point de C est barycentre d'une mesure

portée par un chapeau de C et par 1'ensemble des génératrices extrémales de C .
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Btant donné 1'intér8t des cbnes convexes C dont le sommet posséde un systéme
fondamental dénombrable de voisinages faibles dans C , nous allons donner des cri-

téres permettant de les reconnaftre.

DEFINITION 10. - Soient F un e. 1. c. s., C un cBne convexe de F , (f )

une suite de formes lindaires positives sur C . On dira que C est semi-complet

pour la suite (fn) si, pour toute suite (XP) cC, telle que 2 (xp y fn> <4
1Y
pour tout n ,
2 xp =x€C .
1Y

PROPOSITION 11. — Soient F un e. 1. ¢c. s., C un convexe saillant nommal,

(fn) une suite de formes lindaires positives sur C pour laquelle C est semi-

complet. Pour toute semi-norme continue p sur F, il existe n tel que

p(x) g 2 f£,(x), fxeC ,
1<i<n

de sorte que O a un systéme fondamental dénombrable de voisinages dans C pour

la topologie donnée.

Nous ne démontrerons pas directement cette proposition car il est possible de

1'établir dans un cadre plus général, utile pour la théorie du potentiel.

Soient ( un ensemble, C un ensemble de fonctions numériques sur Q , & va-

leurs dans (0 , + ©) , stable par addition, contenant la fonction O .

Soit (un) une suite d'applications de C dans R . On suppose que C et la

suite (un) sont relids par la propriété suivante (" C est semi-complet") :
(s¢) Pour toute suite (vp) d'éléments de C telle que, pour tout n ,

sup ( Z un(vq)) <+ ,
p a<p

o]
alors 2 Vv_=7v appartient & C .
p=1 P

DEFINITION 12, - On dira qu'une application h de C dans R est relativement

bornée si, pour tout v e C, il existe M € ff tel que, si u , w€C , ut+w=v,
alors
h(u) €M .

PROPOSITION 13. — Soit h wune application relativement bornée de C dans R .

I1 existe M >0, e >0, et un entier p , tels que
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(vecs; w(vge, Tagp) = (h(v) < M) .

Démonstration. - Si 1l'ensemble BE . ={vecC; uq(v) e, Va5 p} est vide,
?
on admettra que la proposition est vérifiée.

Supposons donc BE o # ¢ pour tout p et tout €& >0 . Si la proposition n'té-
’
tait pas vérifiée, pour tout entier p , il existerait vy € C, vérifiant les iné-
galités
h(vp) > D et sup uq(vp) < -l—p- .
asp 2

Pour p>n, on a donc un(vp),$ L , de sorte que, si p >n,

2
2 un(vq) =2 pv)+ 2 u.n(vq) ’
asp qsn n<qg<p

dtou

2 owv)g Z plv)+1 .
asp S

D'aprdés la condition (SC),

u=Zv et U.=ZV
bopa P ppl P

appartiennent & C , et u = LU S S Par construction, h(vn) >n, ce qui est

contradictoire avec 1'hypothése que h est relativement bornée.

On suppose maintenant que Av € C pour tout A >0, tout v €C, et que 3

o

1° h(iv) = na(v) , pour tout X >0 et tout vecC,
20 un(kv) = kun(v) , pour tous A >0, veC, n3>1,

30 un(v) >0 , pour tout n , et tout vecC.

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 14. - Soit h wune application positivement homogéne, relativement

bornée, de C dans R . Il existe alors X >0, et un entier p , tels que, pour

tout v € C,

n(v) <k sup (v) .
asp

Démonstration. — D'aprés la proposition précédente, il existe M >0 , e > o,

et un entier p , tels que

(veCs; sup uq(v) <e) => (nlv) gn) .
asp



B6-07

(o

Posons N _(v) = sup p (v) , et prenons k = é-:
qsp
(a) Np(v) = 0 , alors pour tout A 20, Np(lv).$ 0Le et h(Xv) <M, d'od

h(v) =0 , par conséquent h(v) < kN (v) H
(b) Np(v) =g >0, alors Np(a-v) € 4 et par suite h(—-v) M , ou encore

h(v)g%—oz:—N (v) .

II. Clnes semi-comglets.

I3 7 ’ + .
Soient E un espace localement convexe sépare, zl le cbne convexe des suites

sommables de nombres réels positifs, M1 la partie de 2: formée des suites (an)

telles que 2 a =1.
n
On rappelle qu'une suite (xn) CE, qui est faiblement sommable dans E , est

aussi sommable pour la topologie donnée de E , et que la suite (yp) , définie par

y_.= 2 x_ pour tout p , est bornée dans E .
P n
n<p

,
DEFINITION 15. -~ On dira qu'une partie convexe G de E est semi-compléte, si,

pour toute suite bornée (xn) C G et toute suite (an) € M1 s la suite (an xn)

est sommable, et (T o xn) €G .
n

REMARQUE 16. - Soit (xn) C E une suite ayant la propriété suivante : pour toute

suite (a ) € z la suite (an Xh> est sommable dans B ; alors la suite (xn)

l ’
est bornée dans E .

Désignons par SC(F) 1la famille des parties convexes bornées et semi-compldtes

d'un espace localement convexe séparé F .

Propriétés &lémentaires des familles SC(F) .

(a) Si m est une application linéaire continue de E dans F ,
(A esc(B)) ==> (n(4) esc(B)) .

(v) si A e SC(Ei) , ( ﬂ A ) € sc(ﬂ B, )

(c) si (&) =sc() , (n a) € SC(E)

(a) En combinant (a) et (b), si A, Besc(B), (A+B)esc().
(e) Si A e SC(B) , et si B est une partie convexe de A , fermée dans A,
alors B € SC(B) .



B6~08

(£) 8i A e SC(E) , 1'enveloppe équilibrée AO de A appartient & SC(E) .
(g) 8i A, B e SC(E) , il existe un plus petit ensemble C e SC(E) tel que
A, BEC ., En effet, 1'enveloppe convexe de A et B est contenue dans 1l'ensem-

ble convexe semi-complet A.o + BO .

LEMME 17. - Soit A € SC(E) . L'enveloppe convexe disquée fermée i de A, pour

la topologie localement convexe la plus fine sur B , appartient & SC(E) , et 1'on

a

T=n 1+ - &) .

L'espace vectoriel EK engendré par A , muni de la norme jauge p gg_'K y est

complet,

Démonstration. = Pour tout x € By , posons
p(x) = {inf A5 A 30, xeA(4 - 4)) .

On a bien 4 = fp <1}, et p est une norme sur EZ « Montrons que EZ est com-

plet., Soit (xn) c EK telle que 2 p(xh) <+ o , Il existe alors une suite
n
+
€ - .
(kn) 21 telle que p(xn) < Xn pour tout n , de sorte que X € )\n(Ao AD)
I1 existe deux suites (yn) et (zn) dans AO telles que xn = Xn(yn - zn) .
Comme AO est semi-complet,

2 hn y, =Y € EK , 2 hn z, =z € EZ ’ et E X, = (y - 2) eE .
Posons t_ = 2 A y_ , r = 2 A y_ . Comme A est semi-complet,
P n<p n'n P n>p n“n 0
T, € (2 )\n)A.O ,
n>p

de sorte que
p(y—tp)s 2o, .

n>p
La suite s_ = 2 A (y_ -z ) converge donc bien vers x =2 x_ dans B . Le
2<p n'vn o n B A

fait que Xe SC(E) résulte des propriétés (c), (d), (£) de 1a famille Sc(E) .

Le lemme suivant généralise simplement le lemme 1 de BOURBAKI ([3], chap. III,

§ 3, n° 4), ol 1'on remplace complet par semi-complet.

LEMME 18+ = Soient E un espace localement convexe séparé, B un tonneau de E

B absorbe toute partie bornde semi-compléte de E .
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Démonstration. = Soit A € SC(E) . On peut supposer que 4 =1, Ltespace EK

est tonnelé, et comme L est borné, B n EZ est fermé dans EK , donc absorbe A.

Ce lemme pourra &tre de quelque utilité : il est plus facile de vérifier qu'un
ensemble est semi-complet, ce qui requiert des opérations sur des suites, que de
montrer qu'il est complet, ce qui nécessite 1l'emploi de filtres et implique qu'il

soit fermé.

Nous avons maintenant deux notions de cénes semi-complets, les propositions sui-

vantes explicitent le lien qui existe entre elles.

PROPOSITION 19, = Scient E wun espace localement convexe séparé, C un cbne

convexe semi-complet de E . S'il existe une suite (fn) d'applications positive~

ment homogénes de C dans R , ayant la propriété suivante : toute partie A de

C , absorbée par chacun des ensembles {fv1 < 1} , est bornée dans E , alors C

est semi-complet pour la suite (fn) .

Démonstration. — On peut supposer pour simplifier que f
et ¥n.

n+1(x) a.fn(x) , VT x€C

Soit (xp) © C telle que, pour tout n ,

% fn(xp) < 4+ © .

I1 existe alors une suite croissante d'entiers n(q) telle que

1
pm(q) ¢ P 724
La suite (tp) , définie par tp = fq(xp) si n(q) <pK< n(q + 1) » est une sui-
te sommable, et, pour tout n ,
£ (x)
lim sup — <1 .
P tp + 27P

Posons r_ =+t_+ 2%, ¥, = r;1 X_ o La suite (yp) © C est bornde puisque,
pour tout n , sup fn(yp) <+« , Comme C est semi-complet,

P
> T, Y, = (2 xp) eEC .

PROPOSITION 20. = Soient un espace localement convexe séparé, C un c8ne convexe

de E , semi~complet pour une suite (fn) d'applications de C dans R, véri-

fiant les propriétés suivantes
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(a) £, est positivement homogéne pour tout n 3

(b) Pour toute partie bornée 4 de C , et tout n, fn est bornée supérieure-

ment sur A4 .

Dans ces conditions, le cbne convexe C est semi-complet.

Démonstration. - Soient (xn) © C une suite bornée, et (an) € M1 « Comme fp

est bornée supérieurement sur (xn) ,

sup ( 5 f (an xn)) <+o
g ngq

et ceci pour tout p , par suite (2 o xn) € C , autrement dit, C est semi-com=—
n
plet.

COROLLAIRE 21. - Scient E un espace localement convexe séparé, C un cbne con-

vexe de E , semi-complet pour une suite (pn) de semi-normes continues sur E et

relativement borndes sur C . Alors C est semi-complet, et tout tonneau B de E

est un voisinage de O dans C .

Démonstration. — On sait déja que C est semi-complet.

Soient x € C, et (xn) cc, x €Cn {x -C}, ¥ n . Par hypothdse, les
semi-normes P, sont relativement borndes sur C , si l'on prend (an) € Ml , On

aura, pour tout m ,

E fm(an xn) <+w®

par suite (2 o, Xh) € C . Ceci implique (remarque 16) que la suite (xn) est bor—
n
née dans E , et que l'ensemble C n {x = C} est borné pour tout x € C et méme

semi-complet, puisque

(% o xn) e C et (i an(x - xn)) eC .

Soit maintenant B un tonneau de E , qu'on peut supposer symétrique ; désignons

par q 1la jauge de B 3
q(x) = {inf A ; X >0, x€ B}, vxeB .

’d

D'aprés le lemme 18, le tonneau B absorbe les ensembles C n {x = C} , pour tout

x € ¢, clest=a-dire que q est relativement bornée sur C .
D'apreés la proposition 14, il existe un entier n tel que

a(x) €n 2 pk(x) R vxeC .
k<n
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La semi-norme p=n 2 p, est continue sur B, et fpg1yefqagg 1} =8,
k<n

PROPOSITION 22. - Soient E wun espace localement convexe séparé, C un cdne

convexe saillant de E , (fn) une suite de formes lindéaires continues sur E ,

positives sur C , pour laguelle C est semi-complet.

S'il existe un ensemble borné B gqui absorbe C , alors C possede une base

bornée, fermée et semi-compldte.

Démonstration., = On peut supposer que E=C - C , et que B est un tonneau de

E. Si q désigne la jauge de B, q est strictement positive sur C - {0} ,
puisque B est borné et absorbe C . Si l'on reprend la démonstration du corollai-

re 21, il exicte un entier n tel que q(x) <n I fn(x) , ¥ xe€ C . Posons
kn
f= 2 f_ . L'ensemble B! = {f =1} nC est une base de C , fermée dans C ,
kn O
donc semi-compléte, enfin B' © B , donc B! est borné.

COROLLAIRE 23. - Soient E wun espace localement convexe séparé, C un cbne con-

vexe saillant faiblement complet de E , faiblement normal, dont le sommet posséde

un systéme fondamental dénombrable de voisinages faibles.

S'il existe un ensemble borné B de E qui absorbe C , alors C posséde une

base compacte.

Démonstration. — Si C! désigne le polaire de (- C) , dire que C est faible~

ment normal signifie que E' = C!' = C' , et 1'on se trouve alors dans les condi-
tions de la proposition 22. En gardant les notations de la démonstration de la pro-
position 22, l'ensemble B' = {f = 1} n C est bormé et faiblement complet, donc

compact.

Remarque. - S'il existe une suite Bn d'ensembles bornés, dont la réunion absor=

be C , pour une suite (an) convenable, o >0, 2 o, Bn = B est borné et ab-
n
sorbe C .

La technique que nous allons décrire maintenant permet de ramener 1'étude des
ensembles convexes semi-complets & celle des c8nes convexes semi-complets.

Soient E un espace localement convexe séparé, A une partie convexe de E ,
On rappelle que, pour un élément x € A, la facette de x dans A est la réunion

des segments [y . z] contenus dang A et contenant x .

Nous dirons qu'une application h de A dans R est relativement bornée sur A

si, pour tout x € A, h est bornde sur la facette de x dans A (si A est un

cbne convexe, on retrouve la premidre notion de fonction relativement bornée).
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PROPOSITION 24. - Soient A une partie convexe bornée semi-compléte de E, h

une application relativement bornée de A dans R . Alors h est bornée supérieu-

rement sur A .

- Démonstration. - Considérons 1'espace vectoriel E x R , le clne convexe I' en=

gendré par l'ensemble A x {1} , la forme lindaire f : (x, A) F-> A . Le cone
convexe I est alors semi~-complet pour la forme linéaire f . Si 1l'on désigne par
h la fonction positivement homogdne sur I’ dont la trace sur A x {1} est h,

la fonction h est relativement bornée sur T s et la proposition 13 nous affirme

qu'il existe k >0 tel que 'Es kf sur I', autrement dit hg<k sur A.

III. Application & la théorie du potentiel.

Soit Q un espace localement compact. Dans de nombreuses théories du potentiel
(BAUER, BRELOT, BOBOC-CONSTANTINESCU-ORNEA, MOKOBODZKI-SIBONY), 1'espace vectoriel
# des fonctions harmoniques sur (Q pour la théorie donnée, satisfait aux condi-

tions suivantes

(a) (o, R) , et ¥ est complet pour 1a topologie de la convergence uni=-
forme sur tout compact
(b) Tout ensemble A < % , uniformément borné sur tout compact de Q , est équi-

continu.

Désignons par ®t 1a partie positive de ¥ , et supposons qu'il existe une suite
(p,n) de mesures de Radon positives sur (O , & support compact, tel que 3€+ soit

semi-complet pour la suite o o On a alors le théordéme suivant.
THEOREME 25.

1° Pour tout compact K < Q , il existe un entier n tel que, ¥V h € wt ’

sup h(x) €n 2 Qu , b) .
xeK p<n

20 %" est faiblement complet et bien coiffé.

Démonstration. — La premidre partie du théoréme résulte directement de la propo-

sition 14.

Soit donc $ un filtre de Cauchy faible sur wt s c'est-3~dire que, pour toute
mesure M >0 sur Q, a support compact, lim {u , h) existe.
S
Posons o = 1lim (p,n s h) . Par hypothese, pour tout M € § , il existe une suite
&

(hn) CM telle que
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|<<up s B ) - ap>l <-§5 ’ vp<n .

La suite (hn) est bormée sur tout compact, donc relativement compacte dans it 3

désignons par h0 € %+ une valeur d'adhérence de la suite (hn) « On a alors

Le m8me raisonnement donnerait le lemme suivant.

LEMME 26, - Pour toute suite (vp) de mesures & support compact dans Q , il

. +
existe hO € X tel que

Pour toute suite infinie o = (vl 3 ses vp , ++s) de mesures de Radon & sup-

port compact dans Q , posons

AMo)=f{he®x 3 (v ,h)=1imn (v, &), ¥ p} .
Y % 1Y

La famille [A(c)] est composée d'ensembles fermés non vides et, si
0'0={U*1 ? Mooy eve 9 By vee}

alors A(oo) est borné sur tout compact, donc compact pour la topologie de la con-

vergence uniforme sur tout compact ; enfin on a
A(cl U 02) c A(ol) n A(oz) .

L'intersection de la famille A(s) n'est pas vide, et ne contient qu'un élément

h0 qui n'est autre que la limite de & .

D'aprés le 1°, le sommet de xt posseéde un systéme fondemental dénombrable de

voisinages faibles dans ®* s par suite %" est bien coiffé.
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