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(Initiation & 1'Analyse) '
7e année, 1967/68, n° B.2 et B.3 30 novembre et 7 décembre 1967

COMPACITE FATBLE DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES
APPLICATIONS AUX ESPACES DU TYPE C(K) ET Ll(u)

par Jean-Louis CLERC et Yves COLIN de VERDIERE

Notations. - On sera appelé & employer, sans les préciser, les notations suivan-
et ara ararara e o

tes ¢

E : espace vectoriel topologique localement convexe ;

E' : son dual topologique 3

E" : son bidual (dual de E' fort) ;

E' § le dual algébrique de B! (complété faible de E ) ;

Si uelL(B, F), u' est sa transposée, u" sa bitransposée ;

K : un espace topologique compact ;

M : un espace topologique localement compact ;

C(K): 1'espace vectoriel des fonctions numériques continues sur K , muni de la
norme de la convergence uniforme ;

CO(M) ¢ 1l'espace vectoriel des fonctions numériques continues sur M tendant vers
0O & 1l'infini, muni de la m&me norme ;

4 ¢ mesure de Radon sur K , ou mesure de Radon sur M ;

m;(K) (W;(M)) : espace de Banach des mesures de Radon bornées sur K (sur M );

ﬁl(u) : espace vectoriel des fonctions numériques w-intégrables ;

Ll(u) ¢ l'espace de Banach des classes de fonctions numériques intégrables, muni
de la norme usuelle 3

ﬁn(u) ’ Lm(u) : notations classiques.

I. ProEriétés générales de faible comgacité dans les
espaces localement convexes (e. 1. c.)

1. Le théoréme de émul'jan.

DEFINITION I.1. - Nous dirons qu'un espace topologique X a la propriété (8) de

émul’jan si, de toute suite relativement compacte de X , on peut extraire une

sous—suite convergente dans X .

Exemple : Tout espace topologique métrisable a la propriété (S).
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PROPOSITION I.1. - Si K est un compact, F un espace topologique métrisable,

l'esgace CS(K H F) des fonctions continues sur K & valeurs dans F , muni de la

topologie de la convergence simple, a la propriété (S).

Démonstration.

(a) 8i K est métrisable, il admet une partie dénombrable partout dense D , et
sur toute partie relativement compacte de CS(K , F) , la topologie de la conver-
gence simple dans D est séparée et moins fine que la topologie induite, donc lui
est identique. Une telle partie relativement compacte est donc métrisable, ce qui

prouve la proposition.

(b) si K n'est pas métrisable, considérons une suite (fn) relativement com-

pacte dans CS(K s F) , et la relation d'équivalence R sur K :

xRy si, et seulement si, ¥ n , fn(x) = fn(y) .
L'espace topologique X = K/R est compact, et CS(E'; F) s'identifie & un sous-
espace fermé de CS(K ; P) . De plus, K est métrisable ; en effet, considérons
sur E' la topologie la moins fine rendant continues les applications fn de K

dans F , cette topologie est évidemment séparée, moins fine que la topologie quo=

tient ; elle lui est donc identique, de plus F étant métrisable, elle est métri-

sable. On peut donc extraire de }; une suite }' simplement convergente vers
© , continue sur X . Cette suite f convergera simplement vers ¢ dans
cy(k 5 F) .

PROPOSITION I.2., - 8i X est une réunion dénombrable de compacts, et F métri-
sable, CS(X : F) a la propriété (S).

Soit (fn) une suite relativement compacte dans CS(X s F) s pour tout compact
K de X ; la suite des restrictions de fn & K est relativement compacte dans
CS(K 3 F) 3 on peut donc en extraire une suite simplement convergente vers une
fonetion o . On peut donc, par un procédé diagonal, extraire de (fn) une suite
simplement convergente en tout point de X 3 cette suite étant de Cauchy, converge-

ra évidemment vers une fonction continue.

’ N L d
THEOREME I.1 (de Smul'jem). = Si E est un e. 1. c. métrisable, 1'espace E mu-

ni de la topologie o(E , E') a la propriété de §mul'jan, c'est~&~dire que de tou-

te suite (xn) faiblement relativement compacte dans E , on peut extraire une

sous-suite (x_ ) faiblement convergente dans E .
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En effet on peut considérer E faible comme un sous—espace topologique de
CS(E' ’ B) , ou B' est le dual topologique de E muni de la topologie faible.
De plus, E est fermé dans cet espace, et E! est réunion d'une suite de compacts
faibles (prendre les polaires d'une base dénombrable de voisinages de O dans E).

On en déduit le théoréme de Smul'jan par application de la proposition précédente.

2. Le théorgme d'Eberlein.
W\M’WWV

DEFINITION I.2. - On dit qu'un espace topologique X a la propriété d'Bberlein
(6), si toute partie A de X , dont toute suite extraite admet une valeur d'adhé-

rence dans X , est relativement compacte dans X .

Exemples : Tout espace topologique métrisable, tout espace uniforme complet, a la

propriété d'Eberlein.

PROPOSITION I.3. = Si K est un compact, F un espace topologique métrisable,
1'espace CS(K s F) ala propriété d'Eberlein.

Démonstration. = Soit A wune partie de CS(K ; F) dont toute suite extraite ad-

met une valeur d'adhérence ; A est précompacte et relativement compacte dans FK;
il suffit donc de montrer que si g est une fonction de K dans F adhérente &
& pour la topologie de la convergence simple dans K , elle est continue. Raison=-

nant par 1l'absurde, soit x, un point o g n'est pas continue et € >0 , tel

0
que pour tout voisinage V de Xy il existe x dans V avec d(g(x) , g(xo)) >e.
On peut alors construire une suite (fn)n>l de fonctions de A et une suite
7

(x) de points de K vérifiant les propriétés suivantes :
130 prop

(1) ale (x,) , alx) < ;11- , pour 0<ign~=1 ,
(2) a(g(x) , elxy)) > ¢ ,
(3) a(ey(x) , £,(x)) <=, pour 1gign .

La possibilité d'une telle construction est immédiate. Supposons en effet la cons-

truction faite jusqu'a (f , 1'expression de (1) signifie que 1'on prend

n-1"’ Xh—l)
fn dens un voisinage donné de g pour la convergence simple dans K . Une fois

fn choisie, (3) est vérifide pour tous les points d'un voisinage V de X, dans
lequel on peut trouver X, vérifiant (2). Soient alors f wune fonction continue

adhérente 3 l'ensemble des (fn) , et x une valeur d'adhérence de la suite (xn) .
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(1) implique que, pour tout i , f(x.) = g(x.) H
i i

(3) implique que, pour i > 1 ; on a fi(x) = fi(xo) .
Donc g(xo) = f(xo) = f(x) .
Or g(xo) n'est pas valeur d'adhérence des g(xi) , alors que f(x) est valeur

d'adhérence des f(xi) . I1 y a donc contradiction.

THEQREME I.2 (EBERLEIN). - S5i E est un espace localement convexe complet, 1'es~-

pace E , muni de la topologie faible o(E , B') , posséde la propriété d'Eberlein.

Démonstration. — Soit A une partie de E dont toute suite extraite admet une

valeur d'adhérence faible dans E . A est relativement compacte dans E'* (dual
slgébrique de B' qui s'identifie au complété faible de E ). I1 suffit donc de
montrer qu'une fonction numérique X sur E', adhérente & A pour la topologie
de la convergence simple, est dans E . Soit K wune partie équicontinue faiblement
compacte de E' ; la restriction de X & K est adhérente pour la topologie de la
convergence simple dans K & 1'ensemble des restrictions de A & K, lequel est
relativement compact dans CS(K ; R) , d'aprés la proposition précédente. Donc la
restriction de X & K est continue. Or on sait (théoreme de Grothendieck) qu'une
forme linéaire sur E' , dont la restriction & toute partie dquicontinue de E!

est continue, est un élément du complété de E , c'est-a-dire ici de E , car on a

supposé E complet.

Les théoremes précédents ont d'importantes applications, car ils permettent de
ramener certains problimes de convergence & des problémes de convergence de suites.
Par exemple, le théoréme suivant et le théoreme de Krein que nous étudierons ensui=-
te.

THEOREME I.3. - Soient K wun espace compact, C¢(X) 1'espace de Banach des fonc—

tions numériques continues sur K muni de la norme de la convergence uniforme 3

pour qu'une partie 4 de ¢(X) soit faiblement relativement compacte, il faut et

il suffit qu'elle soit bornée et relativement compacte dans 1'espace C(K) muni de

la topologie de la convergence simple.

Condition nécessaire : Elle est évidente, car la topologie de la convergence sim=—

ple est moins fine que la topologie faible.

Condition suffisante : Soit (fn) une suite contenue dans A ; la proposition

I.1 nous dit qu'on peut en extraire une suite (fnk) simplement convergente vers

une fonction o . Cette fonction o est alors valeur d'adhérence faible de la
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suite (fn) , car, pour toute mesure W sur K , u(fnk) tend vers u(o) (théo-

réme de Lebesgue).

3. Le théoréme de Krein.

Nous aurons besoin d'un lemme qui resservira plusieurs fois dans la suite.

LEMME I.1. —- Soient E un e. 1. c. séparé, F un e. 1. c. complet, et u une

application linéaire continue de E dans F . Les propriétés suivantes sont équi-

valentes

(a) u transforme les bornés de E en parties faiblement relativement compactes
de Ty
(b) La transposée u' de u transforme les parties quicontinues de P! en

parties o(E! , B") relativement compactes de B! 3

(¢) La bitransposée u" de u applique E" dans F .

z * .
Démonstration. - Rappelons que E" est la réunion des adhérences dans E' muni

®
de o(E' , B') des parties borndes de E .

(a) => (c) : Si B est une partie bornée de E , 1'adhérence faible de u(B)

dens F" est contenue dans F , donc u(B) € F .

(¢) == (a) : Bn effet B est o(E", E') compacte, donc u(B) < u™(B) est
b

relativement compacte pour oF , F') .

(¢) ==> (b) : En effet u" est continue pour o(E" , B') et o(F, F') , donc
u' est continue pour o(P', F) et o(B', E") , et transforme les parties fai-
blement compactes (donc en particulier les parties équicontinues) de F!' en par-

ties o(BE! ’ E") relativement compactes de BE' .

(b)) => (c) : (b) implique que u" est continue quand on munit E" de la to-
pologie de Mackey T(E" , B') , et F" de la topologie de la convergence uniforme

sur les équicontinus de F' . Pour ces topologies, on a les propriétés suivantes :

E est dense dans E" ,

F est un sous-espace fermé de F" (car F complet).

Donc u" , qui applique E dans F , applique son adhérence E" deans F .

4
THEOREME I.4 (XREIN). - Si E est un espace localement convexe complet, 1l'enve-

loppe disquée B (i. e. convexe équilibrée) de toute partie faiblement compacte

A de E est faiblement relativement compacte dans E .
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Démonstration. = Soit F 1le sous-espace vectoriel de E engendré par B . Munis-

sons F de la norme jauge de B . L'spplication canonique u : F =>E est évi-
demment continue (car B est bornée dans E ), et le théordme dit exactement que
u est faiblement compacte. Comme F est normé, les applications faiblement com-
pactes sont exactement les applications vérifiant 1'hypothdse (a) du lemme I.1. Il
suffit donc de montrer que wu' +transforme toute partie équicontinue de E' en une
partie o(F' , F") compacte de F!' .

Soit H 1le sous-espace vectoriel du Banach F' , formé des y' de F' , dont la
restriction & A est continue pour la topologie o(E , E!') . H est évidemment un
sous~espace fermé, donc complet, de F' . De plus, si y'!' €H,

sup |G, x| =swp |G, O] =ly'llp -

XEA x€B
Donc H s'identifie & un sous—espace vectoriel fermé de C(A) . Les parties
o(F? ’ ") compactes de H sont donc les parties de H faiblement compactes de
C(A) , que 1'on a caractérisées dans le théordme I.3. Or u' applique évidemment
E' dans H . Soit B' wune partie équicontinue de E' ; u'(B') est une partie
relativement compacte de CS(A) , et u'(B') est bornée dans C(A) , donc u'(B')

est une partie o(F!' , F") compacte de F' , ce qu'il fallait démontrer.

II. Etude de deux classes d'esgaces localement ccrnvexes

Notations. — Si E et F sont deux e. 1. c., nous désignerons par B(E ; F)
l'ensemble des applications linéaires continues de E dans F transformant les
parties bornées de E en parties faiblement relativement compactes de F . Toute
application de E dans F faiblement compacte au sens habituel est dans B(E ;F?.
Si E est un Banach, les applications de 8(E 3 F) sont les applications faible—

ment compactes de E dans F .

Nous allons nous intéresser aux espaces E possédant des propriétés du type des

deux suivantes :

-Si u et v sont dans B8(E ; B) , v o u transforme les bornés de E en
parties précompactes de E ;
- S u est dans B(E ; F) , u transforme les suites de Cauchy faibles de E

en suites de Cauchy fortes de F .

Nous utiliserons le théoréme suivant :
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THEOREME II.1. - Soient E un e. 1. cey, 6 un ensemble de parties bornées de

E ; nous désignerons par T 1'ensemble des parties équicontinues disquées

o(B' , E") compactes de E' ; les hypothéses suivantes sur (B, 6) sont équiva=

lentes :

(a) Pour tout e. 1. c¢s P complet, toute u de B(E ; F) , et toute A de 6,

u(4) est une partie relativement compacte de F ;

(b) Les A € 6 sont précompactes pour la I-convergence ;

(¢) Les Be X sont précompactes pour la ©-convergence.

(a) => (b) : 301t hﬁ le COmplete de E muni de la I~convergence. L'appli-
cation canonique u ‘de E dans h% est continue (les B de X sont des parties
équicontinues de B' ), et u est dans B(E, 3:) , car u' , qui est l'applica~
tion identique de E' dans E' , transforme les parties équicontinues de E' con-
sidéré comme dual de ﬁi (c'est=d=dire contenues dans un B de X ) en parties
o(E! , B") relativement compactes du dual E' de E (application du lemme I.1).
Donc u(4) est une partie relativement compacte de ﬁ: , donc A est précompacte
dans Ei'

(b) ==> (a) : Soit u € B(E H F) , montrons que u est continue si on munit E
de la topologie de la I~-convergence. C'est évident, car u' transforme les par-
ties équicontinues disquées faiblement fermées de F' en parties B de < (lemme
I.1). Donc, comme A , élément de 6 , est précompacte dans ES , u(d) est pré-

compacte dans F ;5 et comme F est complet, u(4) est relativement compacte.

L'équivalence de (b) et (¢) résulte du théordme d'Ascoli sous la forme suivante

LEMME IT.1. - 8i X et Y sont deux espaces uniformes, 6 (re pe T ) un en-

semble de parties précompactes de X (resp. Y ), et b(x, y) une application

séparément uniformément continue de X x Y dans un espace uniforme 7 , les pro=-

priétés suivantes sont équivalentes :

(a) Pour toute A de 6, l'ensemble des applications y -> b(x , y) pour

x € A est précompact pour la topologie de la S~convergence sur C(Y ’ Z) 3

(b) M8me propriété en permutant A et B, 6 et T, x et y, X et Y.

BN

On applique le lemme & g

X =E muni de la topologie faible,

E' muni de o(E , B')

I
i

b(x, x') = & y X'y, 6 et T étant des familles de parties bornées de E et

E* , donc faiblement précompactes.

Donnons maintenant deux définitions.
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DEFINITION II.l. - On dira qu'un e. 1. c. E a la propriété de Dunford-Pettis

(notée (DP)), si E vérifie les conditions équivalentes du théoréme II.1 ol

6 est 1'ensemble des parties disquées faiblement compactes de E .

DEFINITION II.2. - On dira qu'un e. 1. c. E a la propriété de Dunford-Pettis

stricte (notée (DPS)), si E vérifie les conditions du théoréme II.1 ou

€ est l'ensemble des suites de Cauchy faibles de E .

Nous verrons plus loin que les espaces du type C(K) et du type Ll(u) ont les
propriétés (DP) et (DPS).

De plus, il résulte immédiatement du théoréme II.1 et des définitions, la propo-

sition suivante :

PROPOSITION II.1. — Si E est un e. 1. c. complet ayant la propriété (DP), et si

u et v sont dans B(E 5 E) , VvV ou transforme les bornés de E en parties re=-

lativement compactes de E .

En particulier, nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION II.2. - 8i E est un espace de Banach et a la propriété (op), le

produit de deux endomorphismes faiblement compacts de E est un endomorphisme com-

pact de E .

D'olh on déduit, en prenant pour u et v 1l'application identique de E dans

E , la proposition suivante :

PROPOSITION II.3. = Un espace de Banach réflexif ne peut avoir la propriété (DP)

que s'il est de dimension finie.

PROPOSITION II.4. - 81 E a la propriété (pps), et F est un e. 1. c. complet,

toute application u € B(B ;3 F) transforme les suites de Cauchy faibles de B en

suites convergentes dans T .

PROPOSITION II.5., = Si E est un Fréchet et a la propriété (DPS), il a la pro-
priété (DP).

Soient F un e. 1. c. complet, et u € B(E ; F) ; soient A une partie faible-
ment compacte de E , y = u(xh) une suite extraite de wu(A) ; d'aprds le théord-

me de émul'jan, on peut extraire une sous-suite (x ) faiblement convergente de
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(xn) ’ u(x ) est alors une suite convergente, et u(xh) admet sa limite pour

valeur d'adhérence. On en déduit que u(A) est précompacte, donc relativement com-

pacte (P est complet).

PROPOSITION II.6. = Si E est un e. 1. c. complet dont toute suite de Cauchy

faible est faiblement convergente, et si E vérifie (DP), E vérifie (DPS).

Soient, en effet, F et u comme précédemment, (xn) une suite de Cauchy fai-
ble convergeant faiblement vers x ; d'aprés le théoréme de Krein, 1'enveloppe dis-
quée fermée A de {xn} est faiblement compacte, donc wu(A) est compacte, et
u(xn) convergente (car sur u(A) les topologies faibles et fortes sont identi-

ques) .

PROPOSITION II.7. - Si E est un Banach, et si E' fort a la propriété (TP),

E a la propriété (DP).

En effet, d'aprés 1'énoncé (b) du théordme II.1, appliqué & E!' fort, les par-
ties disquées o(E' , E") compactes de B! (qui sont les parties de & avec les
notations du théoréme II.1) sont précompactes pour la topologie de la ZX'-conver-
gence ( %' désigne 1'ensemble des parties équicontinues disquées o(E" , EM)
compactes de E" ), qui est plus fine que la topologie de la G-convergence (nota=

tions du théordme II.1).

THEOREME II.2. - Si E est un espace de Banach, les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

(a) B a la propriété (DP) ;

(v) Pour tout e. 1. c. F complet, et toute application bilinéaire continue u

de ExF dans un e, 1. c. G, si (xi) est une suite faiblement convergente

vers X, dans E , et (yi) une suite faiblement convergente vers Yo dans F ,

u(x:.L , yi) converge faiblement vers u(xb , yo) dans G .

(a) ==> (b) : La conclusion signifie que, pour tout z' de G',
(u(xi , yi) , z') tend vers (u(xO , yo) , 2')
de sorte que l'on est ramené au cas o G est le corps de base. Mais alors on sait
qu'il existe une application linéaire continue v de F dans E' fort telle que
w(x , y) = {x, vy) .

La suite xi = Vy, converge vers x6 = Vy, au sens de ofB! , B") . Or le théore-

me de Krein, appliqué & la suite (xi) et & la suite (yi) , montre que l'enveloppe
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disquée fermée de (xi) (resp. de x{ ) est o(E, B') compacte (resp. of(E!', B")
compacte). Le (b) du théordme II.1 permet de conclure que la suite (xi) converge

uniformément sur 1'ensemble des (xi) .

(b) => (a) : 81 B n'avait pas la propriété (DP), il existerait une suite
(xi) dans B , faiblement convergente vers O , et une partie o(E' , E") , com-
pacte A!' de E' , telles que (xi) ne converge pas uniformément sur A' . On
pourrait trogver e et x{ € A' tels que ](xi ’ x{)l > ¢, et, en utilisant le
théoréme de Smul'jan, on pourrait extraire de xi une suite faiblement convergente

vers xé ¢ l'hypothese (b) serait alors contredite par le triplet (B, B! y (o y o)),

III. Cas des espaces L1 33 C(K)

THEOREME IIT.1. - L'(u) et C(K) ont les propriétés (DP) et (DPS).

(1) b ai1a propriété (DPS),
(2) 1' a1a propriété (DP),
(3) I ala propriété (D),
(4) ¢(X) ala propriété (DP),

(5) c(X) a la propriété (DPS).

onma (1) <= (2) <= (3) <= (4 <= (5.

(1) <== (2) , en vertu de la proposition II.6, et du fait que dans Ll , toute

suite de Cauchy faible est faiblement convergente ;

(2) <= (3), en vertu de la proposition II.7, et du fait que (Ll)' =L 3

(3) <== (4) , en effet, L  est une C*-algébre de Banach, donc il existe un
compact K tel que L ~ C(K) ;

(4) <== (5) , en vertu de la proposition II.5.

Nous allons démontrer que CO(M) ( M 1localement compact) a la propriété (DPS).
Le théoréme III.1 en résultera.
Donc, soit (fi) une suite de Cauchy faible dans CO(M) s on sait que :
10 sup ”fiHoo <4+,
i

20 I1 existe g borélienne bornée, et fi(x) -» g(x) en chaque point.

[Pour montrer le 2°, on utilise la mesure de Dirac e, 5 ces conditions sont d'ail-

leurs suffisantes, d'apreés le théoréme de Lebesgue. |

Soit H wune partie faiblement relativement compacte dans ﬁﬁ(M) s nous devons

démontrer que ((fi) , u) converge uniformément en p (uw € H) , quand i => =
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(condition (b) du théordme II.1). Or, d'aprés le théoréme de Lebesgue, cette limite
ne peut 8tre que (g , w) . Raisonnons par 1'absurde ; on pourrait extraire une
sous=suite (f ) et une suite (u ) dans H , pour laguelle la convergence ne

soit pas déja uniforme. lMais on salt qu'alors les mesures sont absolument continues

par rapport & = Z.l H—En-- appliquons alors le théoréeme de Lebesgue. Tenant
m=1 3" Mgl

compte du théoréme d'Egoroff (toute suite, qui converge presque-partout, converge
en mesure sur tout compact), on voit que le théoréme sera démontré lorsqu'on aura

prouvé le lemme suivant :

LEMME III.1. — Soit (fi) une suite uniformément bornée dans Le , convergeant
vers une fonction g € E” , en mesure sur tout compact ; alors elle converge vers

g au sens de T(L s L ) y 1. €4 I f h du tend vers I gh d,  uniformément

quand h parcourt une partie falblement compacte H de L .

Démonstration. - Soient H faiblement relativement compact, et & >0 . D'apres

le critére de Dunford-Pettis, il existe un compact K , et M >0 , tels que
r
Thel, sl dlul e
P
¥ B p=-mesurable, |MI(B)~$ mn, JBIhI du < e

Mais alors, d'aprés 1'hypothése sur la suite (fn) , 11 existe N tel que

¥n>N, wix € K | lfn(x)-g(x)l>s}\<ﬂ. .
D'ou, en posant
K vk ={xek | [f,(x)-ex)]>e ,
[
l“rfnhdM—Jghdﬂl‘s“CK'*‘"rK\K +°K ?
n n
I}K]f h - ghl du < 2 sup Hf W ’
i
d'aprés le choix de K ,
! £ h - gh| du<<2supl|f,] ¢
K\Kn n g AN ip iLm ’

car w(K Kn) <N,

)

|£ h - gh| dy < sup |||
Kn n > hel

’

d'aprés la définition de Kn .
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Remarque. - On peut remplacer la suite par un filtre quelconque admettant g € L’

comme limite en mesure sur tout compact.

COROLLAIRE. - Soit u une application linéaire faiblement continue (1) de ()

dans un e. 1. c. séparé F . Alors u est faiblement compacte, et transforme toute

. m - 7 .
suite de L (u) , qui est bornée et qui converge en mesure sur tout compact vers

g € Lm(u) , en une suite fortement convergente vers u(g) .

En effet, 1la boule unité de I” est faiblement compacte j3 par suite son image
par u est faiblement compacte. Mais alors u' transforme les parties équiconti-
nues de F' en parties faiblement relativement compactes de L1 , ce qui signifie
que u est encore continue, lorsqu'on munit B = 1 de la topologie T(L'm ’ Ll) ’

et F de la topologie initiale. Le lemme précédent permet alors de conclure.

IV. Critéres de faible compacité dems (1)

L'intér8t d'étudier la faible compacité dans wl (1) provient de la remarque sui-

vante :

Remarque. - Soit u @ Gb(M) ->E , ou E désigne un Banach. Dire que u est
faiblement compacte revient & dire que 1'ensemble {u'(y!) , y' dans la boule

unité de E'} est une partie c(m;(M) , (El(M))’) relativement compacte.

THéORﬁME IV.1l. = Soit H wune partie faiblement relativement compacte de ml(M) .

Alors

(a) I1 existe une mesure, positive, bornée, u , sur M , telle que

gent(y) .

(b) H, en tant que partie de L'(uw) , est faiblement relativement compacte.

Soit W une mesure positive bornée sur M . L'application, qui & g € Ll(u)
fait correspondre la mesure gy , est une application linéaire continue, dont 1'i-
mage est exactement (théordme de Lebesgue-Nikodym) 1'ensemble des mesures absolu—
ment continues par rapport & i, ; on désigne encore par LX(u) cette image. On

sait que c'est aussi la bande engendrée par u , au sens de Bourbaki [1].

(1) Par topologie faible de L , on entend la topologie U(LOo , Ll) .
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Démonstration. = Rappelons d'abord un résultat de KAKUTANI [4] : Tout espace

m&(m) est isomorphe, en tant qu'espace de Banach ordonné, & un Ll(v) s O v est
une mesure positive sur un espace localement compact T . H , considérée comme
partie faiblement relativement compacte de Ll(v) , Satisfait sux critdres de

Dunford-Pettis. Pour tout n , on peut ainsi trouver un compact Kn , tel que

Kn > Kn—l '
r 1
Yheld, 2k In| dvgz -
n
[ee]
Soit maintenant Q = U Kn ; tout élément de H est alors presque partout nul hors
1
de Q . Considérons alors la fonction
5 1 1
f = -—2-\)(Kn) L -
ln n

C'est une fonction positive, intégrable et strictement positive sur Q . Par suite

fheld, sup (inf(nf , |n|)) = [n| ,
neﬁ

et donc (voir BOURBAKI [1], chap. II, § 1, n® 5, corollaire de ia proposition 6)

H est contenue dans la bande engendrée par f .

Par isomorphisme inverse, on a ainsi trouvé une mesure \ , telle que H soit
contenue dans la bande engendrée par A . Ou encore, d'aprés le commentaire ci-

dessus, H est contenue dans Ll(k) .

Nous avons ainsi prouvé (a) ; le (b) résulte de ce que Ll(k) est fermé dans

m?(m) . Enfin la réciproque est évidente.

THEOREME IV.2. - Soit H une partie bornde de T.(i) ; les propositions suivan-

tes sont équivalentes :

1° H est faiblement relativement compacte ;

2° Pour toute suite (fi) de fonctions (mesurables pour toute w € H ), unifor-

mément bornée, convergeant en chaque point vers une fonction g , on a
f‘l

T
ll:.mv fidp,=
1

g dy  uniformément quand Earcourt H ;

3° Pour toute suite (fi) de fonctions faiblement convergente vers O dans

Gb(M) , on a

lim f fi du = 0 wuniformément quand W parcourt H 3

4° Pour toute suite (Oi) d'ouverts disjoints deux & deux, on a

lim u(Oi) = 0 uniformément quand u parcourt H ;
i
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59 Les deux conditions suivantes sont vérifides :

(a) Pour tout compact X et pour tout e >0 , il existe un ouvert U , con-

tenant K , et tel que
YueEH, Wl n&)<e ,

(b) Pour tout e >0 s il oxiste un compact K tel que

fued, lul (k) e .

1° => 2° : Cela résulte du théoréme III.1, et du lemme III.1.

2° => 3° : Cela est clair, d'aprés la caractérisation des suites faiblement
convergentes dans CO(M) .
30 => 4° : Si le 4° n'était pas vrai, on pourrait trouver ¢ >0 , une suite

de mesures My € H, et une suite d'ouverts (Oi) , tels que

vi, s ()] > e
on pourrait alors trouver f & support compact contenu dans Oi , telle que
lfil <1 et lf fi dMil > ¢, ce qui contredit le 3°.

4° ==> 5° : Si le 5° (a) n'était pas vrai, on pourrait construire par récurren-
ce une suite (Vn) de voisinages de K , une suite (un) extraite de H , et une

suite (On) 1'ouverts relativement compacts, tels que
. £
0 <V nCv_, ilvbn(on)l>‘§ ’

ce qui contredirait le 4°.

Supposons la construction faite jusqu'au rang n ; il existe alors une Wop1 € H,

telle que |u (Vh nCK)| > ¢, donc un compact K LSV, N CK tel que

n+l n+
. € .
Iun+1(Kn+1)' >-§ , donc un ouvert relativement compact Gn+l tel que
—_— — 3
c C [ —
Kprt © O Ope1 “Vp 0 (x ot h'bn+l(on+1)I 7

I1 suffit alors de prendre un voisinage ouvert de X , soit Vh+l , contenu dans

V. et ne rencontrant pas O
n n+l1

De m&me pour le 5° (b).

Enfin 5° ==> 19 : En vertu du théoréme d'Eberlein, il suffit de montrer que
toute suite (un) extraite de H admet une valeur d'adhérence faible. Or la suite
(un) est contenue dans un espace Ll(u) ; on se raméne donc & un espace L1 s uti-

lisons alors le critére de Dunford-Pettis : il nous suffit de montrer que
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ve>0, 3M>0, ¥ A mesurable , Ww(4) <7, vfeH, nrAlfl du € €
la deuxidme condition étant exactement le 5° (b). Supposons donc que ce soit faux,

on pourrait alors trouver une suite (Un) de parties ouvertes de M , et une suite

(fn) extraite de H , telles que

1 [
w(U) €= et - Ifnl du > €
2 n
Posons alors Vn = U U, . Les Vh forment une suite décroissante dl'ouverts dont
iZn

les mesures tendent vers O , et telle que

fv £ | aw>e

n
Or le 5° (a) implique, par passage au complémentaire, que pour tout ouvert V et

tout o >0 , il existe un compact K =V tel que

v feH, ‘rVnCKIfI o .

Soit, par suite, Kn un compact contenu dans Vn tel que

€
Jﬂv nCKn|fl WS Tt

n
soit Ké = N Ki ; on a K£ = Kn c Vn , et
1<in
A [ r
il ey =y
n n n o n

Mais on peut minorer la deuxi®me intégrale en remarquant que

| - C
v, n CKn = U (Vn n CKi) U (Vi n CKi) R
I<isn I<isn

d'ou

[ £ €

» tlf I dF'* AN F—- > €5

VnnCK n I<ign 21+1 2

donc

Mais les Kﬁ forment une suite de compacts non vides, dont les mesures décroissent
vers O . Soit K 1leur intersection non vide. On a u(K) =0 , et par ailleurs on

peut trouver un ouvert U = K tel que

r €
v feH, uU\KIfldp<-2- .
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Mais comme K est de mesure nulle, il vient

£

¥ feH, fUlfl <z .

D'autre part il existe un n tel que Ké cU . Dou

f
fle | a >/~TK1;|fnt W 3s .

THEOREME IV.3. — Soit M localement compact. Désignons par 8 1'espace vecto-

riel des fonctions sur M engendré par les fonctions caractéristiques de fermés

qui sont des G6 . Pour qu'une partie bornée de ﬁ}(M) soit faiblement relative-

ment compacte, il suffit (et i1 faut évidemment) qu'elle soit relativement compacte

pour la topologie c(mﬁ(M) y BO) .

On sait que le dual de m;(M) contient en particulier le sous-espace des fonc-
tions borndes sur M , mesurables pour toute mesure u de Kl(H) +« Nous le note-
rons @u et, muni de sa norme naturelle, il est complet. Il contient BO comme

sous—espace.

Démonstration. = Commencons par le cas ou M est compact métrisable.

Soient H bornée, et U(ﬁl(M) , BO) relativement compacte. En vertu du théoréme
d'Bberlein, il suffit de montrer que, de toute suite extraite de H , on peut ex—

traire une sous-suite faiblement convergente.

Or H est bornée, donc équicontinue en tant qu'ensemble de formes linéaires sur

(ﬂ&(M)) ; par suite, les topologies c(ml : 56) et c(ml , BO) coincident sur H .
Mais 65 , adhérence forte de BO dans (ﬂ§(M)) , ou dans @u , ce qui revient am

méme, puisque B, est un sous-espace fermé de (Ml(M)) , contient C(M) , ainsi
qu'il est facile de le voir en utilisant 1'uniforme continuité des fonctions conti-
nues sur un compact. Par suite, sur H , les topologies o(m; ’ BO) s la topologie
vague, et c(m;(M) H Eg) , coincident. M &tant supposé métrisable, C(M) est sé-
parable, et la boule unité de m;(M) (ou une partie bornée) est vaguement métrisae-
ble. Comme H est vaguement compacte et bornée, on peut extraire de la suite (uj)
une sous-suite notée encore (uj) y Vaguement convergente, donc aussi 0'(3“1-l ’ Eg)

convergente. On achdéve la démonstration 3 l'aide du lemme suivant ¢

LEMME IV.1l. - Soit M wun espace compact quelconque. Soit (uj) une suite bornée

dans ﬁ}(M) . Pour que la suite (uj) converge faiblement, il faut et il suffit

que, pour tout ouvert 0 M , la suite uj(o) soit convergente.
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Pour le démontrer, nous utilisons le critére 4° du théoréme IV.2. Soit (Oi) une

suite dtouverts deux 3 deux disjoints j; nous devons démontrer que lim pj(Oi) =0
' i

uniformément en j . Soit ;fj 1'é1ément de 4% défini par ’pfj(i) = p.j(oi) . Pour
toute partie Nl de N,
(‘I‘ ’ lN >= 2 a:](i) = p"( U Oi) .

1 ieN

J Jd s
ieN 1

Par suite er s, 1 converge (j =>®) . Or les fonctions caractéristiques de

N1>
parties de N forment un sous-ensemble total dans 2 , et par suite, (Es) est
une suite de Cauchy faible de zl(N) , donc faiblement convergente. Ce qui entraine

1lim ﬂs(i) = 0 uniformément en j , en utilisant par exemple le critére de Dunford-
i
Pettis.

Le cas ou M est un compact quelconque se raméne au cas ou M est métrisable,

gréce au lemme suivant ¢

LEMME IV.2. - Soit M un compact. Pour qu'une partie A Dbornée de ﬂﬁ(M) soit

faiblement relativement compacte, il faut et il suffit que, pour tout espace quo-

tient séparé métrisable N de M, l'image canonique de 4 dans i) soit une

partie faiblement relativement compacte de cet espace.

D'apres le théortme de Krein, il suffit de démontrer le résultat lorsque A est
convexe, cerclée et vaguement fermée. Nous utiliserons deux lemmes classiques de la

théorie des e. 1. c.

LEMME IV.3. - Si E est un e. 1. c., A une partie équicontinue, convexe, cer-

clée et faiblement fermée de son dual, il existe une application linéaire continue

u de E dans un espace de Banach F , telle que la transposée wu' applique bi-

univoquement la boule unité de F' sur A .

I1 suffit de considérer la semi-norme sur E , jauge de X , polaire de A, et
d'appeler F 1le quotient complété de E muni de cette semi-norme. L'application

naturelle de E dans F satisfait & la condition wvoulue.

LEMME IV.4. - Soient K wun compact, F wun Banach (ou seulement un espace loca—~

lement compact séparé (e. 1. c. s.) quasi-complet), et u une application linéaire

continue de C(K) dans F . Pour que u soit faiblement compacte, il faut et il

suffit que, pour tout quotient métrisable 4 de K, u restreinte a CCE) soit

faiblement compacte.
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La condition nécessaire est évidente ; pour la condition suffisante, il suffit
d'établir que toute suite extraite de 1l'image de la boule-unité de ¢(X) a une va-
leur d'adhérence faible (d'aprds EBERLEIN). Donc, soit (fi) une telle suite 3
considérons sur K 1la relation d'équivalence xny si Vi, fi(x) = fi(y) .
Soit K 1le quotient de K par cette relation d'équivalence, muni de la topologie
quotient. La topologie la moins fine, rendant continues les applications ?; , est
séparée, métrisable, moins fine que la topologie quotient. Par suite, K est sépa-
ré, donc compact, et aussi métrisable. Mais alors, d'aprés 1l'hypothése, u res—
treint & C(K) est faiblement compacte, et par suite (u(fi)) posséde au moins

une valeur d'adhérence faible.

Enfin, le cas ou M est localement compact se régle par compactification de 1'es-
pace. Si M est le compactifié de M , J(M) est isomorphe & 1'hyperplan des me-
A

\

gures sur M qui ne chargent pas le point & 1'infini.

V. Nouvelle caractérisation des agglications faiblement comEactes :
La propriété de Dieudonné

’ \
THEOREME V.1. = Soient E un e. 1., c., B" son bidual, et H wun sous-espace

vectoriel, tel que E < H < E" , Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) Toute partie équicontinue disquée o(E' , H) compacte est o(E! , E") com=
pacte ;

(2) Si F est un e. 1. c. s. complet, et si u est une application linéaire

faiblement continue de E dans F telle que u" applique H dans F , alors u'"

applique E" dans F .

(1) ==> (2) : u™H) € F signifie que u' est continue de F' faible dans
E' muni de o(B' , H) . Donc u! transforme les parties équicontinues de F' en
parties o(E!' , H) compactes, donc o(B! , B") compactes ; par suite, u est

faiblement compacte, et donc applique E" dans F .,

(2) => (1) : Soient A' équicontinue, disquée, et o(B' , H) compacte de
E' . Par application du lemme IV.3, on peut trouver un Banach F , et une applica-
tion linéaire continue uw de E dens F , telle que A' soit 1'image par u! de
la boule unité de F'!' . Comme u' transforme la boule unité de F' en partie
o(B? , H) relativement compacte, la restriction de u" a H est continue, quand
on munit H de 7(H , B') et F" de sa topologie naturelle. Mais B est faible-

ment dense dans H pour T(H , B') , donc u" applique en fait H dans F .



B2-19

D'aprés 1'hypothése, u" applique alors E" dans F , et par suite, A' est bien

o(E* , E") compacte.

Nous allons nous intéresser au cas o H est le sous-espace de Baire de classe
1, clest-a-dire le sous—espace formé des limites faibles dans E" des suites de
Cauchy faibles de E . On dira que E a la propriété de Dieudonné (en abrégé (D)),
si les propositions équivalentes du théoréme précédent sont vérifiées. On voit que
si E possdde (D), si F est un e. 1. c. complet, toute application linéaire con-
tinue de E dans F, qui transforme suites de Cauchy faibles en suites convergen-

tes, transforme parties bornées en parties faiblement relativement compactes.

THEOREME V.2. - C(K) posséde (D). Plus exactement, si F est un e. 1. c. com~

plet, et u une application lindaire continue de C(K) dans F , les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) u est faiblement compacte 3

(2) Pour toute partie A fermée G, de K, on a u"(iﬂ) eF;

8
(3) u transforme toute suite croissante de fonctions continues positives majo-

rées par 1 , en suite faiblement convergente de T .

(1) => (3) ¢ En effet, une suite croissante majorée est une suite de Cauchy
faible dans C(X) .

(3) => (2) : Bn effet, (2) faible est équivalent & u"(;G) eF, ou G dési-
gne un ouvert réunion dénombrable de compacts. Soit (Kn) cette suite, qu'on peut
toujours supposer croissante. D'aprés le théoréme d'Urysohn, on peut trouver une
fonction continue 0 9 comprise entre O et 1, valant 1 sur K et O dams

Ce . Posons alors £ = sup(o cee mn) . La suite (fn) est formée de fonc-

?
tions continues positives, boinées par 1, et est croissante. D'ol le résultat.

(2) == (1) D'apres le théoréme IV.3, il nous suffit de montrer que toute
partie équicontinue disquée o(E' , H) compacte est o(E' , B") relativement com~-
pacte, lorsque H désigne le sous—espace vectoriel engendré par les fonctions ca—
ractéristiques de fermés qui sont des G6 . Or c'est exactement le résultat du
théoréme IV.2.
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VI. Applications a des Erogriétés d'intégration et de mesure vectorielles

1. Propriété d'Orlicsz.
Soient M wun espace localement compact muni d'une mesure de Radon w , et E un

ee 1. C. S. § une application 3§ de M dans E est dite scalairement p-intégra-

ble si, pour tout y' de E' , la fonction numérique y'o & est u-intégrable ;
f s gz
la forme lindaire sur E!' , y' > Jy'c ddu, zinsi définie par & , est appe-
, I
lée intégrale faible de & , et notée - 8 du . Si f est dans € (u) et & sca
lairement p-intégrable, f& est scalairement u-intégrable, et I £3 du = 3(f)
ne dépend que de la classe de f dans ﬂm(u) ; on en déduit 1'application linéaire
¥ © ¥* . Y ~ ©
3+ L () ->B' telle que, si f est dans £ (b) et f saclasse dans L W),

on ait

r

5 (T) =3(f) =+ £8du .

*
E étant un sous—espace vectoriel de E' , il est naturel de se demander dams

*, o©
quels cas @& (L (u)) est contenu dans E ..

I1 va résulter des théorémes vus plus haut que l'on a le critére suivant :

THEOREME VI.l. - Soient M et w comme plus haut, E un e. 1. c. S. complet,

% une application scalairement u-intégrable de M dans E ; supposons de plus

que, pour tout fermé de Baire A (c'est—3-dire tout fermé qui est un G6 ) de M,

on ait f ?y ® dw € E . Alors :

(1) 1£e1™W) , 8(f) €k ;

3*
(2) & est une application faiblement compacte de Lw(u) dans E 3

(3) Si (gi) est un filtre & Dborné de fonctions de én(u) convergeant en me-

sure sur tout compact de M vers une fonction g ’s(g.) tend vers Ekg) au
’ i RO AR i

sens de la topologie initiale de E suivant o .

Démonstration. ~ Soit By 1le sous-espace vectoriel de ﬁn(u) engendré par les

fonctions caractéristiques de fermés de Baire de M , muni de la norme induite par
ﬁ”(u) . L'application f p=—> f £o du de BO dans E est continue j; en effet,

si B désigne la boule unité de By » et y!' un élément de E!' , on a

i N B o
| o du , vy = |4 £, vy au] < ly el

L'image de la boule unité B est faiblement bornée dans E , donc bornée ; la res—

triction de @ a BO est donc continue de BO dans E . Soit u cette restric—
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tion § u se prolonge par continuité en une application U de 1'adhérence forte
£

de B, dans 27 () 3 valeurs dans B . De plus, U et sont faiblegiPt conti-
nues de Bo dans E!' , et coIncident sur BO , donc U coincide avec & sur
Eg-. Mais ﬁg- contient CO(M) , par restriction de ’5 a CO(M) , on a donc une
application v : CO(M) —>E . De plus v" et '5 sont faiblement continues sur
[ﬂ&(M)]’ a valeurs dans E'* , et coincident sur CO(M) , donc sont égales, et
v"(BO) CE ; donc v est faiblement compacte, et v" transforme les fonctions bo-
rélienmmes borndes en éléments de E ; si f € £ (u) , il existe une fonction boré-

lienne bornée ¥ ayant m&me classe que f dans ﬂw(u) .

On a ainsi démontré (1) ; le (2) est immédiat, car la boule unité de ﬁw(p) est
1'adhérence faible dans ﬁw(u) de la boule unité de CO(M) , dont 1'image dans E

est faiblement relativement compacte.

Démontrons le (3). Si B' est une partie équicontinue de E!' , u!'(B!) est une

partie faiblement relativement compacte de m;(M) , c'est-3=-dire que

fy' o3 | y'eB'}

est une partie faiblement relativement compacte de Ll(u) , donc T y' o 3g; du ecn~
verge uniformément vers J‘y'o %c 4 suivant le filtre & . Cela signifie que
I g, du tend dans E vers f ¢ du (lemme III.1).

Nous en déduisons le corollaire suivant

THEOREME VI.2 (ORLICZ). - Soient E un e. 1. c. s. complet, et (% ) une suite

d'é1éments de E dont toute sous-famille soit faiblement sommable dans E ; alors,

pour toute suite bornée (Xn) de scalaires, la suite (hn xn) est sommable dans

E, et en particulier la suite (xn) est sommable.

Démonstration. = I1 suffit d'appliquer le théoréme VI.1 & l'espace localement

compact N muni de la mesure discréte chargeant chaque point de la masse + 1 . On

applique (3) aux fonctions g » pour I partie finie de XN , définies par

Ay, 81 nel ,

gr(n) = A

0, si né¢lI ;

i

g;(n)

et on considdre le filtre dont les éléments sont les ensembles, pour J partie fi-
nie de N ,
Ar = {g; | >3} .
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Suivant ce filtre, &1 tend vers g : n > Kn en mesure sur tout compact, et
[ee]

donc 2 A _x_ tend vers 2 A x .
n n n n
nel 1

2. Mesures vectorielles.

DéFINITION VI.1l. - Soient X wun ensemble muni d'une tribu & , et E un e. 1.
C. S. ;3 on appellera mesure abstraite sur (x . &) & valeurs dans E , toute ap—

plication dénombrablement additive de & dans E . On notera M(X , &y E) 1l'es-

pace vectoriel de ces mesures.

On peut, a priori, distinguer des mesures abstraites & valeurs dans E muni de

topologies distinctes, mais il résulte du théoréme VI.2 la proposition suivante :

PROPOSITION VI.1, — Si E est un e. 1. c. s. complet, toute mesure abstraife a

valeurs dans B muni de la topologie faible est aussi une mesure a valeurs dans E

muni de sa topologie initiale.

Démonstration. - En effet, si A.n est une suite d'éléments disjoints de & , et

4  une mesure abstraite & valeurs dans E faible, toute sous~famille de u(Ah)

(n € I) est faiblement sommable de somme p( U A ) , donc (w(A)) , est somme~
ner o n'nz

ble.

De plus nous avons, dans le cas scalaire, le théoréme de Riesz.

THEOREME VI.3. = Soient K un compact, 4 sa tribu de Baire ; 1l'application

i by . 0] 0 ~
qui, & toute mesure de Radon u sur K , associe la mesure scalaire sbstraite

sur (K , &) telle que u(4) = p.(coA) , est une bijection de M(K) sur MK,d, Q.

Exemple de mesure abstraite vectorielle : Soient K wun compact, E un e. l. c.

s. complet, et u une application linéaire faiblement compacte de C(K) dans B ;

on a vu que, si A es®t un ensemble de & , u"(mA) est dans E . De plus, il ré-
sulte des théordmes vus plus haut que A f—a-u"(wA) est une application dénombra—
blement additive (car elle 1l'est faiblement). Nous allons voir qu'en fait tout é1é-

ment de M(K , & , E) peut s'obtenir ainsi, et de maniére unique.

THEOREME VI.4. - Si K est un compact, & sa tribu de Baire, et E un e. 1.

c. S. complet, 1'application qu'on vient de définir de g(C(X) , E) dans
M(x , 4y E) est une bijection.

Nous le démontrerons seulement dans le cas ou E est un espace de Banach :
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Soit u un élément de M(X , & , E) ; 3 toute y' de BE' , associons la mesure de
Radon déduite de la mesure abstraite y'o u; cette application v : B! —s J(K)
(y? F—>'%Y,) est lindaire ; elle est continue, d'apr®s le théoréme du graphe fermé.

[si yi —>0 dans B' et Vo ~> A dans T(X) , vy,(A) tend vers A(4) (A e )
n n
et vy,(A) = u(a) , yﬁ) tend vers O , donc A(A) =0 et A =0 .] Soit v' sa
n
transposée ¢ v' : (UW(K))'! = E" . De plus, si A ed ,

wilog) 5 ¥ = oy v ="w(d) , ¥ .

Done v'(mA) =u(4) €EB . Soient F 1le sous-espace vectoriel de (Ji*(K))' engen-
dré par les ©, , et F son adhérence dans (M(K))' 3 on a v'(F) € E . Comme F
contient C(K) , on en déduit par restriction de v' une application u: C(K)->E.
De plus u" et v'!' sont égales sur C(K) et faiblement continues, donc égales

et v!(F) € E ; donc, coome F D By » u est faiblement compacte (théoréme V.2),

et on a bien pour A €d ,

u"(wA) = v'(mA) = u(A) .

Pour de telles mesures vectorielles, on a un théordme analogue au théordme de

Lebesgue :

THEOREME VI.5. = Soient E un e. 1. c. s. complet, et K un compact, u une

application lindaire faiblement compacte de C(K) dans E , et (gn) une suite bon-

née d= -fonctions boréliennes simplement convergente vers une fonction g ; alors

u"(gn) tend dans E vers u"(g) .

Démonstration. — Soit B! wune partie équicontinue de E!' ; u'(B') est une par-

tie faiblement relativement compacte de XKK) , elle est donc contenue dans un es-
pace Ll(u) , et si on appelle hy' une fonction de El(u) représentant u'(y')
(voir le théoréme IV.l), on a

rl
<

@'gy) » 7'y =< h g d

et I hy' €n dy converge uniformément vers I h , gdu quand y' € B' . Donc
u"(gn) tend dans E vers u”(g) (cf. lemme III.1).

Pour d'autres applications, voir par exemple le cours de GROTHENDIECK [2] (chap.
V, § 3et §4).



[1]
(2]

[3]
- [4]
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