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Séminaire CHOQUET A8-01
(Initiation 2 1'analyse)
7e année, 1967/68, n° A.8

ALGEBRE D'OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS
DANS LE CAS B >0

par Gérard DETOURBET

Dans 1'exposé précédent, nous avions introduit, dans le cas B > 1 , les algdbres

CZl,‘3 . Notre but ici est de trouver, pour le cas général B > 0 , un plongement de

ng dans une sous-algdbre de E(L2 ’ L2) .
Dans le cas B > 1 , il a été démontré que 1l'opérateur
2 0
K : f-—>(H1H2-Hl~H2)f (pour f el et Hl,HzeCZB)

envoyait continuement L° dans H' . Le théoréme de Rellich ([1] et [2]) affirme
alors que 1l'opérateur K est compact pour tout élément ¢ de I° 3 support com=—
pact. On s'appliquera, dans cet exposé, & étendre cette propriété au cas général

B >0 . Le plan suivi sera essentiellement le méme que celui suivi par CALDERON et
ZYGMUND dans le cas particulier B > 1 .

(I1 ne sera question ici que d'espaces euclidiens de dimension supérieure ou éga-
led 2.)

Notations
od:frech; o <=1
Cg v ensemble des fonctions uniformément continues et bornées ;
L: : {fe1”; supp £ = compact} ;

h : opérateur intégral défini par le noyau h ;

Qﬁ ¢ opérateur intégral défini par le noyau hwe s oW ¢ est la fonction carac-—

téristique de (e , »( (ainsi hwe(x) = h(x) me(lxl) ).

§ 1. Une propriété de 1'ensemble Cg (g >0)

'] A}
THEOREME 1. - Pour tout wu dans Cg s OU U € Cg pour B > 1, il existe une

suite de fonctions de Cz (0 < v < 1) qul converge uniformément vers u .
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Démonstration.

lrc ébape : Si 6 € CE et si (supp 6) est compact, alors, pour tout u de
o]

L ,ona uw«6 dans CE .

(1)

[ # 0(x)| = ;J‘Rn u(z) o(x - =) dz| < [jull, llell, »
donc *

fw = of, < [lull, lell, s
(ii)
f

luw8(x) =u=o(y)] =] _ulz){e(x-2)-6ly-2}az

S'”(x+supp 6)u(y+supp 8) lu(z)l Ie(x -2 - oy - Z)l i -

Ecrivons maintenant que € est de classe CB , ce qui donne

lu = 6(x) = u = o8(y)] < ||9||B |x - y|® [lull,, “r(x+supp 0) Uy+supp 8) 4%

soit, en notant [supp 6] 1a mesure du support de 8 ’

'u % e(x) -u w e(y) < 2H9HB ]x - le Hu||oo [supp 8] .
C. Q. F. D{

2e étape : Convergence uniforme de u % ee vers u , quand e tend vers zéro.

Notons par ee(x) la fonction E-n|96§)| HGHzl (ainsi choisie parce que d'inté-
grale égale & 1 ). Alors le support de BE a un diamdétre égel & € fois le dia-

métre w de supp 6 ,

(1.1) la = ee(x) - u(x)| < I|u(z) - u(x) | es(x - z) dz .

(a) u € Cg : Ecrivons que u est uniformément continue :
Vo, 38, lx -yl <8 = |u(x) =ulz)| g .

Choisissons € tel que ew < B § alors (1.1) devient

6 (x=-2)dz=0a ,

lu w6 (x) - u(x)| g« “esupp 6, %

soit

(1.2) , lu=o -ul <o .
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(b) uwe CE pour B > 1 : Alors, pour tout (x , y) € R® x R® , nous avons
lu(x) - uly)| < HHHB lx -yl ,
appliquons a (1.1),

o s 0, x) = w0 | Ml T SR RXCEDEC

mais si g € x + supp ee , alors Iz - Xi‘< ew , donc nous avons

[

la = ee(x) - u(x)] < HuHB 0 an ee(x - z) dz = Hu“B EWw
soit
(1.3) lu = o, - uHoo < ewHuHB .

(c) Approximation per des fonctions de classe Y avec O0<wy<1: Jusqu'a pré-
\pp. D p 2vec Y

sent, nous n'avons pas tenu compte de l'ordre de grandeur de vy . Fixons donc

0<y <1, et prenons 6 & support compact et 6 € Cz , alors la premiére étape

assure que u % 68 € Cz 81 u € Cg ou si u € C% pour B > 1 , puisque la seule
condition pour cela est HuHm <o , Les lignes (1.2) et (1.3) affirment & leur tour

la convergence uniforme, donc le théoreme est entidrement démontré.

§ 2. Progriétés du pseudo-produit
de deux opérateurs de Calderén-Zyemund

0

THEOREME 2. - Soit R € czg

(B20) et ac CE . Alors 1'opérateur
f -» ¢(aR - Ra).f

est compact de L? dans lui-zéme pour tout ¢ € ﬁ: .

Démonstration.

1©Cas B=0 ou B >1: Posons R® f = (aR - Ra)f . Pour tout v € ﬂ: s nous

avons

(2.1) 18 £, < 2llll, Nlell,, HRHE(LZ,Lz) €, -

Cette relation montre que (R est approchable dans £(12 , 1.2) par des opérateurs
¢Rb ob b€ Cz (0 <y < 1), puisque, pour B =0 ou B >1, le théortme 1 af-
- firme 1l'approximation en norme uniforme de a par de telles fonctions b . Si nous

appliquons le théoréme suivant :
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Toute limite (dans E(L2 ’ L2) ) d'opérateurs compacts est un opérateur compact 3

nous pourrons facilement affirmer que ¢Ra est compact pour tout a € CS (8 3,0).
Nous nous plagons donc maintenant dans le cas a € Cg (O <B< 1) .

2° IL existe C (fonctionde H, y, a) telle quo [[§R* £ ~ &% £, < Ceaufuzz

Posons
\b(X) h(x y X - y){a(x) - a(y)} sy si lX - y' <r o,
Nr(x ’ Y) =
0, si |x-y|>r ;
v §(x) h(x , x - y)falx) - aly)} , si |x-y|l3r ,
N (x-y) =

0, si Ix - y| <r .
Nous avons la majoration

(x, y) < [4(x)] [x-y/®"c ,

(2.2)
B, 9) < W@ x-vF e,

et aussi, du fait que § € LZ’ ,

- ¥(x, y) <oyl lx-vI*?,
M (e, v) g dlvll, -yl

Nous avons
(2.4) 4R] £ = °re<|x_y|<1 N (x , y) £(y) ay + °rlx-ylal (x, y) £fy) o .

Par application de (2.3) et du fait que B < 1 , nous voyons que la deuxidme inté-
grale de (2.4) existe (eppliquer Cauchy—-Schwarz). No(x , v) f(y) e Ll(B) , o0 B
est la boule unité de R , d'aprds (2.3). Donc, le théoréme de Lebesgue donne

n

I

R L€ r 0
Lim o n e B (x,75) £(y) dy = ¢ ey <1 ¥ (x,y) £y) &y ,

e-0

ce qui s'éerit aussi ﬂ;R: f => yR*f quand e ->0 . D'autre part,

iR® £(x) - 2% 2(0) | <0 I (x , ¥)| |e) | ay

utilisons (2.3),

[4R% 2(x) = 4% £(x) | < clvll, ) x - 3B J2(y)| ay .

|-y |<e

Appliquons le théoréme de Young :
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a a
(2.5) 148 £ = &2 2, < clyll, Bl .
Cette inégalité prouve donc deux choses :

~ @ ire1®, ve30;

4

- Les opérateurs ¢R: convergent vers WRa dans E(L2 ’ L2) .

30 wR: est compact de g2 dans £° : De (2.5), on déduit qu'il suffit de démon-

trer que ¢R: est compact pour que wRa le soit, en vertu d'un théordme déja cité.

Pour démontrer que ¢R: est compact, nous allons démontrer que son noyau N®(x,y)

est de carré sommable.

HlNe(x , 7)|% ax ay < ¢ 'rHr(X)le ax ] |x - y|2(B-0) ay (Y,

[

" x-y |>e

|x=y |>e
|2(B-n)

dy existe indé-

ceci en vertu des inégalités (2.2). Mais |x -y

pendamment de x , puisque 2(B = n) < =n ., Donc ¢R: est compact. Le théoréme 2

est donc complétement démontré.

A
THEOREME 3. - Si K, et K, sont dans ng (B >0) , alors 1'opérateur

- K, K2).f

f - \j;(Kl ° K,

de ﬁz dans 82 est compact pour tout ¢ e Li .

Démonstration.

1° Nous avions démontré, dans 1'exposé n® A.7., que
b b4

1 ( 2 2 )

2 -
& Rﬁ,m al,g al,u Rﬂ,m

(2.6) K, °K,=-K K o

1 2= Rx,u

(pour les notations, se reporter & 1'exposé n° A.7 du séminaire Choquet), et que la
convergence avait lieu en norme d'opérateurs.

e}

2° Multiplions (2.6) par ¢ e L,
¢(K1 ¢ K2 - Kl K2) =2 a%,m{w(Rﬂ,m bk,u B bh,u Rﬁ,m)} Rk,u ’

mais w(Rz,m bk,u -

bx " Rﬂ m) est compact, donc chaque é1ément de la somme est
? H
compact (composition d'un opérateur continu avec un opérateur compact). La conver—

gence ayant lieu dans E(L2 y L2) , l'opérateur Q:(K1 ° K2 - K1 K2) est compact.

C. Q. F‘ DO

(l) On remarquera que c'est seulement en cet endroit de la démonstration qu'on
utilise que le support de ¢ est compact.
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§ 3. Définition et propriétés

de 1'algebre d'oEérateurs Kloc

[4
DEFINITION. - Appelons ¥oe , 1'ensemble des opérateurs continus de L~ dans

L2 tels que leur produit avec un élément de ﬁ: soit compact.

A
THRORRME 4. - %°° est un idéal bilatdre de £(1° , 19) .

Démonstration.

1° Clest trivialement un idéal & drvoite.
2° Démontrons que c'est un idéal & gauche : Soient donc H € ng et K e xtoe .

Nous devons démontrer que (HK est compact dés que ¢ est® dans L: « Prenons
Q€ r , 8lors nous avons (HK = {HoK + ¢H(1 - ¢)K . '

Puisque K € Kloc , on a ok est compact, et (HoK est compact.
Prenons o telle que o = 1 sur un voisinage V de supp § . Dans ce cas,
a(Cv , supp 4) = e>0 ( a4, distance euclidienne de R ).
Le noyau de 1'opérateur ¢H(1 - ¢) est égal a
Nx , y) = ¢(x) n(x, x = 3)(1 - oly)) ,

démontrons qu'il est de carré sommable.
r
Tinte, P12 axay = i@ 12 ax Tty x =912 1= o) P oy

mais
n(x , x-y)| <clx-y|™ ,

donc nous avons une majoration par
¢ L) 12 ax Tz - 9172 11 - o) 12 oy

¢l @B el -y <e

lleo

%=y |>e

donc wH(l - ») est compact, ceci prouve donc que ¢HK est compact.
c. Q. F. D.

’ 1
THEOREME 5., — Si H est un opérateur de Calderdn-Zygmund appartenant & xloc ’

il est nul.

La démonstration de ce théoréme est strictement la méme que celle du théordme 3

de 1l'exposé n® A.7.
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DEFINITION, - Appelons CZB , l'ensemble des opérateurs S de la forme H + K,
oi H est un opérateur de 020 et K dans xtoe

p

L

’ A3
THEOREME 6.,

(a) CZB est une algdbre.

(b) Pour tout S € 0Zy , la décomposition S=H+X (He czg , K e¥°) est
unique.

(¢) L'application 6 @ S —> oy st un homomorphisme surjectif d'algdbres (de
CZB sur Gg ) dont le noyau algébrique est xLoc

Démonstration.

(a) est vraie, moyennant le théoréme 4.
(b) est vraie, moyermant le théortme 5.

(¢) se déduit directement des définitions de 6 et du symbole du pseudo-produit.

1
THEOREME 7. — Le centre de CZB est 1l'ensemble des multiples de 1'opérateur uni-
té.

La démonstration est celle du théoréme 5 de 1l'exposé n°® A.7.
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