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Séminaire CHOQUET L A7-01
(Initiation 3 1'analyse)
7e annde, 1967/68, n° A7

ALGEBRE D'0OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS
DANS LE CAS B > 1

par Gérard DETOURBET

Dans cet exposé, nous établirons un théortme important, bien que négatif, que
1'on peut résumer de la fagon suivante :

cz2 (p > 1) n'est pas une algdbre pour la composition des opérateurs.

B

Ce résultat, ne satisfaisant pas, justifiera le plongement naturel (apres les

théoremes 2 et 3) de czg

gébrique de ng et de SE(L2 R Hl) .

dans une algeébre d'opérateurs CZ1 g ? somme directe al-
?

§ 1. Index des notations

N cpz n . . < s
Zi : sphére unité dans R munie de la mesure superficielle euclidienne 0O j}

(8% = ¢S : ensemble des fonctions localement sommables dans R® - {0} et po-

sitivement homogénes de degré s 3

GE : ensemble des fonctions de ¢°® dont les restrictions & :n appartiennent a

1l'espace vectoriel E ;

[+
GE : ensemble des fonctions f de GZ telles que Izh fdo=0 3
G% : ensemble des fonctions f de R x (R* - {0}) dans C qui possddent les

propriétés suivantes :

- ¥t xeR, nlx,.) ed ,
*(g,)
. aled v o
-dael , (x,2) -— — f(x , z) est hldérienne de classe B et
oz
bornée de R x 5, dens C[B](Rn x ) 3
ok . k n
G8 : ensemble des fonctions f € GB telles que, YV x€ R ,
r

thf(x,z)dcy:O H
ng : ensemble des opérateurs lindaires continus de L

Hf = af + hf , ol acC’ et he &gn :

2 2

dans L de la forme
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I HB ¢ ler cas pour a € c® : c'est alors la borne supérieure des maximums des

dérivées dlordre |a| € [B] et des constantes d'H¥lder ;

2e cas pour K € CZE s ctest alors

1

sup |2 oglx 5 )| 3
xeR™ oz
‘z’:l
o

Il£ll ¢ 1a norme de £ dans E' ;

Y : 1'harmonique sphérique normalisée ( f by |2 do = 1 ) de degré d'homogé-

4,m T 4ym

néité m ;
. , I . 2 by ' »
Rz,m ¢ l'opérateur associé a 1'harmonique Yz,m ’

[

. -n .
Ry pfex=line) o lx-yl™ 1, (x-y)2G) & 5

-0
i} o ¢ 1a fonction de BP - {0} associée a 1'harmonique sphérique Yz o PoTla
H b4
formule -
Yz,m(z) = |z] Yz,m(z) .
§ 2e RaEEelS

(2.1) 8i k e G %, alors : Vp k existe presque-partout <=> k € ¢ (voir
[3], théoréme 2).
1%(s)
(2.3) si k e 20, alors : |&fl|. < Kl |}l (voir [6], théoreme 2).
B e '8 2

O
(2.2) 8i ke G2 , alors : e, £l < Al ”kHLe(z) (voir [6], théoréme 1).

(2.8) 1Y (=" T, )| <clxPlol w/2lel= 5y g o (oi 113,
théoreme 4, p. 33). ’

(2.5) 8i K € czg (B>0), et si 2, m(x) est le coefficient de Y, m(z) dans
’ ?
le développement du noyau de K en harmoniques sphériques, alors la série
< 2 2 .
<
a+ 2 a%,m Rl,m converge vers K pour la norme de E(Lk , Lk) (k < [B]) (v01r

appendice, et [1], théoréme 3, p. 70).

(2.6) Nous pouvons, de plus, ajouter a (2.5) que

g ¥ e

[ < o Py

oyl <
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ou bz o est le coefficient de . (z) dans le développement en série
? *"’

d'harmoniques sphériques de O (voir appendice, et [ 1], théordme 3, p. 70).

(2.7) Rappelons enfin que le nombre d'harmoniques sphériques de degré d'homogé-
n-2

néité m est inférieur & Am s OU A est une constante.

§ 3. Etude préliminaire

Notations. - Dans ce paragraphe, aucune confusion n'étant & craindre, nous note-

rons Y pour Yz,m , et R pour Rz,m .

A
THEOREME 1. - Si ace c? (g > 1) , L'opérateur (aR - Ra) opére continuement de

L2 dans H! , et nous avons

I1 (e - a2l < ofelly =™ 2Yel

oi C est une constante ne dépendant que de n et B .

Preuve. - L'espace ®@ étant partout dense dans 82 , 11 suffit de démontrer ce

théoréme dans le cas f =€ ® .

Soit donc «© € ® . Nous avons, par définition de R ,
T - 3){al) - o)} - () v s

(3.0) <ﬁ-aw3©<ﬂ_1mf

() = b e |

B étant supdrieur & 1 , nous pouvons écrire

(3.1) a(x) - aly) = % (x, - 3,) 583?_- (x) +v(x, ¥) ,

i=1

avec b(x , y) vérifiant

o =B si <2
(3.2) [o(x , 9| < nllally 1= - v ’ G
=2, si B>2 .

1 . . p
(") Cette majoration du reste s'obtient en 1'écrivant sous forme intégrale. Dé-
montrons cette formule. Posons y =1 si B>2, ety=B~1 si B < 2. Nous
avons

a(y)—a(X)— fy i aa (X+te)dt

(y; = %)

=> a(y) - a(x) -

VIS

2 () - ux,y>_§F 22 (xs ey - 22 (ag

n 17 .
Ib(x , ¥)| < zl_ [[a|8 [Z Ix ~ y|¥ at < n;iaHB lx - y|Y* .
C. Q. F. D.

donec
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(1) Transformation de 1'expression (3.0) : Intégrons par parties 1'intégrale de
(3.0), nous obtenohs

(3.3) g ¥x - y)lalx) - aly)) oly) cos 8, do
_J 25 - ) (5, - 3.) 22 (%) + blx , )} oly) ay
|x=y | >e ox, 1 d J 5Xj

ou S désigne la sphére de centre x et de rayon =« la mesure superficielle

o
’
euclidienne, et 6, 1'angle de la normale extérieure & S avse Oxi + Transfor-

mons (3.3) en 1l'écrivant sous la forme

(3.4.1) Js T(x - y){alx) - aly)} oly) cos 6, do

~

(e2) + ) (- Dlel) - a9 aly) ay
Y

e<|x=y <1 ox (x - y) v(x, y) £(y) dy

=+

~

(3.4.3) + ”reglx—ylsl f2 (x5 - v,) —g;cy-.— (x =) -33—3- (x)} oly) dy
J i 3

F J oa
Y gy |z L) o (y) oly) dy .

(ii) Le fait que ¢ soit un élément de ® implique que g%L e £2 , donc (3.0)
i

définit une fonction de 22 . Par ce fait, toutes les fonctions de x définies par
les intégrales de (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3), existent presque-partout. Ceci appli-

qué & la premidre intégrale de (3.4.3) prouve, en accord avec (2.1), que

[ Y
(2, =y.) =—(x=-y) do=0 .
Zh J ] axi

(iii) En appliquant (2.2) et (2.4), nous majorons la norme dans 82 des fonctions

définies dans (3.4.3) (les intégrales considérées comme fonctions de x ) par

o ol ell, -

(iv) En utilisant (2.4) et (3.2), nous majorons les intégrales de (3.4.2) respec-

tivement par

n/2 r

cllally /2 Loy b= v

lx -y oly)| ay

n/2 f

| _ -n—1+c
Cllelly 27 gyl 2= ¥

oly)| dy .
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Le théordme de Young ( |u % v||, < [lull; ||vll, ) assure alors 1'appartenanee 2 22 ge

ces deux fonctions de x , et donne une majoration par

?

cllally 5™ 3ol

C dépendant alors de B8 .
(v) Nous avons |a(x) - a(y)| < nlx - y| Ha”B , done (3.4.1) est majorée par

Cm(n—Z)/2HaHB Jls e-m'llco(y)! dy .
¢ é&tant continue, cette intégrale converge uniformément vers
™D 3l Jo()] = 2G|

Donc 4(x) e e? , et nous avons

el < ox™/2

lellg lldll, -

(vi) En regroupant les résultats de (iii), (iv), et (v), nous obtenons

2
(3.5) ek - Ra) 224, < ™ el ol
1
ou C est une constante dépendant de B et de n .
(vii)
so (R0 =GR, o) w (R, )
ax ®Rey 0) = R, o) + (Re , = ac°> :
1
donc
< {(aR - Ra)o} = (—2%— R - R %%—)co + (aR - Ra) 22 a“’ ,
i i
donc

53t (aR = Raolll, < [[(ak - Re) S, + (G- 7 = & 3],

par application de (3.5) et (2.2), nous obtenons facilement

52 (s - Re)ol], < ou®™ Zal; liel,

11 (er = )l < oa®™2ell, lldll, -

C. Q. ¥. D.
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§ 4. Définition et propriétés du pseudo-produit
o]

de deux opérateurs intégraux singuliers de classe CB

Soient kl et K2

€ ng , et G(Kl) et o(K2) les symboles associés. Le théo-
réme 2 de [6] établit entre autre que o : H => o(H) est une isomorphie de C3Z

0

B
dans Gg , donc nous pouvons associler & G(Kl) G(KQ) € Gg un élément de ng -
noté K1 ° K2 et appelé pseudo-produit de Kl et K2 - tel que

G(Kl o K2) = G(Kl) G(Kz) .

r A
THEOREME 2, - Si K1 et K2 sont dans ng , alors 1l'opérateur K1 K2 - K1 ° K2
1

epplique continuement L2 dans H™ .

Preuve. - Avec les notations utilisées jusqulici, nous pouvons écrire
Jusq 9

1 2
K. = 2 a _R et K,= 2 R
1 30 L,m “A,m 2 130 al,u TR
en prenant la notation & o= 2 et RO 0= I (opérateur identité). Alors
’ 9

1 2
Kl K2 =2 aﬁ,m Rﬁ,m al,u Rh,u

et

K oK =Zal a.)z\

2
1 ° %5 m S Bn By ()

ceci donnant

. _ 1 -
(Kl £2 K1 ° K2) -2 aﬁ,m(Rﬂ,m al,u ax,u Rﬁ,m) Rh,p

Soit donc f € L2 ’

; - <ol &t 2 _ g2 I
M(Kl K2 Kl ° K2)f|“ S:ZJlaﬂ,m(Rz,m al,u al,p Rﬂ,m) Rk,p f'd ’

L A S N [ WL

(®) En effet,

_ 1 _ 5 2 _ m n + my-1
K, =2 Yo 22,m To,m ? K, =4 Yo Bp 4wt m T i) rEEET
donc 1 5
QKl cK2 "'Z'Ym Yp a%,m al,p Yz,m Yk,p ’
donc
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appliquons le résultat du théoréme 1,

o1 el <2 dllaf iy (m + 1)%/2)| 52

Ik, &, - ¥ wullg Il

1

Les majorations (2.7) donnent slors :

KT (2 e 07 s =22 g | ikl Tl -
w20

il (K) K, - Ky

La série entre parenthéses étant convergente, nous avons le résultat final suivant:
l“ (K1 K2 - Kl ° Kz)f m < CHK]_”B ”KQHB Hf'lg .
C. Q. F. D.
'Il est important de savoir si le produit de composition de deux opérateurs de

Calderdn-Zygmund est un opérateur de Calderdn-Zygmund, car dans ce cas CZO serait

B

une algébre. Le théortme 3 que nous allons maintenant établir prouve malheureuse—

ment qu'il n'en est rien.

Ay
THEOREME 3. =81 H est un opérateur intégral singulier de type Cz qui appli-

que L2 d.ans Hl , 11 est identiquement nul.

Preuve. — Appelons ¥ 1le sous—ensemble des éléments de Go pour lesquels 1l'opé-

B

rateur associé applique continuement L2 dans H1 .

Notons par u les rotations autour du point x, € BP - {0} .81 he Gg , notons

0
hu(x , z) = hlu(x) , u(z + xo) - XO) , alors nous avons, en notant K 1'élément
0 .. . N -
de CZB tel que o = hu , Ku fu = (Kf)u , ceci impliquant, grfice & la <onserva-

u
tion de la norme par rotation, que hu €Y si heyg.

(1) Démontrons que T est un idéal de Gg . Soient donc ce ¥ et h e Gg qui

ont pour opérateurs n7sectds recpectifs A et H . Nous avons

Mo mell <l (A= Ao m)e] + || AL

< ollll, + crmsg, < ciiell,

donc o € ¥ , mais = ch , d'ou le résultat.

AoH i
(ii) Pour que 1l'opérateur H soit nul, il faut et il suffit que son symbole soit

nul. Nous allons donc raisonner par 1'absurde, et supposer que le symbole h de H

n'est pas identiquement nul, c'est-3-dire qu'il existe x, € R™ - {0} tel que

n(x, , 2) £ 0 .
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(iii) Démonstration de la contradiction

°

: Puisque h(xO , z) 0 , il existe un

nombre fini de rotations wu, (3 , «+s 5 n) telles que la fonction

=1

¢(x , z) =

= B

lhu‘(x ’ Z)|2

vérifie G(xo , z) #0 rpour tout =z .

Considérons alors a(x) e P ter1e que a(xo) £0 et a(x) =0 si g(x, 2 =0,
puis définissons la fonction Gl(x , z) par

0, si a(x) =0
Gl(X ’ Z) =

’

a(x) 6¢(x , z)-l , si a(x) £0 .

0
Par construction, nous avons G € ¥ et G1 € G
0

5’ donc, puisque ¥ est un idéal
de GB ’ GG1 € ¥ . Comme GGl = a(x) , nous pouvons écrire que, pour tout f € L2,

Il a0z ] < 4lel,

a(x) se réduit & la multiplication par a(x) .
Cette inégalité implique que a(x) = 0 et que h(xo , z) =0 pour tout z , ce
qui est la contradiction cherchée.

puisque 1l'opérateur associé 2

§ 5, Etude de 1l'algebre CZ1 3
b

Les théorémes 2 et 3 précddemment établis montrent que le produit de composition

de deux éléments de ng o'est pas un élément de ng , mais est la somme d'un
é1ément de ng {le pseu&o-produit) et dtun opérateur

l-régularisant. Cette re—
marque faite, l=2 classe

1.8 dzs opdrateurs S de la forme H + K avec

0 .
(HeczB {(p>1 fixd) ,

¥
i

)K l-résularisans ,
LY

stintroduit tout naturelliement. Btudions ses propriétés algébriques, et pour cele
établissons le théordme suivant s

THEOREME 4.

(a) Czl.B est une sous—algebre de E(L2 s L2) .

(b) Pour tovt £ de CZl 5 la décomposition S =H + K , avec H € CZB (B> 1)
ZoUt WOV == 0 L 2=

et K 1-régularisant, est unigue ( cz, g = czg o £(12 , gl ).
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sur Gg )

(c) L'application S -> Oy est un homomorphisme d'algdbres (de CZl
H

B
dont le noyau algébrique est S(L2 ’ Hl) .

Preuve.

i CZ
(1) 1,8
stécrivent

est une algdbre : Soient deux éléments S1 et 32 de CZ1 B * Ils
b

S, =H, +K
1 1 1 i 0 n 2 1
< avec H , H,e CZB et K, ,K € e(Lc, HY) ,

Il

s
+
=

2 2 27
done

8, 8, = (H1 + Kl)(H2 + K2) =H Hy,+H K, +K H, +K K, ;

de fagon évidente, les trois opérateurs H1 K2 ’ Kl H2 ’ K1 K2 sont dans EKLZ,Hl);

0
— ' \ ’ \
o, =H, o H,+ 7T, d'aprés le théoréme 3, avec H oH,e€ CZB et

U e 2(L% HY) . Doy le fait que

d'autre part, Hl H

Cz est une algébre.
1,8

(ii) Décomposition unique : Soient S € CZI,B , et deux décompositions (H; , Kyp),

“H =K - ; - 0
(H2 , K2) de S . Nous avons alors H, —H, =K, -K .Mais H =-1H,e€ czB , donc

K2 - K1 € ng n E(L2 ’ Hl) , le théoréme 3 affirme alors que K2 - K1 =0 , Ceci

signifie que les deux décompositions sont identiques.

Nous pouvons donc écrire CZI,B = ng @E(L2 ’ Hl) .

(iii) S -> Oy » homomorphisme : Soit S € CZl,B g alors S=H+ K. Ox est
défini et appartient a Gg . Définissons € @ CZl,B ~9~Gg par S -» 0(8) = oy *
Alors

o(ss') = o(H o H' + V) , avee Ve £(1°, ®l) ,
mais
8(88') = op s = oy oy = Og O -
Donc 8 est un homomorphisme d'algébres.

(iv) o1%, BY) , noyau de 6 : Ceci se déduit de la définition de © .

Cherchons le centre de CZl,B , et énoncons le théoréme :

THébRﬁME 5. = Le centre de C2Z est 1'ensemble des multiples de 1'opérateur

1,8

identité.
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Preuve. = Soit K wun élément central de CZl « I1 commute en particulier avec

B

les éléments a € CB . Donc

Ka.f = &Kf , v£e1’ .

Supposons f positive, continue et appartenant a L2 . Définissons la fonction
y(x) = {f(X)}-l K.f(x) .

Si g(x) est de 1a forme a(x) f(x) avec a e C, , nous avons

B
K.g(x) = a(x)K.f(x) = a(x) £(x) 4(x) = glx) ¢(x) .

Maintenant, les fonctions de la forme a(x) £(x) sont denses dans L° , donc nous
avons la relation générale
2

(5.1) Kg = gt , Vegel ,
et
(5.2) loll, = Ikl <o

(venant du fait que K est continu).

Soit x

0

un point de Rp . Définissons une suite de fonctions (fn)neN par

1
0 et de rayon T

fn(x) est constante sur la sphére de centre x

fn(x) a pour support cette sphére ,

""rnf dX:l .
il

Soit H € CZO défini par le noyau h . Nous avons, d'aprés la commutativité,

B
HKf = KHf , soit
n n

[

[ apoe 2= 9) 2,00 0() ay = 40 1m L - y) £, (0) o

(5.3) 1im
g0 e-0

Quand n ->® , le second membre de (5.3) tend vers ¢(x) h(x - xo) y 81 x, a été
choisi comme étant un point pour lequel la dérivée de 1l'intégrale de ¢ est ¢ .
Nous avons, de plus, le premier membre de (5.3) qui tend vers h(x - xo) ¢(x0) ,

quand n =»» ., Tout ceci se résume alors par
y(x) hix - xo) = w(xo) hi(x - xo) presque~partout .

Choisissons maintenant h de fagon qu'elle ne s'annule que sur un ensemble de me—

sure nulle. Dans ce cas, nous pouvons affirmer que w(xb) = w(x) presque-partout,
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ou encore, en transformant (5.1), que K.g = ¢(Xo)€ presque-partout et pour tout

2 . ’ . by . ’ 3
g de L° , ce qui est équivalent & : K est un multiple de 1l'opérateur identité

de Ez dans f2 .

C. Q F. D.

Appendice

Rappelons que, si P(x) est polyndme harmonique de degré m > 0 , alors
(app.1)  8(vp B(x) |x|™™) =y P(x) |x[™, ou vy, = Ccr(3) rE5=)

( ¢, constante dépendant de la définition prise pour la transformée de Fourier).

Rappelons aussi que, si L est 1l'opérateur défini par Lf = |x|2 Af  (conservant

le degré d'homogénéité), nous avons

> -r -r T
(app.2) Yk,m(x) =(-m)" (m+n=-2""1 Yk,m , Fr>0 .

Rappelons enfin que, si f € L2(Z£) , alors nous pouvons écrire

(app.3) f(x) = Zlak’m Yk,m(x) , avec & . = IX£ £(e) Yk,m(e) do

la convergence ayant lieu dans L2(2£) , et que, d'autre part, si f est 2r-fois

’z . 'I .
dérivable, alors ak,m s'écrit
- -] r r
(app.4) B m = (-m)™" (m+n=2) ~2h Yk’m L" fdo .

(Pour les démonstrations de ces propriétés, voir [5].)

Considérons la fonction cK(X , 2) , Symbole de K € ng (g 3.0) + Appliquons
(app.4) a Og et transformons & 1l'aide de Cauchy-Schwarz. On obtient

(app.5) Hbz,m”B < Cm-anKHB (se reporter & la définition de HKHB ) .

D!'autre part, compte tenu de la majoration |Y |-< Cm(n'—z)/2 ot de (2.7), nous

£ ym
pouvons affirmer que la série

2 bz (z) converge normalement vers c(x ’ z) .

Y
sm “4,m
Prenons « , une fonction & décroissance rapide. Nous pouvons écrire, d'apres

PLANCHEREL,
r < f =
K§ = 4 op(x , 2) o(z) dz = J{Z bz,m(x) Y,(’,,m(z)} ¢(z) dz ,
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appliquant la convergence normale,

- < r ~
Ko = Z.bz’m(x) J Yz,m(z) Q(z) dz

appliquant (app.1),

- < -1 r
Ko =2b, (x) ¥ © lim ¢
£Lym m 0

lz|™

L,m(Z) w(z) dz .

|zl>e

Comme z;y;l bz,m(x) Yﬂ,m(z) converge normalement ( y;I < Cmn/2 ), nous avons

lim
-0

f|z|>g{a(x) + k(x , 2z)} EKZ) dz = lig jlzi>€{Y;1 bz’m(x) Yﬂ,m(z) Izl-n} o(z) dz,
€

ceci étant valable pour tout e & , nous avons

ce qui donne, d'aprés (app.5),

< Cm—(3/2)n

(aPP'6) !‘ag,ml‘ﬁ < ”KHB .

A partir de (app.5) et de (app.6), il est facile d'établir (2.5).

[1]

[2]
[3]

(4]
(5]
(6]
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