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Séminaire CHOQUET 46-01
(Initiation & 1'Analyse)
7e annde, 1967/68, n° A.6 21 décembre 1967

/ /
OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND DANS BF s, II.

par Eric VAN DER OORD

Dans cet exposé, on va étudier briévement le comportement des ppérateurs de classe

oo} o e s .
C sur les fonctions holdériennes.

p

Voici d'abord un résultat sur les opérateurs de convolution.

7 /7 \ 0
THEOREME 1. — Soient he G = , e¢ h 1'opérateur de convolution qui lui

| c(x)
est associé. Klors, pour ¢ €RF -N, oa=p+r, pEN, O<A<1, h

applique continfiment g n C% dans HP n C% .
N

Démonstration.

1° Supposons d'abord p = 0 , et remarquons que si f € ﬁz n Cg , On a

1im‘r n(z) £f(x - z) 4z = f

-0

n(z)[£(x - 2) - £(x)] az ,

e<|z|<® 1zl

car IZ h(z') do = 0 et 1'intégrale du second membre est, pour R fixé, uniformé-

ment absolument convergente, d'aprés la majoration :

IrngIsr' In(2)[n(x - 2) - £(x)]] dz < Cte |hlly(5y (£, J': _Z%:

r'k - rx
= Cte uhHC(Z) [f])\ ———x———- .

2° Toujours dans le cas ou p = 0 , soient X, X, e g%

~~

, d=|x -x,| . Nous

1 ZI
voulons majorer l'expression

hf(X,) - hf(X,) = 1i I
Br(xy) - nfx,) o eslzln

Tho4eo

Comme h est dans 22 a 1'infini, on voit qu'on peut supposer f & support com-

h(z)[f(x2 -Z) - f(x1 -2z)]az .

: #*
pact (). Dans la suite, R sera un nombre positif assez grand pour que f = 0 hors
de B(xl , R) nB(X2 , R) .

(*) Bien entendu, la majoration que l'on va trouver ne dépendra pas du support
de f ! .
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Alors, on peut écrire

hf(xz) = jBZd(X ) h(X. - z)[f(2) - f(X Y] dz + IB (X )_B (X1) h(X2 - Z[f(z)-t(]%)]dz

hf(xl) = ‘YB2d(x1) h(X1 - 2)[£(z) - f(Xl)] dz + IBR(X1)"B?_<1(X1) h(x1 - Z)[i(Z)-i(XZ)]dz

ou l'on s'est servi du fait que jz hdo=0.

|nf(x,) - }if(Xl)l = I, +1I,+1I;, avec

- In(x, - 2)[£(z) - £(x,)]dz < Cte ||n [£ at. 3t
ty =y 0 - 92 - 205 < e Il S5

puisque BZd(Xl) c BBd(XZ) .

l ‘ dh.2x
I, = B,(X,) n(x, - 2)[£(z) - £(x,) Jldz < Cte Il (sylE =

= (o e x )-5,,(x,) 1%z = 2) = n(x, - 2)-12(2) - £,) aa

I dz &
< Cte ”h”cl(z) [£]-a-917]50 -‘—Z-l—m = Cte Hhucl(z) [£) 1=

ol 1'on a utilisé une formule des accroissements finis et 1l'homogénéité de h pour

la premidre parenthdse, et la continuité holdérienne uniforme de f pdur la seconde.

En résumé, il existe une constante C , ne dépendant que de n , telle que

ne(x,) - ne(x)| < 3 + 5] Poll 1y (0 T - x|,

A

ce qui montre que h applique £2 Cy A

dans 22 n ¢ , avec

(a, < o+ 7o) Pllga gy -

30 Passons maintenant au cas p > 0 . On sait que, pour f € i s, hf e g (m

entier > 0 ) et que l'on a 1'égalité de distributions :

Slal S(@)
--—-(hf) = n(®

f) Voce HF ’ Ia‘ <n
ox% 2

On obtient donc le résultat par une application répétée du lemme suivant :

LEUE 1. -Si f et g€ C(R) et si f' =g au sens des distributions, alors
f e Cl(ﬁ) et f' = g au sens usuel.
-~
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I1 ne reste plus qu'ad montrer que hf € C% et que h est continu pour la norme

H.“Hm + “'“a sur A C% . Cela vient du lemme suivant :
. 1*5}( >
LEGE2 ~Soit fe £ telle que [f], < += , alors || 2 < cte |ig]|, [£T* .

L'inégalité reste vraie pour A = 1 , en remplagant [fjk par

2], = sup |ezad £(x)] .

\ XEBF

En effet, si |f(X)| >0, ona, |£(x+wl 3 [£X)] - |u|* [£], ;-15 l£(x)| a®s

f(X))I/h

que ]ul <L (5[?1; , ce qui donne
lell, > cte le(x)] (LEE)

dton n n
14+= =
2] < ote ||g], [,

donec : o\ a

I£ll, < ote g5 [£3™5,

et d'aprés une inégalité .de Holgder
I£ll, < cee(tll, + [£3) »
ce qui achéve la démonstration du théoreme 1.
COROLLAIRE 1. - L'application bilinéaire :
°“’1‘ x#n @ - B'n
¢ (x)
(h, £f) = nf

a=p+Ar, 0<A<K1, Pel\zi

est continue lorsqu'on munit HP N C% de la norme ||.||

BEn effet, cela résulte des majorations :

llng)], < l\hﬂﬁ 2(2).“:6‘” , - Hh\\gz(z) < ote [ , ) [hrl, < Cte “h“cl %) [£],

R

et des lemmes 1 et 2.

Passons maintenant au résultat principal de cet exposé.
PROPOSITION 1. - Soit H ezl , p=[pl+p, Ogu<1.
Si w=0, H applique continfment w8l gans P,

$i w>0, H applique continfment a8l cg dans HBJ A c%
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Y

Les résultats pour p = O ont été déja établis dans 1'exposé précédent. De plus,
on sait que, pour tout o € EF avec |al g.[B] , 11 existe des E} € ng—(y ’
]

, on ait Da(Hf) = Z.HE(DY f) au sens
Y

Iyi < la| , tels que, pour tout f € H[B

des distributions.

Le lemme 1 permet donc de ramener le cas wu >0 , [g] quelconque, au cas y > 0,
[l=0.
Ensuite, le lemme 2 montre qu'il suffit de prouver que, pour chaque H € ng ’

0<w<1, il existe une constante AH telle que

[Hf:L < AH[ij , pour f € £2 a oW .

0
Soit Hf(X) = a(X) £(x) + (af)(X) , h e Gun , a€C” ., On voit qu'on peut suppo-

ger a=0 .,

Considérons alors la fonction de deux variables

ne(t , %) = lin )
-0

|7 ]>e n(t , z) £f(x - 2) az = (a(t , .) £)(x) .

Le théoréme 1 montre que Ef est de classe C% en x . Or

0o [
e oBRr, o™

¢*(z) -

) e PR, ¢
¢ (%)
Le corollaire 1 montre alors que Ef est aussi de classe C% en t . De plus,

[gf(t , ')]P est une fonction bornée de t , et [Eﬁ(. , x)]u est une fonction

bornde de x . La proposition résulte du fait que

nf(x) = he(x , X) .

I

~

(‘ COROLLAIRE 2, - Si H € C;S , H applique centinmlment QN Hp dans lui-méme,
En particulier, H applique §$ dans < .

w
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