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Séminaire CHOQUET A5-01
(Initiation & 1'Analyse)
7e annde, 1967/68, n° A.5 14 décembre 1967

OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND DANS R® . I.

par Eric VAN DER OORD

1. Introduction. Rappels et compléments sur les exposés A.2 et A.4.

Dans 1'éxposé A.2, on a introduit l'espace vectoriel GEP des fonctions définies
dans B? - {0} , & valeurs complexes, homogénes de degré - p , dont les restric-
tions & la sphére unité T de BP appartiennent & un espace vectoriel E de fonc-
tions sur ¥ . En fait, on se borne aux cas ou E EZ(Z) , B = ﬁn(z) sy B = CK(E)

(KeN ou K=+w) .

1]

Dans ces cas, E < £1(%) , ce qui permet de poser
[¢]
—p= € -p =
G = {f e g | szdo 0}

o ¢ est, comme d'habitude, la mesure associée & la métrique euclidienne sur % .

Enfin, pour h € Ggp y On pose, pour 0 < g < N<+ o, hen(z) = h(Z)x[e’ﬂ](lzl),

ou Xa désigne la fonction caractéritique de A .

¢} -1

On a vu que si k € GE , on peut lui associer une distribution tempérée en va-

leur principale, par la formule :

o© € S(En) (Vph , @) = lim <¢h ’ D)
0l

£
Thoeo
et on a le résultat suivant :
/7 N Oun
THEOREME. - Soient h € G et h (g) la valeur au point € de la trans-
£4(%) en
formée de Fourier de hsﬂ . Mors, il existe une constante C , indépendante de
e, N, h, £ telle que Iﬁeﬂ(g)l < C||n|| 2( ) ; ﬁeﬂ converge uniforméme nt sur
£z o
tout compact de R - {0} vers une fonction A € qu( ) qui, en tant que dis-
£ (T

tribution tempérée, est égale & la transformée de Fourier de Vph . De plus :

0 A [o]
st nec¢® hEGg(E) .
£7(x)
. O0-n iy 20 A . . O—n
Si hea - y hetG et hp—=>h est une bijection de G - sur

() ¢ (o) ¢ ()

20

G-co .

¢ (%)

~N
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0
Plus précisément, pour € # O , on pose €' =-T§T . Alors, pour h € GEn , On a

B (@ =3y P, (6, ©) nle) aole)

(g) = f(e') =J_ (e , &) n(e) a8,
ou (ef. exposé A.2, pages 4 et 7)

(a) G(e ’ g') est un noyau sur §¥ qui ne dépend que du produit secalaire
(6 , g') , tel que :

(1) fz la(. , €)% do = Cte < + = .

Cela entraine que G : f |fp—> fz G(e , .) f(e) do(e) est un opérateur compaet de
£2(s) , ot un opérateur contimu de £(3) dans E£°(%) ,

(2) Iz la(o , ¢!) - cle , e3)l a0 = o(lel - g5])  avee o ec(x) .

I1 en résulte que G est un opérateur continu de c(s) qui transforme les par-
ties bornées de C(%) en parties équicontinues, donc G est encore compact dans
c(z) .

(b) On a sup ||F
EyeyT)

Feﬂ(e P g) converge simplement vers G(o , §') lorsque ¢ = 0, | = = j

R

en(. , E)”Bz(z) < +

Feﬂ(' ’ g) - a(. , g') converge vers 0O dans 52(2) uniformément par rapport &
€ sur tout compact de BP - {0} lorsque e -=>0, N> .

En conséquence, ﬁen(g) —E:5> ﬁ(g) uniformément sur tout compact de Eﬁ - {O} .
T
(c) L'invariance de G par rotation montre que si @ est une rotation quel-

conque de centre O , on a :

(0) gfl(we') - af(g?) Jz [a(. , w€') =06(. , eN)I(.) do
=3 ele s ge(e) - £(6)] aole)

ce qui entraine que si f e CK(E) s Gf € CK(E) . On peut montrer que pour K < +o,
G est un opérateur compact de CK(Z) , donc non inversible, cependant on a montré
(exposé A.2, page 11) que G est un isomorphisme d'espaces vectoriels de dn(z)
sur € () . En fait, la formule (0) montre que G est continu de € (x) dans

d”(z) , donc d'aprés le théordme de Banach, un automorphisme d'espace de Fréchet.
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Un dernier résultat concerne la continuité de g—l . I1 résulte de la démonstra-

tion du théoréme 3 de 1l'exposé A.2 que g"], se prolonge en un opérateur continu de
Cn(‘z,) dans C(Z) . (En fait, on ne 1'a démontré que pour les fonctions de moyens.
ne nulle sur Y ; mais G(. , g') est de moyenne non nulle sur % , donc G est
un automorphisme de l'espace vectoriel des fonctions constantes sur 3 , d'ou le

résultat, qui servira par la suite.)
Dans l'exposé A.4, on a démontré les résultats suivants :

¥ (q) Si he ¢
£2(x) 1

- gonverge dans £2 vers une fonction hf lorsque g =>»> 0 et T -» 4= .

, alors, pour tout f € £2 1a fonction he f = he'ﬂ x f

(p) Pour f€ $, on a

re(x) = (2m™ ] o158) 5(e) 2(e) ag .
R

~

(y) f > hf est un opérateur continu de £2 dont la norme est

HﬁiLo < Constante |

Inll (5) "

~

. ~ _ 90
La fonction hE€G

° a été appelée le symbole de l'opérateur h , dont le noyau
est ‘h . £ (2)

Dans cet exposé, uous allons généraliser ces résultats & une classe plus large de
noyaux.
o

2. Noyaux de classe Cb .

Pour chaque K entier >0 et B réel > O , on désignera par G-K 1'ensemble

)

des fonctions h : En x (En - {0}) -> C telles que :

(1) vxeg, n(x, .)ect

¢ (%) lo
. 03 . ’ . . . a d
(11) Pour chaque indice de dérivation o € Hn , la fonction (x ’ z) }->~—-ah(x ’ z)
oz

est de classe C% sur En x ¥ (c'est-é—dire de classe C[B] avec toutes ses déri-

vées d'ordre < [B] bornées et ses dérivées d'ordre [B] uniformément hBldériennes

dtordre B - [B] sur ﬁn x %, .« En d'autres termes, on a :

ci=alx, 2) | (x > n(x, .)) g, G;f(z)]}».
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o_ - o
On notera G.X 1'ensemble ffea X | vae BF , f(x, .)eg f 1 .
B B ¢ ()
-K
Pour f € G f (x,3)=1flx, % z .
Kt a) =, 8 o la])
0. A
Pour f € GBK , fx, ) =[f(x, JU%) .
Notre but est de donner un sens & la formule :
; I S-n 2
hf(X) = 1lim h . (x,2) f(x - 2) az , heg , feg,
~ -0 n el B
e ~
'ﬂ-m

et de montrer
° . 2 2
1°© que h est un opérateur de dans £° ;
2° comment les propriétés de h se rattachent & celles du "symbole" A& ;

3° enfin que h est un opérateur "neutre", en ce sens qu'il envoir B nc¥

dans H* n ¥ pour m <o < B (cette dernidre étude sera faite dans 1'exposé A.6).

Ces trois propriétés sont conséquence des trois suivantes :

0
10 31 f € GBn y X P> f(x ’ .) est une application continue et bornée de g?
0
dens G,
£°(z)
0
20 La C -dérivabilité de f e GBn par rapport & la deuxiéme variable ;
0
3% La classe CB de f € GBn par rapport & la premidre variable.
(o
3. Opérateurs de EZ(BP) associés aux fonctions de GBn
7’ . . n n .
THEOREME 1. - Soit h : R x (R - {0}) ->» C une fonction telle que 1'appli-
0
cation x p—> h(x, .) soit continue et bornée de EP dans G g( ) , lorsqu'on
£z
munit ce dernier espace de la norme ||f}| = ||£]| . Alors,
2
1° pour f € &2 » la fonction h_ £(X) = 0 he(X , Z) (X - Z) 4Z appartient

R

. ~
?

e2

Q-

2° lorsque ¢ ~» 0 , T =>+=, ﬁe f converge dans E? vers une fonction hf ,

h est un opérateur continu de 82 y et il existe une constante A telle que

hil < A hi(x, .) .
IS ;ugn |In(x ”82(2)

Démonstration. - L'existence de A mise & part, les propriétés énoncées sont
évidentes si h est de la forme :

n(x , z) = K_Zzl o (X) o (2) VK, a8 €C(B), ge ¢,
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L'idée de la démonstration est de passer & une série :

(@) n(x, )= 2 a (x) ¢h( ) a € Cb(BF) y @€ ¢ , la convergence
meN £2(z)
de la série ayant lieu en un sens & préciser. Opérons d'abord formellement :

() b, 2(x) =X & (D)g,  « £)x) , fe2?(EY) .

) In, t@ 1< E a2, G Iy * £(x)|%) . Une premidre condition, (1),

m
sera que l'on ait

(1) 2 |a (x)]% < Cte ||n(x , . < Cte sup ||n(x , .

N2, <
le2(y i

W, =
“532(2)

(s) ators : ||n_ 1|5 < ¢ 5_ log o = £l5 = 025 I, -5 (2™

(& g, #Z=-21 Icpm(gn 212 ag = {3 lq, (012 12(2) 12

2 2
< (S‘gp ilwm,J )Nl

arob g, 2, < 2 IE Il Nl + pateme ()RS = (il

La deuxidme condltlon, (2), sera donc que z:lé; |2 soit une fonction essen-

]
tiellement bornée, indépendamment de ¢ . o

(2) sp |21, (@)1 < e
Es€yT ’

Remarquons que l'on remplit la condition (1) en prenant pour ¢, des fonctions
(par exemple o ) dont les traces sur ¥ forment une base orthonormée de l'espace
de Hilbert {f € E?(z) | I f do = 0} . Dans ce cas, (o) a le sens d'une conver-
gence dans f?(z) pour chaque x . Nous allons montrer que, pour un tel choix des

(¢m) , la condition (2) est vérifide.

Cela provient du lemme suivant :

/
LEMME. - Soit HO ={fe Ez(z) | IZ f do = 0} ( Hy peut &tre considéré comme
o

lt'espace des restrictions & Y des fonctions de @ 2 ), (w )mEN une base
hilbertienne de HO . Alors, £°(z)

10 lem e nl (¢) est une fonction uniformément bornée sur BF - {o} .

!
20 El'¢m| (¢) est une fonction constante.
m
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On a en effet
5.0 =0 eer g @ a0, o agi

By n(8) = fz Fen(® s £) o () do .

n,e,T

Soit p 1la projection orthogonale de 82(2) sur HO , On a

26 (6)2 = [lpals' .));|§O = Cte ,

D = 2
2 Ge, 1@ = o0 O <cte .
En outre, d'aprés ce qu'on a vu dans 1l'introduction (alinéa 6) :

2oy (e) = &y (1% = Il (. 5 8) - el g.gnﬁo S

uniformément sur tout compact de R - {0} .

#*
Soit donc (¢h)meN une base hilbertienne de HO (7). Alors, les conditions (1)
et (2) sont vérifides. L'égalité (¢) traduit une convergence dans 32(2) pour cha-

que X . Pour étudier (B), posons pour un instant :

(p)) B #(t, 1) =3 & (t)(g, » £)(x) .

Comme la convolution est une application continue de 32 x 32 dans Cb(gé) (mu-
ni de la norme de la convergence uniforme), la série (B') converge, pour chaque t ,
dans Cb<BF) . I1 résulte de la continuité de t p-> h(t , o) que la convergence
est uniforme sur tout compact par rapport & t . Donc (B) traduit une convergence

de fonctions continues et bornées uniforme sur tout compact.

Les lignes (vy), (§), (&), prouvent alors que h fe g2 , et que les opérateurs

hﬁ forment une famille équicontinue.

Le mé&me raisonnement prouve que la série A% am(X)(wm f)(X) converge dans E2

vers une fonction hf , et & nouveau les mémes majorations donnent
i 21412 o a ]2
e - n, 23 < a3 12 1o, - 8,170 4

ou la derniére expression représente une norme uniforme sur le support A de ?.

* . . . s 2 N °—n
M) H, étant toujours identifié a G ) .
£°(z
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Le dernier résultat du lemme montre que §£ f converge dans £2 lorsque ¢ -» 0,
des que ? aun support compact ne contenant pas l'origine. Or, l'ensemble de ces
fonctions est dense dans £2 y et les he forment une famille équicontinue, le

théoréme est complétement démontré.

( COROLLAIRE. - Si, de plus, 1'application de R* dans £(3) , x }=> h(x, ')lz

est de-classe C% y mE€N, alors h opdre continfiment de " dans i et,
pour V o € g? tel que lal <m, il existe des fonctions hz(x . Z) y<a,
telles que :

x > wi(x, g

n
R' > |,

soit de classe |y| ot que D¥(nf) = Z Y0¥ £) (lol <m) .
v

N
Démonstration. = Prenons f € E® n C* dans la ligne (5) de la démonstration du

théordme 1, on peut dériver chaque terme

a, (%) (o, = £)(X)

suivant la formule de Liebnitz, puis poursuivre les calculs en groupant les termes
en DY £ , On trouve 3

*h ) =2 @Y O, Ve, ldgn,
~E “e'a
Yo
a'“‘yl al
avec, bien cntendu, hY = h(Xx , 2).— —— . Si ensuite, on fait tendre
o xY vl =)t

e —> 0, les @%)z f convergent dans 82 pour tout o , lal <m, tout yga,
et le théordme résulte du fait que H® eost complet (la limite des dérivées égale

an sens des distributions la dérivée des limites).

Remarque. - On n'a fait que justifier une dérivation sous le signe "d'intégration

en valeur principale.

/
r DEFINITION. - On appelle opérateur intégral singulier de type d; un opérateur
linéaire borné de 22 dans 32 , de la forme Hf = a.f + hf , oi a est un opé-
rateur de multiplication par une fonction a(x) € C% » et h 1'opérateur associé

O
. a une fonction de GBn. On appelle ng(ﬁé) 1'espace vectoriel qu'ils forment.

/
DEFINITION. - On appelle symbole de 1l'opérateur intégral singulier de type d;II

la fonction
cH(x , £) = a(Xx) + h(x, €) .
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4. Propriétés du symbole.

/A
THEOREME 2.
(a) L'application HO -> oy est un isomorphisme d'espaces vectoriels de ng
0
sur G_ .
B
(b) Pour tous H € ng , £ €8, on peut écrire :
- i -
ne(x) = (20 J 08 o x, g) #(e) ag
R R
(c) Pour tous Heczg , xeR, gecR*-{0}, €8, oma
vin o~ MEE) (et eiB)y(5) o oy(x s €) £(2) .
Aoo0

(d) Il existe une constante A (ne dépendant que de n ) telle que, pour tout

Heczg ot fe £,

[Eell, < Agligl],

o M, =  sup lazao(x,z)l-
x<R?, |z]|=1 ©
g ‘alﬁn
Démonstration.
I’ [ o0
(a) et (4) tOnavuque G: h)p=>h est un isomorphisme de Fréchet de G-:( )
c(z
sur &qm( ) , et que gfl s'étend en une application continue de G n(5) dans
c(z ¢ (T
GE?Z) . Ces propriétés s'étendent canoniquement aux espaces :
0 o E 0 0
6= chEt, & ) S 6 = cbE, &, ),
¢ () ¢ (g) .
ng ﬁic%(BP , sz ) passage au symbole_ {symboles}: Ci(ﬁ? , qu ) )
¢ () ¢ ()
Bn effet, Gg - 31; ® cB(g®) , da'aprés 1a formule
o}
£f(x, z) =alX) +n(x, 2), a(x) = j\z f(x, .)do e cB(gn) , he GI; .

Pour (b) et (¢), on peut supposer a(x) = 0 ; alors (b) n'est que 1'écriture de

fi comme transformée de Fourier au sens des distributions, et (c) résulte du
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calcul suivant

n ei(u-xg,x) oH(x , ) £u - AE) du ,

W(X , g) = e-i}‘<x’€) H(feix("g))(x) ____J'
R

~n

en posant u - A =1 ,

y(x, €) = f n ei(x't) oH(x , t +2g) (%) at ,
R

~

or, cH(x y o) étant homogene de degré 0 et (o ’
O'H(X y t +)\€) ""O'(X ’ %) +%(P(X ’ t) ’

od ¢ est une fonction & croissance lente en t , ce qui achéve la démonstration.




