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Séminaire CHOQUET A4-01
(Initiation & 1'Analyse)
7e année, 1967/68, n° A.4 16 novembre 1967

OPéRATEURS SINGULIERS DE CONVOLUTION

\
par Henri SKODA et Frangois ROUVIERE

1. Introduction.

On se propose d'étudier ici quelques propriétés d'une classe particulidre d'opé-
rateurs de convolution de L2 dans L2 ( L2 = LZ(Rn) , pour la mesure de Lebesgue).

Nous commengons par quelques résultats généraux.

LEMME. - Une fonction mesurable g opdre par multiplication dans L2 (i. e.

vre1?, gfer’ et |lg-fll, < C|if]l, ) si, et seulement si, g appartient &

L”', Alors sa norme d'opérateur est lell,, -

Démonstration.

I1 est évident que la condition est suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire :

Soit AM ={xe R™ I |g(x)l > M} ; AM est mesurable. Si mes AM >0, il existe
un compact KM = AM de mesure > 0 ., Soit

f

IS
n A/m‘%'—%(PKM

ol wKﬁ est la fonction caractérigtique de Kﬁ « On a
1

el =1 et Mgl <C .
Donc

mes AM >0 => M <C.

Par suite, g € r°

Evidemment, la norme d'opérateur lugnl est inférieure & ||gl| . Enfin, soit & >0;
prenons M = Hg&b - € . Alors mes Ay >0 , par définition de “guﬁ , donc

M= “g“, - €g ug‘fnng ;

par suite, |||g|||= ngn .
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PROPOSTTION (}). - Soit S une distribution tempérée. la convolution paf S

opdre dans 12 si, et seulement si, Se I” . La norme d'opérateur est alors “§Hm°

("opére dans L2 " yeut dire "se prolonge en un opérateur continu de L2 dans
2

1° ", clest-a~dire

vren, Swfel’ ot |8 =1, <cll, )

Démonstration. - Si la convolution par S opére dans L2 , On a

tged, B.gel’ et |S.g,<Clel, -

Donc § est une fonction mesurable (elle est en effet mesurable au voisinage de
tout point, car, pour tout Xy il existe une fonction g e® ne s'annulant pas
au voisinage de X ). @ étent dense dans L2 , on est ramené & la situation du

lemme

2. Noyaux de Calderdn-Zygmund.

/
DEFINITION. - On appelle noyau de Calderén-Zygmund, une fonction k : R" \{Q}4>§l

positivement homogdne de degré - n , dont la restriction & la sphdre unité % est

dans L2(2) , avec Jzk do = 0 .

Nous reprenons ici les notations de l'exposé 2 : Si E est un espace de fonctions
sur ¥ , et s un nombre réel, on note GZ 1'espace des fonctions complexes sur
RS\ {0} , positivement homogines de degré s , et dont la restriction & ¥ appar-
tient & E ; si E < Ll(z) , on note %E le sous—espace de G; formé dés fonctions

d'intégrale nulle sur T .

0_. 14
On note donc G 2 1'espace des noyaux de Calderon-Zygmund. Soit
L
(x) k(x) , si €< \x| <1,
k x) =
E"ﬂ

0, sinon.

On rappelle les résultats suivants (exposé n° 2) :
/A ‘

THEOREME 1.

1° ks 1 converge simplement sur R® {0} wvers une fonction k , lorsque
’

(1) On prend ici la transformée de Fourier définie par

2e) = (em)™2 ] e 18) £(x) ax .
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g =» 0 _e_t N> .

20 I1 existe C >0 tel que Ifce’,n(g)lsc,g; E£0, 0<e<T.
0

(e}

L

3 |k(g)|l <c pour g£0, et ke
/ A\
THEORENE 2.
1° Soit fes ;
vin d k.t ax

o €97
-0

existe ;

20 Cette limite définit une distribution tempérée vpk ,

vfes, (vpk , £) = 1lim I ke ﬂ'f dx
) ’

30 @ =k (égglité dans &' ).
\

/
THEOREME 3. - L'application k |— k est une bijection ;

[o J (o]
] C

3. Opérateurs singuliers de convolution.
P A a e e A e e g N Y A et et AV oS o W D o o g VW o

/7 \ 0.
THEOREHME. - Soit k € G 2 . Pour tout f € L2 ’ ke 1 % f converge dans L2 ,
L ?

lorsque T = et e -» 0 . Soit Kf la limite ; K est un opérateur continu
de L, et

,\O\l\
.Ig’f-—'k'f.
Démonstration. - Comme ke 1 € L1 , O a
’
x _#xfel’ § k/\ffc%
€ e I = I .
€, €7 €7

~

Par ailleurs &k € I” , donc k.t € L2 ; soit g € L telle que & =k.f . Ona

e =, g fllp = d 18— & L1817 ax

E’n
les fonctions & intégrer sont majorées par Cte |f|2 et convergent vers O sim-
plement presque-partout. Le théoréme de Lebesgue donne donec

1lim ke,ﬂ # f = g dans L2 , avec & = k.t
'n—-»m

e—0
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Enfin Hgi“z = ngu2 = ”ﬁ.f”z < Hﬁuw Hf“2 ; et il résulte du lemme du paragraphe 1

que [|E||= [, -

Lien avec vpk . - Si f € @(Rn) » on a Kf =vpk xf .
/\ /\ ~ AOA A \
En effet, vpk * £ € 8' et vpk #» f = vpk.f = k.f = Kf (théoréme 2). On peut

aussi remarquer gque

1ﬁkmn““ﬂ

vpk * £(x) = (vpk s f(x -~ y))

. 2
en tout point x ; or les seconds membres convergent dans L~ vers Kf , donc

vpk * f € L2 et vpk » f = Kf .

ré
DEFINITION. - On appelle opérateur singulier de convolution, un opérateur de L2

dans L2 de la forgg

0
Hf(x) = a.f(x) + Ef(x) avec a€C, k€G

/\ ~ "~
On a donc Hf = (a + k).f , et on appelle symbole de H 1la fonction

o(H) =a+Lke e 5

.00
L A

Hf = o(H).f .

]

Evidemment, o(H) = 0 entratne H

a JIEl = fo(mIl, -

0 ; et, d'apreés le lemme du paragraphe 1, on

4. Propriétés des opérateurs singuliers de convolution.
L e A N W D Y L T e R a e ey oW oW W o N Y e e e araraa v v ]

/ N\
THEOREME. - Les opérateurs singuliers de convolution & symboles ¢ forment une

sous—algébre g commutative, unitaire, involutive de E(L2) . L'application o

est un isomorphisme isométrique d'algébres normées, unitaires, involutives de q

sur GO .
~——— [so]

(Dans an , on prend la multiplication habituelle et la norme || HOD o)
C
En particulier :
3% 3t
o(#) =c(H) , pour He ¢ » H désignant 1'adjoint dans L2 H
Si o(H) ne s'annule pas, H est inversible dans o et c(H—l) =<E€ﬁ7 .
Démonstration. - ¢ est bijective, d'aprés le théoréme 3 : Si f € GZ» , il

existe k € Gji et a€ C, uniques, tels que a +k =f (on doit prendre
C
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a= Iz fdo ).
2

Si H1 € q et H2 €Eq, ona, pour fel ,
/\ ) A
H, o H,f= o(H,) o(H,) T .

Par suite, a est une algébre, et o un homomorphisme.

Enfin, si He€eq, f € L2 , &€ L2 ,

A, ¥ " A . A

(Ff,8)=( £,g=(,H)=(%,fd)=0GETI, s,
AN a *

done M f =3(@) f . Par suite, g est involutive, et o(H ) = o(d) .

#*
COROLLAIRE. - La fermeture de o dans ﬁ(LZ) est une C -algébre isomorphe &
c(z) .

En effet, C(Z) est 1'adhérence de ¢®(y) dans L°(g) , d'aprés le théordme de

Stone-Weierstrass.

Daens la suite de ce paragraphe, H désigne un opérateur singulier de convolution

(o(m) e ) .
L

PROPOSITION. - Pour s =0 , H est un opérateur continu de B° dans H (2),
%)

et pour fe®, ael, |l <s, m¥Ff= p* gr (

P . . S N
Démonstration. - Si f € H , on a immédiatement

el , < oo, el , -

De plus
f;\\

AN A
¥ f = o(H)eY £ =¥ HE .
PROPOSITION. - Si H applique L2 dans H° , pour un s >0, H est nul.

Démonstration. — Comme H est un opérateur contvinu de L2 dans L2 , ce serait

alors un opérateur continu de L2 dans H®

(théoréme du graphe fermé), d'ol

11+ 151272 o(m) .2l < oliell, »  pour fer?.
@ #-tmes | @+ DY) <175l = G+ 157 al,
(3) Dj = - ia/axj . ©H



Par le lemme du paragraphe-1, il en résulterait que

(1 + 1g12)¥2 o(m) € 1° ;

d'ol o(H) est nul, puisque homogine de degré 0 .

PROPOSITION. -~ Si H est un opérateur compact de L2 dans 1S , il est nul.

La proposition résulte, par transformation de Fourier, du lemme suivant

LEMME. - Soit ge I . Si 1'application

f > g.f ,
12 > 12
est compacte, g =0 .
Démonstration. - Soient ¢ >0 , A = (x| lg(x)| >¢}, ¢, sa fonction carac-
téristique, e* Li = {f e L2 | £=0 sur CAe} , mmni de la ftopologie imdyite par
2
L= .

La composée des applications
ff—>g.f9-—>g:ps'.f ,

L2 - L2 - L2 ’

respectivement compacte et continue, est compacte ; donc aussi 1l'application

f ""} gpeof = gof ’

L2->L2.

- Or, cette derniére est inversible dans E(L ) , car lEKETI 1 pour x € A . Par
suite, Li ¢t de dimedsion finie ( ), donc mes A =0 . En effet, si mes A >0,
il existe une suite infinie de compacts disjoints de mesure > 0 , contenus dans

Ae » et leurs fonctions caractéristiques sont indépendantes.

5. Opérateurs de Riesz.
X

[
On applique ici la théorie précédente aux noyaux Yo l—-]-ng- » qui sont dans G: .
c

La constante Y, ne dépend que de n et sera précisée plus loin. Soit R

J

(4) Cf. Exposé n° 1.
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(1 < j <n) 1'opérateur singulier de convolution obtenu (opérateur de Riesz) :

X, =

R, £f(x) = Y, lin J f(y) ay (fe 19) .

a<|x—y|<n ;+1
sn = IX-YI

S
0 R.) = € G t
n a O'( J) ‘]ET‘ Cm y ©

€. .
£OHE) =) (reid)

by

Démonstration. - Cela résulte d'une formule signalée & propos des polyndmes har-

moniques (exposé n® 3), mais on peut aussi le déduire de 1'expression de k donnée

dans le théoréme 4 (exposé n° 2),

T

ﬁ(e) = IE (1og~Tz§—jl§TST -1 > segn{® , 6')k(e?!) do(e') .

Or k est impair,

R6) = - + 21 (amnto , 013) x(o1) aoler) -

= - im drz-i-(e) k(e') do(e') ’

ou £i(g)={etex| ¢, 6" >0},

Soit ej le j-idme vecteur de la base canonique de R® . Iei k(et) = -yn(ej , 8"

donc
= e i t(‘ ! .
&(o) Ay, o) (ej , o) do(e?)
Soit {zl s ees zn} une base orthonormée de R , avec z1 = 0§ . Comme
<ej ; 8" =§ <ej ’ Z,Z)<ZI, , 8Y),
on a

k(e) = - iﬂvn,% <ej ' 2,0 I;;(Zl) (z, » 8" do(e') .

Si 4 # 1 , l'intégrale est nulle par symétrie par rapport & 1'hyperplan perpen-

diculaire & z, (qui conserve z?(zl) ). I1 reste

k(e) = - in’yn(ej ’ Zl) j‘z+(zl) <Zl , 8') do(e')

il

cn<ej y 0) .
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Donc

g

k(g) = CnTg"?' ;

le calcul donmne C = - imv ( v, = volume de la sphdre unité de 1y

n-1 vn
iiv , dans la définition des opérateurs de Riesz.

on prend donc Yy =T
n-1

/ 7/
PROPRIETES (vérification immédiate par transformation de Fourier).

1°0 Rj est auto-adjoint dans L2 .

o S 2.1 .

j=1 9 12

3° Les Rj commutent entre eux.

_ I R
40 Dj Rk = Rk Dj = Dk Rj : H =L .

1 512.0na A,}(g) = |gl#(g) pour fem '

n n
% Soi = 2 D,R. = .D.: H
50 Soit A § JRJ g: RJ ;
1?\_ Jj=1 j=1
dtou A’ f(g) = |§|2 %(g) pour f € H2 , c'est-a~-dire
BP=ap: B 12,

1 2
6° D. =R, : H =L .
J J A

7° A commute aux Rj , donc

2 2

Dj Dk = Rj Rk A: H L .

Si fes$' et Af € H (s > 0) , alors toutes les dérivées secondes de f sont

dans H° {en effet, les Rj opérent dans i ).

6. Agplication.

7/ N\
THEOREME. -~ Soit P un opérateur différentiel a coefficients constants, homogene

dtordre m . Il existe un opérateur singulier de convolution H tel que

m

P=ml: B ->1°.

Démonstration. - Comme Dj = Rj A, Ona

P..

o o m
_Ia|=ma D" = Z aaR A ’

* lor|=m
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d'oll le théoréme, avec

o(H) = & _PE)
lo.'|=m E lel™  Jgl®

En particulier, si P est elliptique ( P(£) # O pour € réel # 0 ), o(H) ne

s'annule pas, donc H est inversible dans E(LZ)

L'équation Pf =g, gell, fei , équivaut 8 A°f=H ' g.Si m est
pair, m = 2p , on se raméne a AP £ = (- l)p H"1 g , ctest-a-dire & résoudre 1'é-

quation de Laplace.
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