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A0-01

ÉNONCÉ DE QUELQUES RÉSULTATS

SUR LES OPÉRATEURS INTÉGRAUX SINGULIERS DANS L2(Rn) ET DANS Hm(Rn)

par Philippe COURRÈGE

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’Analyse)
7e année! 3.9~7~~8, n~ A.O

L’objectif des exposés A.l du présent séminaire sera de présenter des démons-

trations (en restant au niveau le plus élémentaire possible) pour les résultats
énoncés ci-dessous (voir la remarque finale de l’exposé).

1. Notations. Noyaux de classe C~ .
Pour chaque k entier $ 0 et 03B2 réel  0 , on désignera par G k l’ensemble

des fonctions h définies sur R~ x ~0~ ~ et à valeurs complexes telles que:

(i) Pour tout x E Rn , h(x , .) est de classe C~ sur Rn, {0} et positi-
vement homogène de degré k ;

(ii) Pour chaque indice de dérivation Nn , la fonction

est de classe C03B2b ( ) sur

pour tout p > 0 .

On note que G est une algèbre sur le corps des complexes pour les opérations
naturelles.

On désignera par G. le sous-espace de Gk03B2 formé des fonctions h ~ Gk03B2 telles

que , pour chaque xeR ,

où désigne la mesure superficielle euclidienne sur la sphère unité 03A3n de Rn °

(1) Si 03A9 est un ouvert de Rp , on notera C03B2b(03A9) l’espace des fonctions
complexes sur 03A9 de classe C[03B2] ( [03B2] partie entière de p ) pour lesquelles
toutes les dérivées d’ordre ~ sont bornées, et les dérivées d’ordre [~p]
satisfont une condition de Hölder d’exposant 03B2 - [03B2] uniforme sur Q .



~ n
DEFINITION 1. - Les noyaux-fonction sur R de la forme ,

seront appelés noyaux singuliers de classe C~03B2 sur Rn .

( G°-n03B2 est la classe (f introduite par CALDERON-ZYGMUND dans [4], p. 902, e
P H /

par SEELEY dans p. 660 ; voir aussi CALDERON [3], p. 68, et le Séminaire

Cartan-Schwartz [~9]~ expose n~ 9.)

2. Transformation de Fourier pour les fonctions de H~ (voir exp. A.2 et A.3)

1° Soit h une fonction de G°-n03B2 (§ 1 . Pour chaque Rn , 03BE ~ 0 , y

existe dans. ~ ; 9 et la f onction h, ~ ainsi définie~ ~ appartient à o 

o

2o Inversement, pour toute fonction 6 E G°003B2 , il existe une fonction h E G. _ n
et une seule telle que :

(Voir AGMON [l], lemme 11.2, p. 153, et CALDERON [3], p. 27, pour le cas où h nE

dépend pas de x, et CALDERÓN-ZYGMUND [4], théorème 3, p. 913, pour le cas gênera]

3. Noyaux singuliers de classe C~03B2 opérant en valeur principale dans L et dans

B~ (voir exp. A.4~ A.5 et A.6). 
{3 

( ) Cette intégrale est absolument convergente, , en vertu de l’inégalité de
Schwartz.



dans L~ , on désigne par Hf cette limite.

(b) f ~ Hf est un opérateur linéaire borné de L dans L ; plus précisé-
ment, il existe un nombre A > 0 (ne dépendant que de n ) tel que, pour f ~ L ~

(c) L’opérateur H applique continûment Hm = dans lui-même pour tout

entier m > 0 tel que : 1

(d) L’opérateur H applique continûment L n C~ dans L n C~ si 0Pl,et

dans >0 ("). °

(Voir CALDERON-ZYGMUND [4], théorème 2, p. 909, et aussi CALDERON ~3~, ~ 8, p. 57,

et MIKHLIN [7], § 25, 9 p. 119.) 
.

4. Symbole des opérateurs intégraux singuliers de type C~03B2 (voir exp. A.4 et A.5).
DEFINITION 2. - On appellera opérateur intégral singulier de type tout opé-

rateur linéaire borne H de L 2 dans L 2 de la forme

où H f est défini par la relation (3) à partir de et o On

notera CZ003B2(Rn) (ou le sous-espace vectoriel de £(L2 , L2 form.é de ces

opérateurs ( ).
On note que a et h sont déterminés de façon unique par l’opérateur H à cau-

se de la relation :

pour tout x6 R~ et tout n C~ (0~l) tels que 

DEFINITION 3. - Si H est l’opérateur intégral singulier de type C~03B2 associe

au couple (a, h) ~ C03B2b  G°-n03B2 , on pose,

3~ Voir la remarque finale de cet expose. ? ?
(") CZ003B2 n’ est p as une sous-algèbre , L ) ; ° voir le § 6. 0



La fonction 6H ainsi définie est appelée le symbole de l’opérateur H . (Voir

CALDERÓN-ZYGMUND [4], définition 2, p. 913.)

Cela étant, pour chaque 

- 

/ ,

THEOREME 2 .

(a)L’application H -> 03C3H est un isomorphisme d’ espaces vectoriels de CZ003B2
o 

$

sur H03B2 .
~~~ Pour ~~ 

(c) Pour tout {0~ ,

où est telle que f = 1 au voisinage de x .

(d)ll existe une constante A > 0 (ne dépendant que de n ) telle que, pour

tout H ~ CZO03B2 et 

~- 
f

(Voir CALDERON-ZYGMUND [4], théorème 3, p. 913, en ce qui concerne les propriétés

(a) et (d) ; et HÖRMANDER [5], § 3. 9 en ce qui concerne (b) 

5. Compose de deux opérateurs intégraux singuliers 
de type C~03B2 (voir exp. A.7 et A.8)

THÉORÈME 3. - Soient H, 1 et H2 des opérateurs de CZ p avec p>l , et H

l’unique opérateur de CZO03B2 tel que :

(~) Voir le lemme 1 (§ 2).
(~) f désignant la transf.ormée de Fourier de f .définie par



Alors, l’opérateur H1 H2 - ii applique (8) I# dans Hm+1 pour 0 5 n  1>1 ;

en particulier E~ ?I~ - E applique d dans H~ .

(Voir CALDERÓN-ZYGMUND [4], théorème 5, p. 914, et CALDERÓN [3], théorème 4,

p. 71, ainsi que SEEIEY [8], théorème 3 , p. 678, et le cours de F. TRÈVES, 1965/66. )

6, Algèbres d’opérateurs intégraux singuliers (voir exp. A.7 et A.8) .

LEMME 2* - Soit H ~ CZ§ avec 03B2 > 1 . Si iI applique L2 dans H1 , alors

il est nul.

(Voir CALDERÓN-ZYGMUND [4], lemme, p. 918, et le cours de F. TRÈVES, 1965/66. )

Cela étant, nous avons la définition suivante:

DÉFINITION 4. - Pour chaque entier m % 1 , on désignera par CZm l’ensemble des

Opérateurs linéaires bornés S de L2 dans L2 de la forme S = II + K , où

il fi Cz§ avec > > m , et où K applique continûment Hr dans Hr+1 pour

On a CZm ,-£ CZ1 pour m % 1 . Les éléments de CZ1 seront appelés opérateurs

intégraux singuliers.

Il résulte alors des théorèmes 2 et 3,et du lemme 2, le théorème suivant:

THÉORÈME 4« .

(a) Czm (m ? i ) est Une sous-algèbre de £(L2 , L2) , et, pour tout S é SZ1 ,
la décomposition S " H + K (avec H ~ fl > 1 , et K appliquant d
dans H1 ) est unique.

(b) Pour tout s = E + K G on pose

Alors, l’application S -> as est un homomorphisme de l’algèbre Ùzi sur i’ai-

gèbre 03A3m = U G003B2 ( § 1) dont le noyau (9) est constitué par l’ensemble des opé-
03B2>m

rateurs K C £(L2 ,,L2) appliquant continûment Hr dans Hr+1 pour 0 g r  n .

(7) Théorème 2y propriété (a).
( ) Continûment en vertu du théorème du graphe fermé.
(~) Ensemble des tels que Og==0 .



/ 
.

DEFINITION 5. - Pour chaque S E CZ1 , 03C3S est appelé le symbole de l’opérateur
S .

(Voir CALDERON-ZYGMUND [4], théorème 6, p. 918.)

REMARQUE. - On peut envisager aussi d’autres sous-algèbres de CZ contenant

CZ0m (m  1) . En particulier, -

- la sous-algèbrè de cZ1 engendrée par CZO03B2 avec 03B2 > m ;
- les sous-algèbres de CZ formées des opérateurs S de la forme S = H + K , y

où K est l’opérateur intégral associé à un noyau-fonction k(x , y) appartenant
à L2 (Rn x Rn) et ayant éventuellement certaines propriétés de régularité

(continuité, différentiabilité.ou caractère höldérien en dehors de la diagonale de

7. Régularisation d’un opérateur intégral singulier elliptique (voir exp. JL.9).

/ 1

THEOREME 5 . - Soit S 
. 

E CZ1 un opérateur intégral singulier tel que,

Alors, il existe un opérateur intégral singulier T e CZ1 inversible de L2
/ dans L~ et tel que,

. 

(Voir théorème 6, p. 918.)

APPLICATION. - Sous l’hypothèse du théorème 5, l’équation

équivaut à l’équation

où l’opérateur K = TS - 1 applique L dans H ; cette dernière équation étant
du type de Fredholm dans L ~ lorsque K est compact de L dans L (voir
[~6J ; en particulier, le théorème 7, p. 288).

REMARQUE. - Les résultats énoncés ci-dessus sont, en fait, valables lorsqu’on
remplace L par et Hm par Lpm (1  p  + oo) . On se limite ici au cas

où p = 2 qui est nettement plus simple que le cas générale afin de bien mettre
en lumière l’objectif du présent séminaire d’initiation :



Extraire de la littérature existante sur ce sujet des démonstrations les plus

élémentaires possibles des résultats énoncés ci-dessus dans le cas particulier où

p = 2 .

(Pour les généralisations diverses, y en particulier aux opérateurs sur les varié-

tés, voir C2~, [5], C8~ et [9].)
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( ) On trouvera, dans j~2~ une bibliographie très complète sur le sujet.


