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Séminaire CHOQUET A0-01
(Initiation & 1'Analyse)
7e amée, 1967/68, n® A.0

/ ’
ENONCE DE QUELQUES RESULTATS
SUR LES OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS DANS L2(R™) ET DANS H(RD)

par Philippe COURREGE

L'objectif des exposés A.l & A9 du présent séminaire sera de présenter des démons-
trations (en restant au niveau le plus élémentaire possible) pour les résultats

énoncés ci-dessous (voir la remarque finale de 1'exposé).

1. Notations. Noyaux de classe d; .

Pour chagque k entier <0 et B réel >0 , on désignera par Gk 1'ensemble

des fonctions h définies sur R- x (Rn \ {O}) et & valeurs complexes telles que:

(1) Pour tout =x e R® ’ h(x , ) est de classe ¢ sur R? \ {0} et positi~
vement homogéne de degré k ;

(ii) Pour chaque indice de dérivation o € N° , 1la fonction

||

(X,Z) - 2 h(xyz)
0z
est de classe Cg (1) sur
R™ x {z | = e R" et lz] > p}

pour tout p >0 .

X s
On note que QB est une algebre sur le corps des complexes pour les opérations
naturelles. '

[o]
On désignera par Gk le sous-espace de Gk formé des fonctions h € ek telles

B

que, pour chaque x € R™

(1) fzn h(x , 6) o(d0) =

ou o, désigne la mesure superficielle euclidienne sur la sphére unité T de R,

( ) Si Q est un ouvert de AP , on notera C%(Q) 1lt'espace des fonctions
complexes sur ( de classe CEBI [p] partie entidre de p ) pour lesquelles
toutes les dérivées d'ordre < [B] sont bornées, et les dérivées d'ordre [g]

satisfont une condition de Holder d'exposant g - [p] uniforme sur Q .
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DﬁfINITION 1. - Les noyaux-fonction sur R de la forme,

0-
Nz, y) =h(x, x -y) (x #£y) ou }1esGBn ,

seront appelés noyaux singuliers de classe d; sur R" .

O
(G st 1a classe d; introduite par CALDERON-ZYGMUND dans [4], p. 902, et
par SEELEY dans [8], p. 660 ; voir aussi CALDERON [3], p. 68, et le Séminaire
Cartan~Schwartz [9], exposé n° 9.)

o
2. Transformation de Fourier pour les fonctions de H o (voir exp. A.2 et A.3).

B
LEMME 1.
-
1° Soit h wune fonction de GBn (§ 1). Pour chaque Ee€ R sy E#£0,
A o T -i(z,E€)
(2) h(x , &) = lim Yeclzl<a © h(z , z) dz
ELO < ~N
At
[o]
existe dans. C ; et la fonction fi, ainsi définie, appartient a Gg .
[*]
2° Inversement, pour toute fonction ¢ € Gg , 11 existe une fonction h e G -
et une seule telle que :
ﬁ =0 e
pon..

/
(Voir AGMON [1], lemme 11.2, p. 153, et CALDERON [3], p. 27, pour le cas ou h ne
/
dépend pas de x , et CALDERON-ZYGMUND [4 ], théordme 3, p. 913, pour le cas général))

3+ Noyaux singuliers de classe d” oEerant en valeur principale dans L et dans
H® (voir exp. A.4, A.5 et A.6).

/ N\
THEOREME 1. - Soient B réel >0, a une fonction complexe de classe Cg

sur B*, et he &én (5 1).

Pour ¢>0, xe€ R® et fe L2=L2(Rn) , On pose :

(3) He f(x) = a(x) f(% + f]Zl>e hix , z) £f(x - z) dz (2).
Alors,
(a) Pour chaque fe L, H fe 1° pour tout ¢ >0 , et lim H £ existe
g0

(2) Cette intégrale est absolument convergente, en vertu de 1'inégalité de
Schwartz.
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dans L2 , on désigne par Hf cette limite.
(b) f => Hf est un opérateur linéaire borné de L2 dans L2 ; plus précisé-

ment, il existe un nombre A > O (ne dépendant que de n ) tel que, pour f € L ’
(4) ]l < fifll, 4 i (laG)| + In(x , 2)])
=1
=R"

(c) L'opérateur H applique continfment H- = Hm(Rn) dans lui-méme pour tout

entier m > 0 tel que :
(5) OgmgB -

(d) L'opérateur H applique continfment 1° n CS dans 12N C S si 0<B<1i,ct
[B] n CS dans lui-m8me si B >0 (3)

(VOlr CALDERON-ZYGMUND [4], théordme 2, p. 909, et aussi CALDERON [3], § 8, p. 57,
et MIKHLIN [7], § 25, p. 119.)

4, Symbole des opérateurs intégraux singuliers de type d; (voir exp. AJ4 et A.5).

DEFINITION 2. = On appellera gpérateur intégral singulier de type d; , tout opé-

rateur linéaire borné H de L2 dans L2 de la forme

Hf = lim H f (fe L2) ,
glo €

N fps o . N . n O-n

ou Hs f est défini par la relation (3) & partir de a e CE(R ) et he GB . On
notera ng(Rn) (ou ng ) le sous-espace vectoriel de E(L2 ’ L2) formé de ces
opérateurs (4),

On note que a et h sont déterminds de fagon unique par 1l'opérateur H a cau-

se de la relation @
P o

(6) B (x) =,  h(x, x+y) £(y) dy
R

pour tout =x & R et tout f € L2 n C% (0 <@ < 1) tels que x ¢ Supp T .

/
DEFINITION 3. - Si H est l'opérateur intégral singulier de type d; associé
0
au couple (a, h)€ CE x GBn , On pose,

EZ; Voir la remarque finale de cet exposé. >

cz0 n'est pas une sous-algdbre de £(L

8 , L2) : voir le § 6.
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(7) og(x s ) =alx) +hx,8)  (xe B, eer® o)) ().

La fonction og ainsi définie est appelée le symbole de 1'opérateur H . (Voir
/
CALDERON-ZYGMUND [4], définition 2, p. 913.)

Cela étant, pour chaque @ >0 3

-

/A
THEOREIE 2.

(a) L'application H —> oy est un isomorphisme d'espaces vectoriels de ng

sur H_ .
(b) Pour tout H € czg , xeR" et feb
(8) Be(x) = (o)™ TEE) o, 8) B g ().
R

(c¢) Pour tout H € ng , X € R , EE€ R" \ {0},

(9) O‘H(X . E) = 1im e—i)\<X’§> H(fei)\<.’g>) (X) ,
Ao

ou fe® esttelle que f =1 au voisinage de X .
(a) I1 existe une constante A > 0 (ne dépendant que de n ) telle que, pour

tout He czg ot feI°,

(10) \[Ell, < A |gll,
M = ! ( )
IH - xERgu?z|21 az% °H e
o $2n

- ,
(Voir CALDERON-ZYGMUND [4], théoréme 3, p. 913, en ce qui concerne les propriétés
(a) et (d) ; et HORMANDER [5], § 3, en ce qui concerne (b) et (e).)

5. Composé de deux opérateurs intégraux singuliers de type dg (voir exp. A.T7 et A.8).

1 2

/ \
THEOREME 3. -~ Soient H, et H, des opérateurs de ng avec B >1, et H
l'unique opérateur de cz0  tel que :

(5) Voir le lemme 1 (§ 2).
(®) $# aésignant la transformée de Fourier de f ,a¢finic per

~ \ ‘ ——r ~ ¥
gy = A8 oy
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Alors, lopérateur H, H, - H epplique (8) 1 dans B pour 0 <m < [B] ;
en particulier I-I1 H2 - H applique I? dans H1 .

(Voir CALDERON-ZYGMUND [4], théordme 5, p. 914, et CALDERSN [37], théorime 4,
p. 71, ainsi que SEEIEY [8], théorzme 3, p. 678, et le cours de F. TRRVES, 1965/66.)

6. Algebres d'opérateurs intégraux singuliers (voir exp. A.7 et A.8).
IEMME 2, - Soit H e ng avec B >1 ,5i H applique L2 dans Hl , alors

H est nul.

(Voir CALDERGN-ZYGMUND [4], lemme, p. 918, et le cours de F. TREVES, 1965/66.)

Cela étant, nous avons la définition suivante :

DEFINITION 4., - Pour chaque entier m > 1 , on désignera par CZm 1l'ensemble des
opérateurs lindaires bornés S de L2 dans L2 de la forme S =0+ K, ou

e CZ9 avec B >m , et ob K applique continfiment H®  dans Hr+l pour

B

0<r<m.

On a CZmiz CZ1 pour m > 1 . Les éléments de CZl seront appelés opérateurs

intégraux singuliers.

I1 résulte alors des théoremes 2 et 3,et du lemme 2, le théoréme suivant :

THEOREME 4,

(a) CZ (m >1) est une sous-algdbre ge E(I? , L2) , et, pour tout 826 SZ,
la décomposition S =H + K (avec HE€CZ, , B>1, et K appliquant L

dans H' ) est unique.
(b) Pour tout S =H + K & CZ, , on pose

GS=GHQ

Alors, l'application S —> Ogy est un homomorphisme de 1l'algébre CZ1 sur 1l'al-

N 0 . . .
gebre Em = U GB (§ l) dont le noyau (9) est conastitué par l'ensemble des ope-
B>m
o2 2
rateurs K € £(L° ,,L°) appliquant continfiment 0 dans Hr+l pour O <r<m.

(7) Théordme 2, propriété (a).
(8) Continflment en vertu du théordme du graphe fermé.
(9) Ensemble des S € CZ; tels que 04 =0.
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, .
DEFINITION 5. = Pour chaque S € CZ1 ’ est appelé le symbole de 1l'opérateur

S .

g

/
(Voir CALDERON-ZYGMUND [ 4], théordme 6, p. 918.)

REMARQUE. - On peut envisager aussi d'autres sous-algébres de CZ, contenant

1
0 . .
CZm (m ;,1) . BEn particulier,
- la sous-algebré de CZ1 engendrée par CZO avec B > m ;
~ les sous-algdbres de CZ, formées des opérateurs S de la forme S =H + K,

1
ou K est l'opérateur intégral associé & un noyau-fonction k(x , y) appartenant

a Lioc(Rn x Rn) et ayant éventuellement certaines propriétés de régularité
(continuité, différentiabilité.ou caractdre h8ldérien en dehors de la diagonale de
Rann)

7. Régularisation d'un opérateur intégral singulier elliptique (voir exp. 4.9).

e

/ \
THEOREME 5. - Soit S € CZ, un apérateur intégral singulier tel que,

1

os(X , g) £0 pour tout x e Rn et Ee Rn ~ {O} .

Alors, il existe un opérateur intégral singulier T e CZ1 inversible de L2

dans L2 et tel que,

L /
(Voir CALDERON-ZYGHMUND [4], théordme 6, p. 918.)
APPLICATION. - Sous 1l'hypothése du théoréme 5, 1'équation

st=g (fe1, gel?)
équivaut & 1l'équation
f +Kf =Tg ,

ou l'opérateur K =TS - 1 applique L2 dans H1 ; cette dernidre équation étant
du type de Fredholm dans L2 s lorsque K est compact de L2 dans L2 (voir
[6] ; en particulier, le théordme 7, p. 288).

REMARQUE. - Les résultats énoncés ci-dessus sont, en fait, valables lorsqu'on
remplace 12 par 1P, et H" par Li (1< p<+o).0n se limite ici au cas
ol p =2 qui est nettement plus simple que le cas général, afin de bien mettre

en lumiére l'objectif du présent séminaire d'initiation
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Extraire de la littérature existante sur ce sujet des démonstrations les plus

élémentaires possibles des résultats énoncés ci-dessus dans le cas particulier ou

p=20

(Pour les généralisations diverses, en particulier aux opérateurs sur les varié-

tés, voir [2], [5], [8] et [9].)

(1]
[2]
[3]

(4]
[5]
[6]
[7]

(8]
[9]

L10]
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