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Séminaire CHOQUET A9-01
(Initiation a l‘analyse)
Te année, 1967/68, n° A.9 ier février 1968

’ / /
REGULARISATION D'UN OPERATEUR INTEGRAL SINGULIER ELLIPTIQUE

par Jeffery COOPER

1. Introduction.

CZ1 est 1l'algébre des opérateurs linéaires continus S de L2(B?) dans Lz(gé)

de la forme
S=H+K

ow HE czg avec P >1 et K est un opérateur appliquant Lz(gn) dans Hl(gn)

continuement. Il existe un homomorphisme d'algébres

cs: CZ, =->» GO

! p>1 P

défini par og = gH(X , €) € a2

8 (avec B>1 ). oy est appelé le symbole de 1l'o-

pérateur S .

On se pose la question suivante : Soit S € CZ, tel que os(x ’ g) # 0 pour tout

1
X € g? et g€ gﬁ - {0} . Est-ce que S a un inverse ? L'exemple trds simple qui
suit implique qu'en général la réponse doit &tre négative.

Soit P ¢ LZ(BP) —> Hl(g?) un projecteur de rang fini. Alors S =1 - P € CZ1

et GS(X ’ g) =1 mais S n'a pas d'inverse.

Cependant, nous .allons voir que S a un inverse, & un opérateur régularisant prés.

2. Régularisation d'un opérateur intégral singulier elliptique.

/7 N\
THEOREME. - Soient S € CZ1 et gs(x , E) € Gg son symbole. On suppose qu'il

existe une constante a > 0 telle que

los(x , €)l > a pour tout x e BP , E€ B? - {0} .

Alors, il existe un opérateur T € CZ, qui est inversible de L2(BP) dans LZ(EF)

1
et dont le symbole vérifie

Og Op = 1 .

Démonstration. - IGS(X y g)i >a >0 pour tout x € BP et € € EP - {0} , donc

F(X ) %) = GS(X ’ §)~1 appartient aussi a Gg .
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os(x , §) est borné uniformément en x et € , donc |F(x , g)l est borné infé-
rieurement par un nombre > 0 . Soit B €4y = {e € EF : lgl = 1} wun point fixé,

et posons :
a(x) = P(x , ) 70 , £))7" € cP(&")
6z, g) =F(x, &) at(x) Flo, &)™ .

a(x , g) € Cg et il existe une constante c¢ > 0 telle que

lG(x ’ g)l >c >0 pour tout x € BF‘, £ € BF - {o} .

De plus,

G(x , ) =1 Vxe R"

~

(1)

¢lo, ) =1 v g eR - {0} .

LEMME. - G(x , g) a une racine m-itee ('m entier =0 ) Gm(x ’ g) appartenant

A

0 n
a GB y telle que Gm(x ’ go) =1 VxeR .

Démonstration. - Soit € € Zh , et soit C wun grand cercle passant par go et

g . On pose
g 1
ax , £) =d, = I 3-2-1 Gj(x » £(%)) gj(t) N
, ce o olx, )
ol Gj(x ? .) = az G(X ’ -) ’ et t - g(t) est une paramétrisation le © telle
J

que g(O) = gO et Q(T) =5 .

L'intégrale existe parce que IG(X , g)l >c¢c >0 pour x et € . La définition
est bonne parce que 1l'intégrale est indépendante du choix de la courbe entre €

et ¥ . En effet, soient C1 et C2 deux courbes entre g et € . Soient Fl

et F2 leurs images dans le plan complexe par a(x , g) ’

du dG du aG
‘rrl-a—:ICl—G— et IFZ—H-:I\CZ—@- .

Or, la courbe T, - r, est 1'image de la courbe C, - C,s I, -T,¢ C - {0} et

les conditions (1) entrainent que r, =T, est homotope au point + 1 . Donec,
d'aprés un théoréme de la théorie des fonctions ([2], p. 6)
I du
™
r,-I'yu

1°2
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et, par conséquent,

Montrons que & est bornée. Pour E € zn , nous prenons pour C le grand cercle

passant par g, et § , tel que c = {g(t)} avec

£(0) =g,
g(r) = ¢ o<t
lgr(e)] =1
Alors,
] _ ) aalx, g)
le(z , £)] = \IC —éTx_-,_%l
(2) o , .
) ‘IT 3;1 Gj(x , £(t)) gj(t) o 1 IT ( § o (x g(t))|2)1/2 w
0 Glx , ¢(t)) Sc 0 =1 v !
et 2 lG.(x ’ §)|2 est borné uniformément en x et € parce que a(x , g) € Gg
J=1
B>1.
—~
$ est continue. Soient g, et § deux points de % . Soient C, : &, &, »
—~ — 1 2 n 1 0 °1
02 2 By By C3 : gl g5 des courbes géodésiques. Alors C2 - 03 - C1 est une

courbe fermée, donc

c, G C, G

@(X:§2)‘@(X9§1)=j02d—g'jli§=j3g—g .

Quand §2 -> 51 sur la sphére Zh , la distance géodésique le long de 03 tend

vers séro, et une majoration du type (2) entraine que

(3) @(x ’ §2) - @(x ’ §1) uniformément V x € g? .

P e 3 n
Maintenant, pour € fixe et C : go £, X,yeR ,

R

.____j ey » €) dG(X,‘é)-G(X;E) dG(y’Q
c (x, g) Gy , &)

Donc

o s &) = aly » )l <5 dg loty , 9 ey, D e, D Ialy, Ol ar
c J J
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Alors G(x , ) € Gg implique que

(4) yEesx, s(x, ) - ay ,€)  quand x>y .
On déduit de (3) et (4) que & est continue sur B? x Zn .

Localement, & =L o G ou L est une détermination du logarithme complexe. Donc
$ est un logarithme continu de G sur En x 3 ; et nous pouvons prolonger & a

En x (En - {0}) en une fonction homogdne de degré zéro telle que

(5) olx, g) = 28 gz, E) e B x (B - {0)) .

Du fait que & est un logarithme continu de G, on a

so(x , £)  aa(x , E) -1
% = g) _ 5= 8 o(x , £)
28(x , ) _26(x , €) o(x , €)™

ok . .
%J agJ
et on en déduit que &(x , £) € 62 parce que |G(x , £)| > ¢ pour tout
(x ,€)e B x (B" - {0}) .

Alors, pour m entier, m >0 , nous posons

1
—@(X,é)
Gm(x ’ g) =e" .

C. Q. F. D.

Revenons & la démonstration du théordme. &(x , £) est bornée sur En x {lgl 21}

donc Gm(x , E) = 1 uniformément sur R x {lg] > 1} quand m > + . De

plus,
aGm(X , §) =l aq;(x ’ g) c (X g)
agj m agj m

et du fait que &(x , E) € GCB) , on déduit que

a6, (x , €)

3E

- 0 uniformément sur En x {|e|l = 1}

quand m -» + o . De la méme facon, on démontre que

(6) aldl G(X ? g) - 0

38

quend m -» » , pour tout o , 1<Ials2n.

uniformément sur ﬁn x {lg|l =1}
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Soit HE ng 1'opérateur tel que = Gm(x , E) . On fait appel au théoréme 2

o
H
de 1'exposé 5 et on voit que pour m suffisament grand,
1
B -1 <3

N . s . 2 2
ou la norme est celle des opérateurs lindaires continus de L~ dans L~ . Donc

pour m grand, H est inversible, ainsi que g .

Soit H, € CZO tel que o, =a(x) et H € HE CZO tel que o, =PF0, E) .
1 B H v A B H,
ona Ja(x)| 2 c,> 0 pour tout x€ B? , donc H est inversible, |lr(0 , €)| =20

pour tout ¢ € BF - {0} , donc d'aprés le théoréme de 1l'exposé 4, H, est inversi-

ble. I1 en résulte que T =H H, H' est inversible et

o(1) = o on(oH)m =a(x) P(0, g) elx , §) =F(x, &) .
C. Q. F. D.

Application. - Soit S € CZ1 vérifiant les hypotheéses du théoréme, et soit T
1'opérateur inversible tel que Oy Op = 1 .0na PTS-I=K ou K estun opéra-
teur qui applique L2 dans H1 . Donc 1'équation

2
Sf =g (f, gel)
équivaut a 1l'équation
f+ K =Tg .

Quand K est compact de L2 dans L2 , cette dernidre équation est du type de

Fredholm dans L2 et on peut appliquer la théorie de 1'exposé 1.

3. Une décomposition des opérateurs différentiels.
AMWA’W\AWNW\MW

/ \ e . a ”" . ’ . N\
THREOREME. - Soit P(x ’ D) = aa(x) D~ un polyndme différentiel, homogene
o=
de degré m , & coefficients aa(x) € CB(Bé) , B3>0 . Alors, si u € Hm(g?)

P(x , D)u = HA® u

ol H est un opérateur intégral singulier de ng et

oy = (- )" Eiﬁzjﬁgl .



A9-06

Démonstration. - Suivant 1'exposé 4, on a %%— = - iR, A1 ou Rj est un opéra-
Oh

teur de Riesz. Les Rj et A commutent, donc
o, o o
Pu=(-1)"RIR%...E* B u=(-1)"R "y
1 2 n
£,
et P(x ,Du=2a(x)Du=(-1)"2a (x) R’ " u . Mais, on sdt que c(R.)==T2r
a ¢ 4 o ¢ J §

et, par conséquent,

o= ol P2 a (1) = (- 7L a (x) S .
a ¢ a ¢ |

gl”
C. Q. F. D.
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