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Séminaire CHOQUET 18-01
(Initiation & 1'Analyse)
6e année, 1966/67, n° 18 25 mai et ler juin 1967

SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINﬁAIRES

par Haim BREZIS

Le but de cet exposé est double

On se propose, d'abord, de démontrer un théoréme concernant les inéquations non
linéaires, qui englobe des résultats de F. BROWDER ([ 3], [4]) et G. STAMPACCHIA
(6], [8]). Puis, en utilisant une technique due & F. BROWDER [5], on en déduit une
généralisation du théoréme de point fixe de KAKUTANI et KY-FAN pour les applica—

tions multivoques.

Dans la seconde partie, on met en évidence une méthode constructive, obtenue en
collaboration avec M. SIBONY, permettant de résoudre certaines équations non li~
néaires. Ce schéma est particulitrement utile pour 1'approximation de la solution

d'équations aux dérivées partielles non linéaires.

I. Inéquations non linéaires
e e e el o N o A a e Ta T e e e e Ta e e e e e d

et généralisation du théordme de point fixe.

1. Les inéquations non linéaires.
I e AT e oV o o N e O A B AT v e e VB W o e

Soient E et F deux espaces vectoriels mis en dualité par une forme bilinéaire
(£, u) y feF, ue E. On suppose que E est muni d'une topologie d'espace

vectoriel topologique plus fine que o(E , F) .

/
DEFINITION 1. = Soit X un sous—ensemble de E ; on dit qu'une application A

de X dans F est pseudo-monotor~, si elle vérifie les deux propriétés suivantes:

(p Ml) Pour tout filtre uy porté par un sous—~ensemble ccmpact de X tel que

u, >u dans X ef lim sup(Aui ; Uy -u) <0, alors
(&u s U = V) < lim inf(Aui y Uy - v) , ¥yve X .

(P Mz) Pour tout v € X, 1l'application

u b= (Mu, u=-v)

est bornée inférieurement sur les sous—ensembles compacts de X .
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Remarques.

1° On montre, dans la suite (8 2), que toute application monotone est pseudo-
monotone. .

2° Toute application continue de E dans F nmuni de la topologie de la conver-—
gence uniforme sur les bornés de E est pseudo-monotone. En particulier, lorsque
E est de dimension finie, toute application continue est pseudo-monotone. Mais la
réciproque est inexacte : il existe, méme en dimension finie, des applications

pseudo-monotones qui ne sont pas continues.
Le résultat essentiel concernant les inéquations non linéaires est le suivant

’ A
THEOREME 2. - Soient X un sous—ensemble convexe compact de E , et A une

application pseudo-monotone de X dans F . Alors, pour tout f € F, il existe

u e X tel que
(1) (f =M ,v=-u)goO, vveX .

De plus, 1'ensemble des solutions de 1'inéquation (1) est fermé.

La démonstration du théoreme 2 se fait en plusieurs étapes.

LEMME 3. - On suppose que E est de dimension finie. Soit Y un ouvert de B ;

une application de Y dans E' est pseudo-monotone si et seulement si elle est

continue.

Démonstration. - I1 est évident que toute application continue est pseudo-mono-

tone.

Inversement, soient A wune application pseudo-monotone, et u, ~une suite qui
converge vers u dans Y . Montrons d'abord que Aun est borné ; en effet, si
Aun n'était pas borné, on pourrait extraire une sous-suite, notée encore U s

telle que

Il
[En
.

u =>u HAun“ -+ o et ﬂzain--> Z, avec ||zl]

Soit v €Y ; 1l'ensemble {un} étant un sous~ensemble compact de Y , il existe

une constante C telle que

(2) ( ,u -v)>c, inel .

On divise 1'indquation (2) par HAunH , et on passe 3 la limite quand n —» + o ,
D'ou
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(z y U= v) >0, TveY .
Par suite z = 0 , ce qui est en contradiction avec llzl| = 1 .
Montrons que Aun converge vers Au ; sinon, on pourrait extraire une sous-—

suite, notée aussi u telle que w o =>u, Aun ->f # M et

lim sup(Aun y U, - u) <0 ,
donc

(fu , u = v) < Llim inf(Aun y Uy v) = (f , u=v), Yvel .

D'ou Au = f ; ce qui est absurde.

Pour démontrer le théordme 2, on peut supposer, sans restreindre la généralité,

que £ =0 .

LEMME 4 (P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA). - On suppose que E est un espace de

dimension finie. Soient X un sous-ensemble convexe compact de E , et A une

spplication continue de X dans B! . Alors il existe ue€ X tel que

(3) (bu , u=-v) <0, yveX .

Démonstration. — On identifie E et E! & un espace de Hilbert de dimension

finie. L'inéquation (3) s'éerit

(-M+u-u, v- u) <0, ¥yveX ,
clest-a~dire

u = Projx(— Au +u) .

L'application u jp—> Pron(- Au + u) étant continue, 1'inéquation (3) admet au

moins une solution, d'apres le théoréme de point fixe de Brouwer.

LEMME 5. - On suppose que E est un espace de dimension finie. Soient X un

sous~ensemble convexe compact de E d'intérieur non vide, et A une application

pseudo-monotone de X dans E' . Alors il existe u e X tel que

(Au y U - v)vs o, ¥yvelX .

Démonstration. — Comme 1l'intérieur de X n'est pas vide, il existe une suite

croissante Xn de convexes compacts tels que
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D'aprés le lemme 3, A est continu sur chacun des Xn y et le lemme 4 montre qu'il

existe u_€ X tel que
n n

(Aun,un—v)so, Fvex .

On peut extraire une sous-suite, notée u o telle que u ->u . Montrons que
la suite Aun est bornée ; sinon, on pourrait extraire une sous-suite, notée U

telle que

Au
u —>u, HAunH -> + o , ﬂzain-—a-z ’ avec Hz” =1 .

Soit v e i ; l'ensemble {un} étant un sous-ensemble compact de X , il existe

une constante C , telle que, & partir d'un certain rang, on ait

On divise la relation (4) par HAunH s et on passe a la limite quand n -> + o 3
il vient

O
o0g(z,u~-v)go0, FveX .

Par suite, 2z =0 ; ce qui est en contradiction avec Hz” = 1 . Donc la suite Aun
est bornée, et

1lim sup(Aun y U - u) o .

N0

N

Par conséquent

(Au , U = v) < 1lim inf(Aun , U = v) ’ YyveX .

n

(¢}
Or, pour tout v e X, 1lim inf(Aun y U, = v) <0 . D'od

<]
(fu ,u-v)go, T veX ,
et, par continuité,
(lu yu=-v)go, VveX .

LEMME 6. -~ On suppose que E est un espace de dimension finie. Soient X un

sous-ensemble convexe compact de E contenant O , et A une application pseudo-

monotone de X dans E!' . Alors il existe u € X tel que

(fu , u - v) <0, YyveX .

Démonstration. - Soient EO 1'espace vectoriel engendré par X , jo
3
tion canonique de EO dans E , et jo son adjoint de E! sur Eé . Comme X

1'injec-

est d'intérieur non vide dans B, , il existe, d'aprés le lemme 5, u € X tel que
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‘* 3
(JG Ajow, u- v) <0, yveXx ,

clest-a~dire

(w , u=-v) <0, VveX
*
(on vérifie aisément que jo Aj0 est pseudo-monotone de EO dans Eé ).

Démonstration du théoréme 2. - On se raméne d'abord trés simplement au cas ou

f=0 et 0€X ., Soient & 1'ensemble ordonné filtrant croissant des sous-

espaces vectoriels Ei de E de dimension finie, 1'injection canonique de

J
i
#*

Ei dens B , et ji son adjoint de F sur E{ . D'aprés le lemme 6, il existe

u, € X nE, tel que
i i

*
(ji Aj; vy o, uy - v) <0, FveXnE ,
clest=a—dire
(&, ,u, -v) 50, yveXnE .

Suivant un ultrafiltre U plus fin que &,
u;, —>u dans X et 1lim sup(Ani y Uy = u) <0 .

U
Donc

(fn , u = v) < lin inf(Aui y Uy = v) , ¥veX .
D'ou

(b yu=-v)gO, vveXx .

Enfin, montrons que 1l'ensemble des solutions de (1) est fermé. Soit uk un fil-

tre sur l'ensemble des solutions de (1) qui converge vers u . On a
(f-Auk,v—uk)\go, vveXx .
Bn prenant v = u , on obtient

1lim sup(Auk y Wy - u)-$ o .
Done

(fa , u - v) < lim inf(Auk y W = v) , VvelX .
Par suite

(f-M,v=-ugo0, vveX .

Avent d'énoncer quelques corollaires du théordme 2, introduisons une notation.
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Soient X wun convexe de E , et Y un sous~ensemble de E . On pose

Inty X={xeX; Y-xc U AMX - %)} .
A0

Ainsi, IntX X=X, et IntE X est 1l'intérieur de X pour la topologie locale-

ment convexe la plus fine de B .

COROLLAIRE 7. -~ Soient X un sous—ensemble de E , et K un sous—ensemble con-

vexe compact de X , avec O € In’cX K . Soit A wune application pseudo-monotone
de K dans F , telle que

(v , v) >0, VveK,v;éIntXK.

Alors il existe u € K tel que

(fbu , u=-v) <0, yveX .

Démonstration. - D'aprés le théoréme 2, il existe u € K tel que

(Au,u—v)so, vvek .
Si uGIntXK,soit we€ X ;3 il existe A >0 et v € K tels que

W-u=)\(v-u) .
D'ou

(Au,u-w)go .
Si uéIntXK, ona (&u, u) >0, et d'autre part, (Au,u)so (i1 suffit de
faire v =0 ). Donc (&u , u) = O . Par conséquent, (Av , v) >0, ¥ veK; on

en déduit que (Au , V) >0, VveX, puisque O € In’cX K . D'ou

(Au,u-—v)$0, yveX .

COROLLAIRE 8. - Soient E un espace de Banach réflexif, et X un convexe fermé

de E . Soit A une application pseudo-monotone de X dans E' ( E étant muni

de la topologie faible), telle que

(AX,X)=

[ v=—lEY
xeX

© .

Alors, pour tout f € E' , il existe u € X 1tel que

(f-M,v-u)go0, VvelX .
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Démonstration. = On peut toujours supposer que f =0 . Il existe R >0 tel que

xe X, Hﬂ!aR implique (Mc,x)ao .
L'ensemble
K={xeX; |lx <R}

est un convexe compact de E muni de la topologie faible. De plus

fx e X HxH<R}CIntXK .
Done

(Ax , x) >0, ¥ xek, X)éIntXK.

On applique alors le corollaire 7.

COROLLAIRE 9. - Soient X un convexe compact de E , et A une application

pseudo=-monotone de X dans F . Soit o wune fonction convexe s. c. i, de X dans

by

J-® , +®) , non identiquement 4gale & + « .

Alors, pour tout f e P, il existe u € X tel que

(f = au , v =-u) <olv) = olu) , vveX .

Démonstration. — On peut déduire ce résultat du théoréme 2 & 1'aide d'un artifice

dfi & U. MOSCO [7]. On se raméne d'abord trés simplement au cas ob 0 € X et
m(O) =0 . Soient E

le produit scalaire

=ExR, F =FxRj; B, et F, sontmis en dualité par

1 1 1 1

Xl={X,Q'}, fl—{f98}9 <fl,Xl>=(f,X)+dB.

L'ensemble

X, =1{{x, e} ;5 olx) >a}

I

est un convexe fermé de El , et 1'application

Alx1={Ax-f,l}

est pseudo-monotone de Xl dans F, . I1 est aisé de montrer que les deux inéqua—

1
tions suivantes sont équivalentes 3
(i) (f"'Au’V"'u)§(P(V)"(D(U), VvelX;

(ii) (& u; o, vy - ul) €0, Vv, eX ,avec u = fu, ow?l .

A étant pseudo-monotone et X compact, il existe une constante C < 0 telle

que (&v = £, v) >C sy VveX. L'ensemble

K1={{x,a}€X1; 016-0}
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est un sous-ensemble convexe compact de Xl , et

Int K1 ={{x, o} € Xl ; a<-=2C} .

Xl
Par suite, 0 € Int, K.  , et
Xl 1
<‘A'1Vl’vl>=(Av—f,v>+Ol>/C+a)o, VvleKl, VlélntXlKl .
D'aprés le corollaire 7, il existe u, € Kl tel que
— [ .
(Alul,ul vl)SO, iv, €X

2. Exemgles d'agglications Eseudo-monotones.

Soit X un sous-ensemble convexe de E .

’
DEFINITION 10. - On dit qu'une application A de X dans F est monotone

hémicontinue, si
(Ax - &y , x-y) 30, vx,yeX ,

et si, pour tout couple x , y € X , l'application

te(0, 1) o> (AMx=-tx+ty), x-y)

est continue.

PROPOSITION 11. - Toute application monotone hémicontinue de X dans F est

pseudo-monotone.

Démonstration. — Vérifions la propriété (P Ml)' On a

(fu , u, - u) < (Aui y U, = U) .

i i

D'ou

1J.m(A.u:.L ) uy - u) =0 .

Soient veX, te€)o, 1) ,et w=(1=-tu+tv.On a

(Au; - &w y u, = w) 20

i
c'est-a~dire

- (Aui y Uy = uw) + (Alu = tu + tv) , u, - w4+ tu - tv) € t(Aui , U= V) .
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On obtient donc, en passant i la limite,
t(Au = tu + tv) , u~v) <t lin inf(A.ui y U =V)
En divisant par t , et en passant & la limite quand t -» 0 , il vient
(Au y U = v) < lim inf(A.ui y U = v) = lim inf(Aui y Uy - v) .

La propriété (P M2) est évidente & vérifier.

PROPOSITION 12. - Soient E wun espace de Banach, et M une application monotnne

hémicontinue de E dans BE' , telle que

(Mx - My , x - y) >c|x - sz y vyx,y€E, ¢>0 .

Soit C wune application compacte de E dans E' (c'est-3~dire continue de E

fort dans E' fort, et C transforme les bornés de E en des ensembles relati-

vement compacts de B' fort).

Alors 1l'application

A=M+C

est pseudo-monotone de E <faible dans E' .

Démonstration. — Soit u, un filtre porté par un ensemble borné de E , tel que

u, =>u dans E faible ot lim sup(Aui » Uy = u) <0 .
Cui est relativement compact, et suivant un ultrafiltre plus fin U,

Cui - ) dans B! fort .

Par conséquent,

limusup(Mui , ui - u) <0 .

Done u; —>u dans E fort, et par suite Cu =4 . Il résulte alors de la propo-
sition 11 que

(fu , u - v) < lim inf(A.ui y Uy - v) , Y¥veg .

La propriété (P M2) est facile & vérifier.

3. Un théoreme de Eoint fixe pour des agglications multivogues.

Rappelons que, étant donnés deux espaces topologiques X et Y , on dit qu'une
application T de X dans ®(Y) est s. c. s. si, pour tout Xy € X , et pour

tout voisinage V de Txb s 11 existe un voisinage de X, tel que
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xXelU => TxcV .

Soient E un espace localement convexe séparé, et X un sous-ensemble convexe
de E . Soit x € X, on désigne par Px le cdne convexe fermé de sommet x en-

gendré par X .

7
THEORﬁME 13, - Soient X un sous—ensemble convexe compact de E , et T une

application s. c. s. de X dans (B) . On suppose que, pour tout x € X, T_

est un convexe fermé de E , et que

Tx n P 26, vxeX .

Alors il existe xo € X tel que XO € Txo .

Démonstration. — On utilise une technique identique & celle de F. BROWDER [5].

Pour tout f € E' , on pose
Up = {ueX; (f yu=v)>0, ¥veT .

I1 est évident que U, est ouvert, puisque T est s. c. s.

f
Montrons que les ensembles (Uf)feE' ne recouvrent pas X ; sinon, on pourrait

extraire un recouvrement fini Uf cee Uf y et lui associer une partition de 1'u-
1 n

nité ©; ese © o On vérifie que 1l'application

n
M = .Z wi(u) £,

i=1

est pseudo-monotone de X dans E! .,

D'aprés le théoreéme 2, il existe U, € X tel que
(Auo )y Uy - v) <0, yveX ,
et par conséquent
(Auo,xuo-xv)go, vA>0, ¥veX .

On en déduit, par passage & la limite,

(5) (Auo,uo-v)\<'0, VVGPuO .

D'autre part, si une€X et veTu, ona

n
(au , u - v) = 121 wi(u)(fi , U =v) >0 .
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En particulier,
(Auo y Uy = v) >0, Vve TuO ’
ce qui est en contradiction avec (5), puisque Tuo n P'u. £0 .
0

Par conséquent, les (Uf)feE’ ne recouvrent pas X , et il existe donc Uy € X

tel que, ¥ f € B', 3ve T vérifiant

(6) (£ ,u,-7) <0 .

I1 en résulte que u, € Tu, ; car, si u, £ Tu, 5 on peut séparer Uy et Tu, par

un hyperplan fermé, c'est-a-dire qu'il existe fy € E' tel que
(fo ) Uy = v) >0, VveTu .

Ceci est en contradiction avec (6).

II. Méthodes d'aggroximation

de la solution d'équations non linéaires.
Lt o e e T e B A e o e a a a a d

l. Un théoréme d'existence et dlunicité.
L s S i B e A e o o Vo Vol W S W S T a W W N e o e e a’a"d

Rappelons qu'un espace de Banach est dit uniformément convexe, si, pour tout

0<eg 2, il existe &§ > 0 tel que les relations
=l <1, lvll<t, llx=v| >¢ impliquent Hf-gJﬂ‘ <1=258 .

On démontre qu'un espace uniformément convexe E vérifie les propriétés suivantes:

1° E est strictement convexe, c'est-3-dire que les relations

Il <1, vl < 1 X#y
impliquent
Itx + (1 = t)yll <1, ¥ teldo, 1( ;
2° Si un filtre X, converge faiblement vers x , et si ”xiH converge vers
“x“ , @lors Xx, converge fortement vers x .

i
3° Un espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

PROPOSITION 14. - Soient E wun espace de Banach uniformément convexe, et A un

opérateur hémicontinu de E dans E'!' , vérifiant

(bx -y, x = y) > (oll=) = o(llyIN =l = [I51)
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ou ¢ est une application strictement croissante de B* dans R telle que

1im QP(I') = + ® .
o

Alors A est bijectif de E sur E! .

Démonstration. — On utilise le corollaire 8 et la proposition 11 pour montrer que

A est surjectif. En effet, A est monotone hémicontinu, et
(b, x) > (20, x) + o(|lxdDl|=] -

(On peut toujours supposer que @(O) = 0 ). Par suite

i‘%&fl—}‘la-HwHE,w(HxH) :
Done
TR €I ) R
EEE

et A est surjectif.

Montrons que A est injectif j soient uy et Uy deux solutions de 1l'équation

On a

(ofuy 1) = ol D)l ll = fu ) =0 .
D'ou

oyl = gl -

D'autre part, l'ensemble des solutions de 1'équation 4&u = f est convexe ; en ef-
fet, soit

ugy = ouy 4 (1 - a)u2 y ae (0, 1) .

I1 résulte de la monotonie de A que

olf - &v , v - ul) L0, Yvel ,
(1 =a)(f = Av, v - u2) <0, YyveE .
D'ol, par addition,
(f—Av,v-uB)\<O, ¥veE .

En prenant v = v, = (1 - t)u3 +tv, te (0, 1), on obtient

(f - Av, 5 W= u3)-< o .
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A

Puis on passe & la limite quand t -> 0 ; d'ou

(f - Buig , W~ u3) <0, YweB ,

et par conséquent

.AU. = f .

3

L'ensemble des solutions de 1'équation 4u = f est donc convexe, et situé sur
une sphere de E . Comme E est strictement convexe, on en déduit que A est in-

jectif.

2. Un schéma d’aggroximation.

Le schéma d'approximation que nous utilisons a été développé par J.-P. AUBIN [1].

Soient Vh une famille d'espaces de dimension finie, indexée par un paramétre

h >0 (destiné 3 tendre vers O ), une application linéaire injective de V.

Py h

dans E , et ?h son adjoint de EB' sur Vﬁ . On pose

A
— . ?
: Ah =Ty ey 2 Ty >V

On a donc le schéma suivant @

R rd 0 — ’ 3 7 . ’ ' ré .
On dit que 1l'équation Ah w, = fh (fh € Vh) est la discrétisée de 1'équation
Ay =f . Si A est un opérateur différentiel, et si Py est convenablement choi-
si, le probléme discrétisé se déduit du probléme initial en remplagant les dérivee

tions par des différences finies.
On est alors conduit & résoudre deux probldmes distincts :

1° Montrer que, sous certaines hypotheses, P, W, converge vers u .

2° Trouver une méthode itérative permettant de résoudre le problime discrétisé.

Le théoréme ci-dessous apporte une réponse au premier probléme.

’ .
DEFINITION 15. = Soit =r, une application linéaire continue de E dans V, .

h h
On dit que le schéma d'approximation {E , Vh s Py oy rh} est consistant, si
lim Pp T V=V, YveBR .

h-0
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THEOREME 16. - Soient E un espace de Banach uniformément convexe, et A une

application hémicontinue et bornée de E dans BE! (c'est—a=dire que A trans-

forme les bornés de E en des bornés de B! ), vérifiant

(&x - &y , x = y) > (=) - oyl = s} » 7x,yeE ,

ol ¢ est une application strictement croissante de 34 dans R avec

lim o(r) =+ o
7o

On suppose que le schéma {E , Vy oy Py s rh} est consistant.

Alors 1'équation

A

Auoy=fH=nft

admet une solution unique, et converge dans E fort vers la solution u
) Pp M

de 1'équation Au = f .

Démonstration. — Montrons d'abord que 1'équation Ah W = fh , admet une solution

unique. Il est évident que , muni de la norme || = ”Ph VhH y est uniformé-

Vh vh”h

ment convexe. D'autre part,

(&, % =& v 5 x5 - 5) 2 (ollxll) = oy ) Uxlly = lslly) » ¥ x93 €V

et par conséquent Ah est bijectif de Vh sur Vﬁ , d'aprés la proposition 14.

P, W, demeure dans un borné de E ; en effet,
(&, w, »w) = (o uw ,puw)=(f,uw)=(E,pnw) .

D'oy

(4py w Py w)
o, w|

< lgllge s

et par suite th uhH reste borné.

Suivant un ultrafiltre U plus fin que le filtre des voisinages de O dans §+,
P, W, converge vers € dans E faible, et Aph w, ~converge vers N dans B!

faible (puisque A est borné).

Montrons que 1 = Au j en effet, scit ve E, on a

(4w , 7, v)=(4p, w ,p 1, v)=(,p1rv) .

En passant & la limite suivant U , on obtient

('ﬂ,V)=(f,v), YVvelk .
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ln:-"-f:AU.o
D'autre part,

(4 v ,w)=(4p, w,pw)=(0¢,p v)

converge vers (f ’ E) suivant U . On va en déduire que Au = AE

et u=¢g.,
En effet,
lim sup(dp, w, , p, W, =~ E) €0 ,
U
et par suite
(Ag y E - v) < 1bmv%nf(Aph Up s Py Wy - v) = (Au y & = v) , ¥ v eRB .

Par conséquent, Au = AE et u = E (puisque A est injectif).

Donc, suivant tout ultrafiltre

U plus fin que le filtre des voisinages de O
dans §4 ’

by W, converge vers u dans E faible, et Aph W, converge vers
Au dans E' faible. Donc,

Il

lim Py Uy = U dans E faible ,
h-0

et

lim Ap = Au dans E!' faible
o bR

Montrons enfin que p, W, converge vers u dans E fort. En effet,

(e, w 1) = o)) (e, wll = Tull) ¢ (apy w - &, 5w ~w)

= (Au - Aph o u) .
Done, 4

113 (ol ) = (I ey 3] = [l

1l
(@]
.

On en déduit aisément que

oy oyl =l

Donec P, W, converge vers u dans E fort (puisque E est uniformément convexel
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3. Résolution du probléme discrétisé par une méthode itérative.

On se propose maintenant d'!indiquer une méthode itérative permettant de résoudre

le probléme discrétisé, c'est-a-dire résoudre en dimension finie 1'équation
Bu=g &

Plus généralement, on se placera dans un espace de Hilbert H .

THéORﬁME 17. = Soient H un espace de Hilbert, et B une application hémiconti-

nue de H dans H , vérifiant

(Bx =By , x-y) >k|x = y|° , Vx,yeH, k>0 .

B est lipschitzienne sur les ensembles bornés, c'est—a-dire que, pour tout

N >0, il existe une constante C(N) telle que les relations

x| W, |yl <V impliquent |[Bx - By| <c(W) |x-y| .

Alors, pour tout g € H , 1'équation Bu = g admet une solution unique, et la

suite définie par 1l'itération

un+1 = un - p(Bun B g)

converge vers u pour p et U convenablement choisis.

Démonstration. - L'existence et l'unicité résultent de la proposition 14. On a

Ut = Y% p(Bun - &) ’

u

il

u - p(Bu-g) .

D'ou, en retranchant membre & membre, et en posant €, =W, —u,ona

fpr1 = & T p(Bun - Bu) .
Donc
2 2
I€n+1l = Ien| - 2p(Bun - Bu , u, - u) + pleun - Bul2
2 2
< leyI© = 20kfe |©+ s:>2|13un - Bul? .
On pose

N0>,21ul et Cy =c(Ny) .

On fait 1'hypothdse de récurrence



18-17

N

0
l€n|\<-2— .
Dtou
Iunl<NO ’

et par conséquent :
]Bun - Bu‘ < Colsnl .
Par suite

|

2 2
€n+1'2\<~ (1= 20k + p® D) ]e |? .

by

On choisit alors p de facon optimum, cl'est-d-dire de fagon & minimiser 1'ex-

pression 1 = 2pk + p2 Cg

On a alors

Donc

N
et 1'hypothése de récurrence est satisfaite pourvu que Isol.s 2?-, clest-a-dire

N
Iu - u| <~—9
I AN 2 °

0

I1 suffit donc de prendre u. =0 .

0=

, 11 faut connaitre une estimation a priori de Iu

.

Enfin, pour déterminer N

0
Or
(Au - Ay s u) 2>k|u]2 .
Doy
le -4 N
0] 0
Iu|< K ="2_' .

On trouvera, dans [2], diverses applications de ces résultats.
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