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?éminaire CHOQUET ) 16-01
Initiation & 1'Analyse )
6e année, 1966/67, n° 16 27 avril 1967

FONCTIONS ANALYTIQUES DANS UN OUVERT CONNEXE DU PLAN, II

par Jean-Marie EXBRAYAT

Les notations et résultats utilisés dans cet exposé sont ceux de 1l'exposé précé-

dent de ce Séminaire [4].

1. Ensembles dominants, universels, fortement universels.
N\WWWJWNW\IWMAMMN\MW

DEFINITIONS. —
1° S G est dit dominant, si

sup |£(z)| = sup |£(2)| = |£||_ , v £e B(c) .
s G

20 S © G est dit universel, si

v we M(e) , ive M(S) telle que v .

3° 8 € G est dit fortement universel, si

Tpen(@) et Ve>o0, 3ven(s) telleque vrp et |v] < (1 +e) |y .

’ A
THEOREME. - Soit S © G . Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1° S est fortement universel ;

2° S est universel ;

30 S est dominant.

I1 est trivial que 1° == 2° , Pour démontrer que 2° == 3° , ragisonnons par
l'absurde. A€ G~S et fe BH(G) tels que

£(g) =1 et |£(z)| <r <1 opour z dams S .

Soit v e M(S) équivalente a eg . On a donec

1=(f(g))n=j‘fndsg=\rfndv,

de sorte que
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ce qui est impossible.

I1 reste & prouver :

S dominant =2 S fortement universel.

(a) On peut supposer S dénombrable (S = {sn}) , car tout sous-ensemble partout
dense d'un ensemble dominant est dominant, et tout sur-ensemble d'un ensemble for-

tement universel est fortement universel. En ce cas, M(S) peut &tre identifié a

ot

On considére l'application lindéaire

T: B6) > 47t £ h>1(f) ¢ n > £(s)) = T(£)(n) .

Puisque S est dominant, T est une isométrie de H;(G) sur T(H;(G)) =E qui

. oo}
est un sous—espace vectoriel de g .

(b) E est fermé dans zm pour la weak-#x topologie o(2” ’ 21) . Ce résultat

est, bien entendu, meilleur que : E est fermé dans £ pour la topologie de la
norme. Comme zl est un Banach séparable, il suffit de prouver ([1]) que E est
séquentiellement fermé dans £~ pour o(2® ’ zl) . De fagon générale, une suite

a(x® , zl)—convergente est bornde en norme || Hm (Banach-Steinhaus), et converge
ponctuellement. Supposons donc que Tfn converge o(,e°° ’ zl) vers g dans £ .

On a
Iz ll, = gl s B <+

En passant éventuellement 4 une sous-suite, on voit qu'il existe f dans BH(G)

limite uniforme des fn sur tout compact, en particulier, limite pomctuelle. Donc
(n étant fixd),

2f)(m) = £(s) = Un £ (s ) = Lin (£ )(u) = g(n) ,

soit
Mf) =g .

1

(c) Considérons maintenant N le sous—espace de ¢ orthogonal & E .

1° N est fermé dans 41 (1a topologie de la norme I “1 est plus fine que la
topologie faible G(zl , £7)).

2°0na EcN', ot comme E est weak-# fermé, E = N* .
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1

30 E s'identifie au dual de l'espace de Banach %r-.

En effet, si o EIE , @ est une forme linéaire continue sur 21 , qui se fac-

torise a travers %r-, en une forme linéaire continue & sur §:,
1
1 . )
[+]
® ]cp
\4

C

3

¢ —> ¢ est la bijection cherchée entre E ot (-%T)' . Mieux, cette bijection est
une isométrie., Par suite, tout flément de %T s qui s'identifie, par 1l'injection
canonique, 3 un élément de ((%fo')' , donc de E' , définit une forme linéaire

1
continue sur E , et nous avons donc 1'égalité des normes dans %r et dans E' .

(d) Choisissons p€ M(G) : p€ (HQ(G))' , et donc p o Tl st un &lément

H(G) B ¢
T-]‘]\ % 7!
E
de E!' , avec :
Hp’“(Hw(G))‘ = Hp‘ ° T—l“Ev .

1

En fait, nous voulons prouver que W o T = est non seulement dang BE' , mais

1 -
encore dans £_ . Pour cela, il suffit de prouver que y o T 1 est weak-%x conti-

1 1
(G(f’m ) zl)! 1 = 0'((“%-)' ’ &N_')) ’

2
Gﬁ-)'
ou encore que

Ep’={TfeE tel que Ifdp:O}

est un sous-espace weak-* fermé de E , ou enfin que %¢ est séquentiellement
fermé pour o(g” , zl) .

Soit donc, dans E , une suite Tfn weak-%* convergente vers g = Tf , Comme

dans (b), HTfn“m <M< +o, et 1'on peut toujours supposer que fn tend vers
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fO € BH(G) uniformément sur tout compact, en particulier ponctuellement. Si donc

melN, ona

(s ) = 2(£)(m) = Lin (£ )(m) = Lim £ (s) =12,(s) ,
soit
f = fo sur S , ou f - fo =0 sur S .
Comme S est dominant,
f-f =0 partout, ou f=1¢£f..

0 0

Mais f  tend vers f, au sens de «(G) , et p e (a@))! . Done,

.rfnd;uo - Ifodp,.

I1 s'ensuit que

I fo dg =0 , ou I fdp=0, ou Tfe EM .
C. Q. F. D.
21
Par suite, en négligeant 1'injection de T dans son bidual, nous pouvons iden-
tifier W o 'I,‘-1 4 un élément g de %r et, d'aprés les remarques faites,
-1
HHH(H (¢))r = o HEt = |lol| 1 °
© 4
N
Soit € >0 .
Ivll < (1 +¢) "”H(H (g))!
o]
1ve 2t(u(s)) telle que 4§
veao

( v € o signifie :

1

Ifdp,:(p,,f):(p.OT_ ,Tf>=<g,Tf>=.ffd\,, pour f e By(G) ,

ou VYN W ). De plus

HuH(Hw(G)). = fezzx()G) 1 e aul

lI£llst
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et comme H;(G) est le dual de M'(G) , cette derniére expression est égale a

ICw]l| » et donc majorée par |ju|| . Ceci compléte la démonstration.

Remarque. - Soient toujours G un ouvert connexe relativement compact non vide
de C , et B(G) 1'algébre des fonctions continues bornées sur G . Soit & un

sous—-espace vectoriel de B(G) . Btablissons la dualité :

£, py = J‘ f du entre & et M(G) ,

et sur M(G) 1la relation d'équivalence :

Borg v si fe d = «ffdp.:urfd\).
Définissons enfin
S © @ U-dominant par :

v fed , Hf”co = sup |f] .
S

S € ¢ Ud-universel par :
v pe M(G) , Av, veM(S) et vngp .
S © G U~fortement universel par :

Vpen(@, ve>o0, Bv, veM(B), vigwu et [ <+ eul -

Si tout borné de d est séquentiellement relativement compact pour ao(a , M(a)) ,

on peut alors adapter la démonstration et démontrer le théoréme :

S d-dominant => S {~fortement universel.

PROPOSITION.

1° I1 existe un sous-ensemble de G , dominant, dénombrable, sans point d'accumu-~

lation dans G .«

2° Soit S © G dominant. Alors S contient un ensemble dominant dénombrable

sans point d'accumulation dans G .

19 On peut écrire G sous la forme U Fn , OU les Fn sont ouverts relative-

ment compacts, 20
FO=¢, FnanCFnﬂ pour n 21 ;
on pose
C =F =F
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Si fe BH(G) , la suite

M = sup |f] = sup |f] croit vers el » lorsque n =» + o .
C F
n n

Soient U 1la boule unité de Hm(G) » €, une suite ‘l, vers O . Les fonctions

de U sont uniformément équicontinues :

Vn, 36n>0 tel que z,weCn et ]z-w|<5n = |f(z)—f(w)|<en

cecli pour toute f dans U . Pour tout n , choisissons un ensemble fini En c Cn

tel que tout point de Cn soit & une distance de En < —éz-l- . Ona

M_ < sup 'f|+en, si feU.

Donc

est un ensemble convenable.

2° I1 se démontre comme le 1°.

PROPOSITION. - Soit S = {zn} un ensemble dénombrable < G , sans point d'accumu-

lation dans G . Alors

S dominant == i , p.eM(S) , Ww#O0, wN O .

1° 81 S est dominant, S est fortement universel. Si S ne portait aucune
mesure y # 0 et ~n 0, on aurait ||| = [|[[w]| pour toute p e M(S) , ce qui est

impessible,

20 Soit pe M(S) , w0, w#O0, 3(a)e g1x) , suite #0 , telle que

[

2 an‘f(zn) =dJd fdu=0, pour f € BH(G) .

Considérons la fonction

o) = 3 mo_Jal) oy
n=1 “n 7 % -2

A est analytique dans G - S , et a un pdle simple en tout z, tel que a, #0 3
A #_ 0 ;

Les zéros de A sont isolés.



£(t) - f(z)

t o> t -2z

est, en tant que fonction de t , dans BH(G) . Donc

ECEEE VAN

9

d'ou

(1) az) 1z) = { E8 que) (o s)

Supposons maintenant S non dominant. 3 f e BH(G)
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et zg ¢ S tels que

f(zo) =1, |f(zn)| <r<1 pour n>1.

On peut supposer de plus A(zo) #0 (sinon on remplace Z, par z/!

de z, , et on renormalise f ). Appliquons (1) & f* .

Az (2(zg)" = a(z) = § LB

11 vient

du(t)

O ’

et 1'on aboutit & une contradiction en faisant tendre n vers + o .

2. Ensembles de fausses singularités et balayage.
e A A A e N A A e A e e e N N e B e A e oV VY Y W W W Y

NOTATIONS.

G' ouvert connexe # f# de C.
E compact < G' , non vide
G=G'-E.

8i € >0 assez petit,

=f{ze G tel que d(z , E) >

DEFINITIONS.

1° E est un ensemble de fausses singularités (pour BH(G) ), si

V fe BH(G) , 1 un prolongement de f

2° e M(G) est holomorphiquement libre par rapport & E , si

e}

: Fe By(ar)

VY ¢ >0 assez petit, iv, v portée par E8 y VN W o

trés voisin

PROPOSITION. - "Toute w € M(G) est holomorphiquement libre par rapport 3 E "

éguivaut a "V e assez petit (e > O) , Ee est un ensemble dominant (pour G )",
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by

Seul e8t a démontrer le fait que la premiére proposition entrafne la seconde. La

démonstration (par l’absurde) est laissée aux soins du lecteur.

/
THEOREME. - " E ensemble de fausses singularités" équivaut 3 " v p e M(G) ,

est holomorphiquement libre par rapport a E ".

1° Si E est un ensemble de fausses singularités, soit ¢ tel que 0<e <d(E,dG')
Alors Ee est dominant pour G . Soient, en effet, f € BH(G) , et F un prolon-

by

gement analytique borné de f a G' . On a

sup |F| = sup |£] = sup |£] ,

G' G E
€

et la conclusion.

20 Si E n'est pas un ensemble de fausses singularités, prenons f fonction ana-

lytique bornée non constante sur CE . On a

sup lfl = sup If’ et sup Ifl < sup |f) .
¢! Ce E, CE

Donc EE n'est pas dominant, pour tout ¢ assez petit.

VAN ;
THEOREME. - Soit D le disque unité (ouvert). Si f e By(D) , on note £(e9)

les limites radiales de f qui existent presque partout sur le cercle unité.

Posons
T .
N1 ={h e Ll(-n 3 M) telle que j_ﬂ f(ele) h(e) a6 = 0 , ¥y fe BH(D)} .
Y s M)
M'(D) est isométrique & I 2
N

Ce résultat améliore, dans le cas du disque, le résultat général :

11(q)
INCRE

M'(G) )

Donnons l'essentiel de la démonstration :
(a) Soit nh € Ll(-n ; ) . On considdre 1l'application
T R
f b=-> L(f) = f_n £(e9) h(e) as ,
qui est une forme linéaire sur BH(D) . Montrons que L est o=continue, ou encore

que
110) = {f e By(D)  telle que L(f) = 0}
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est séquentiellement o-fermé. Supposons donc que fn a-converge vers f -avec

L(fn) =0 pour tout n . Les fn peuvent &tre supposé?s uniformément bornées par
1 . Elles convergent ponctuellement vers f . Les fn(ele) peuvent, par ailleurs,
L' (=n 3 m)

N'1
en extraire une sous-suite, notée encore (fn) , convergeant faiblement vers F ,

8tre considérées comme éléments de la boule unité du dual de . On peut

i. e, telle que
J e (619 x( I #(e®) (o) T
L) B 8) d@ - J F(e ") H(p) as pour tout H e L (-m ; m) .

Soit alors

1 e

P eie -y '
0

z.eD et B, (8) =

0 0

La formule de Cauchy entrafine
F(zo) = lim fn(zo) = f(zo) .
Donc F = f ; par suite
L(F) = L(£) =0 .
On peut trouver

p e M(D) = (afD))? telle que L(£) = G, ), v £ eB(D).

(b) Réciproquement : Soient p € M(D) , et L 1'application :
f pF=> L(f) = f £ dy (f e BH(D)) .

On prouve de méme que si fn ->» £ pour la topologie wfaible de Q”(D) , et sl

L(fn) =0, ¥n, alors L(f) =0, ce qui permet de conclure.

3. Etude des idéaux de (D) .

Nous nous plagons maintenant dens le cas G =D (disque unité ouvert). Certains
probldmes concernant les idéaux de BH(D) ont une solution simple, lorsqu'on munit
BH(D) de la topologie B , et peuvent ainsi se généraliser, éventuellement, a

BH(G) , pour G quelconque. En effet, B est assez faible pour avoir
m' () = (a(@))!

pour dual, et pourtant assez forte.
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Rappelons maintenant un certain nombre de définitions et propriétés ([2]) :

Si f e BH(D) , les valeurs radiales bornées de f existent presque partout sur
le cercle, et sont notées f(ele) .
Toute fonction analytique bornée dans D admet une représentation unique comme

produit d'une fonction intérieure et d'une fonction extérieure.

Les fonctions intérieures f sont caractérisées par le fait que g --» f x g
est unc isométrie de Hm(D) , OU encore que

l£(e¥®)] = 1 presque partout.

Une fonction intérieure f admet une représentation du type f =B xS, ou B

est un produit de Blaschke :
P 1 ( "zn(Z B Zn)

n lzni(l - zzn)

B(z) =3

et S est une fonction singulidre :

ie
s(z) = exp [~ I S{g—i—é du(e)] ,

avec | mesure positive, singuliere par rapport & la mesure de Lebesque.

Une fonction extérieure () est une fonction du type

a(z) = exp[- d &+ 2

ig
S 2 n(e) ae], ou helLl(am;m).
e - 7

Nous notons (f) 1v'idéal principal f.BH(D) « R. C. BUCK avait pensé que 1l'on

avait :
" (f) dense dans B(D) " <== " f sans zéros".

En fait, on a le résultat
" (f) dense dans B(D) " e " f sans facteur intérieur".

En d'autres termes, les unités topologiques de (D) sont les fonctions extérieu-

Ires.
/ \
THEOREME 1., - " (f) dense dans p(D) " == " f est une fonction extérieure"

(a) Supposoms f extérieure : On peut toujours supposer ||:E‘H°b =1 . A-t-on

1€ ()=
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Ecrivons
ie
2(2) = exsl 2222 n(e) 0] ,
Z - €

ou h(e) = 1og|f(eie)| est une fonction intégrale < O .

Posons
b (8) = sup(-n ; n(e)) , (neN),
g,(6) = n(e) - h (6) .
i6
Fn(z) = exp[- I i—f—i;g hn(e) as] .
On a
10
£(2).7,(2) = expl] 252 g (o) a0] < (r) .

Z - @€

Un calcul simple prouve que iFn(z)I <1, donc que Hf.Fn“°° <1 . D'autre part,
&, ->» 0 dans L1 , donc f.Fn -» 1 ponctuellement. Par suite, f.Fn B-converge

vers 1 .
C. Q. F. D.
(b) Supposons que f admette un facteur intérieur non trivial ¢ . Alors
(£) = (9) # 8(D) ,
et, d'aprds le théoréme qui suit,
(@) = (o) .

On a donc le théordme.

/N
THEOREME 2. - ¢ intérieure = (cp) = (?5) .

(@) est un sous—espace vectoriel. Il suffit donc de prouver que ¢ est séquen—
tiellement fermé. Si done ¢'fn.-> g dans B(D) , les ¢fn sont uniformément bor-
nés, comme ncp.fnu°° = anHw , i1 en est de méme pour les f . Extrayons une sous-
suite fn uniformément convergente sur tout eompact vers f . Alors fn p-converge

vers f , et @.fn g-converge vers ¢.f . Donc
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THEOREME 3.
£ pl) }:a (o) = (@) .

(¢ facteur intérieur de f

Remarquons que (f) < () , donc (f) < (p) , d'apres le théoréme précédent. Par
ailleurs, soit g le facteur extérieur de f : f = ¢g . D'aprés la démonstration
du théoreme 1, 1 ghbe E»(D) tel que g8, p-converge vers 1 . Donc, si

@p.h € (cp) ’
gh est limite pour B de la suite

pes, he (gg) = (£) .

\
THﬁOREME 4., - f € B(D) , & facteur extérieur de f ( ¢ facteur intérieur de
f ). Alors,

m(f) = (F) " <==> " g inversible dans BH(D) ",

(a) Si g est inversible dans BH(D) , on a

(£) = (o) = (@) = (F) .

(b) Si g n'est pas inversible dans BH(D) , alors

og (f) et © € (f) ,
donc

(£) # (F) .

1\
THEOREME 5. - Tout idéal fermé dans g(D) est un idémsl principal (engendré par

une fonction intérieure).

Soit I wun idéal p-fermé de BH(D) .81 fe I, de facteur intérieur ¢ ,
alors ¢ € I , d*aprés le théoreme 3. Il suffit donc de prouver que I contient
une fonction intérieure 90 qui divise (dans BH(D) ) toutes les fonctions inté-

rieures de I .

Soit J 1la fermeture de I dans H2(D) . J est un sous-espace fermé de H2 ’
invariant par multiplication par 2z . D'arpés BEURLING [2], i1 existe Pq inté-
rieure telle que J = P H2 . Par suite, P divise, dans BH(D) , toutes les
fonctions intérieures de I . Il reste & prouver que 0y € I.Or 9o € J , done

i fn.e I = g, dans H, .
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Ecrivons fn =9 &, ( 9, intérieure, &, extérieure). On peut toujours supposer

¢, B-convergente (H@nﬂb <1) vers ¢ . Comme f €I, ¢ €I, donc

(peI.

Par ailleurs, HgnH2~=anH2 . On peut encore supposer que g, — converge faiblement
vers g dans H2 . Bn particulier, gn(z) > g(z) , V2z€D, car 1'évaluation
ponctuelle est, d'aprés CAUCHY, ane forme linéaire continue sur H2 . Ceci entraine

9y = ©-8 (1e voir en chaque point).

D'apreés le lemme suivant (avec g = 1 ), il en résulte que ¢ est intérieure ,

donc

geH (), et @I .H@D =1.
. Q. F. D.

LEMME. - Soit f =, &, ( o, intérieure, g, extérieure) H,-convergente
vers f, = ¢y & ( @, intérieure, g, extérieure). f,#0, f, et f, dans

H2 .

Supposons gque Pn p-converge verss ¢ , et &, converge faiblement dans H2

vers g .

Alors, ¢ est intérieure, et &n -> g dans H2 ( g n'est pas forcément exté-

rieure).
On a
lo(z)| <1 damns D,
donc
I ( ig
ole )I <1 presque partout.

Pour montrer que ¢ est intérieure, raisonnons par 1'absurde. Supposons que l'on

ait |¢(eie)| < 1 sur un ensemble de mesure >0 . Alors,
vheH,, h#0, u<ph|'|2<[|hn2.

On a : g, converge faiblement vers g . Donc,

Hgﬂg < liE“gnnz = _EEanﬂg = 1imenH2 = ”¢o gb“g = “gbng = H@gﬂg < Hgﬂg ’

car

o(z) &(z) = £,(2) = gy(2) gy(2) -



Dt'ou
lloell, = llell,

et la contradiction. Par suite, ¢ est bien intérieure, et comme Hg“z = limngnnz,

&, tend dans H, métrique vers g .

2
Note. — On peut rapprocher le théoréme 5 du suivant , relatif a %(g) .

3 de type fini <=> 3 principal <=> 3 fermé dans H%(C) .
Ici, on a par contre le résultat suivant :

/7 \
THEOREME 6. - I1 existe, dans B(D) , un idéal de type fini non fermé.

On veut donc construire un idéal de type fini qui ne soit pas principal.

Soient (zn) et (wn) deux suites de D sans point commun telles que

2 (1- |znl) < +o et lz. - w_| 0 trés vite.

n n \|/

Soient B, 1le produit de Blaschke associé aux Z, 32 le produit de Blaschke

1
. 7 '0 z °
associé aux w , 3 1'idéal S(B1 ; BZ) .
Supposons 3 = (f) . Alors f est sans zéros, car B . et B, sont sans zéros
communs. Comme %- est alors une fonction analytique de caractéristique bornée
f1
(Au type g=—= ou f, et f, 6 €B (D) , ce qui signifie encore
f2 1 2 H
jﬂ + is
o log lg(re™)| dB <m < +o , vr<1 [(2)]),

on a, pour un certain C >0 ,
- C
If(Z)l aexp[z—_—-]—z-]-] dans D .
D'autre part,
Done,
_ -C
l£(z )| = [By(z ) llgy(z )| 2 eXp[1_~-l_!5:T] '

ce qui est impossible, car lgz(zn)l est borné et ]Bz(zn)| tend vers 0 trés

vite.
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4 \
THEOREME 7. - Il existe dans B(D) un idéal maximal non fermé.

Si un idéal maximal est fermé, il est principal, engendré par une fonction inté-
rieure ¢ . Alors, nécessairement, ¢ a un seul facteur de Blaschke. [Sinon,
¢ = B.S = bl'b2 S,et §= 'b1 S est intérieure avec .(m) < (y) , (@) £ (y) , et
(W) # B (D) . Dol la contradiction.] D'autre part, si @ n'avait pas de zéro
( ® 31ngu11ére), alors 1y = V" qui est intérieure et telle que (¢) = (W) ,
(¢) # (¢) , d'ol la contradiction.

En définitive, si I meximal est fermé, les fonctions de I ont un zéro en com-

mun. Prenons donc

= {fe B_(D) telle que f(x) =0, lorsque x réel tend vers 17},
H

et
J maximal o I'

J ne peut &tre fermé, car les fonctions de I sont sans zéro commun.
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