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?éminaire CHOQUET ) 15-01
Initiation & 1'Analyse .
6e année, 1966/67, n° 15 13 avril 1967

FONCTIONS ANALYTIQUES DANS UN OUVERT CONNEXE DU PLAN

par Bernard SAINT-IOUP

Introduction.

Cet exposé s'inspire essentiellement d'un article de RUBEL et SHIELDS [2]. I1
s'agit d'établir un certain nombre de propriétés concernant 1l'algébre des fonctions
analytiques dans un ouvert connexe du plan. Dans une premiére partie, on étudie
deux topologies sur cette algébre, dites o et B . Dans une deuxidme partie, on
applique les résultats obtenus au balayage des mesures bornées. Dans une troisiéme

partie, on étudie les idéaux de la méme algébre munie de la topologie B .

1. Définitions et notations.

Soient G un ouvert connexe non vide relativement compact du plan, T et G
son adhérence et sa frontiére. On suppose qu'il existe sur G wune fonction analy-
tique bornée non constante, de sorte que les fonctions analytiques bornées sur G

séparent les points de G .

Soit BH(G) 1l'algebre des fonctions analytiques bornées sur G . Muni de la nor-

me

£ > el = sup l£(2)]

eG
cet ensemble est un espace de Banach, noté Ew(G) .

On note M(G) 1'ensemble des mesures boréliennes complexes bornées portées par

G . Muni de la norme
o bl = alel
cet ensemble est un Banach.

BH(G) et M(G) sont mis en dualité par

(f, w) P> (f,p):«-rfdp,.

Notons que, si w e M(G) , alors Hp“ est la norme de  en tant que forme li-

néaire continue sur Hm(G) .

Introduisons sur M(G) 1la relation d'équivalence associée & la dualité pnN v

s8i, et seulement si, I fdu=¢fdy, pour tout f dans BH(G) .
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NG) ={u, pe (@) et pwnoO},

qui est 1'ensemble des mesures orthogonales & BH(G) , est un sous-espace vectoriel

fermé de Hm(G) , de sorte que
M(G

M'(G) =W ’

muni de la norme quotient, est un Banach.
[

Nous notons enfin K(G) 1l'espace des fonctions continues positives sur ,

nulles sur G .
TI M(e) , alors il existe k € K(G) tel que

Si p‘l ’uz, LI

j%dbd<+m, pour 1 <i<n.

2. Topologies o et B .
/
DEFINITION 1. - On appelle topologie o sur BH(G) , la topologie c(BH(® ,D@(G»,

ol BH(G) et M'(G) sont en dualité par

(f’[P:l):(fru):Ifdp.

On note «(G) 1'ensemble BH(G) muni de la topologie o .

est constitué par les ensembles de

Un systéme fondsmental de o-voisinages de O

la forme :

N(Ptl:uazs--"}.hnre):{feBH(G) l']‘fdp.il<€, i=1,2,...,n'}.

DﬁFINITION 2. = On appelle topologie g sur BH(G) , la topologie associée a la

famille saturée de semi-normes
£ > I,

On note de méme B(G) 1'ensemble BH(G) muni de la topologie B .
est constitué par les ensembles

pour k e k(@) .

-

|[£ -4,

Un systéme fondamental de p-voisinages de O

Ek,g ={fe BH(G) : Hfﬂk <e}, (k e k(G) : &> 0) .

Notons qu'un filtre o-convergent converge ponctuellement, qu'un filtre @~
G . Les réciproques sont

convergent converge uniformément sur tout compact de

fausses.
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THEOREME 1.

a est moins fine que B .

B est moins fine que la topologie de la norme || ||_ .

Soit N(u, » Wy » +-+ s By » €) un a-voisinage de O . Il existe k€ K(G) tel

q:ue
lil l .
k pli sl, pOU-I 1—1,2,...,n.

Donec,si f € E , On a

k,e
1 e dp, | $J’ et £ alugl < e .
Done
Be © N(“l By v eee s by o E)
Par ailleurs, soit Ek . un p-voisinage de O 3
’

d = sup k(z) +1 .
z€G

On a manifestement
. 3
{f£en(c) : |ff <3< Be,e -
D'ou le théoréme.

THEOREME 2. - (2(0))' = (p(c))' = m'(q) .

Par définition de la topologie o , MN'(G) est le dual de o(G) . Comme B est
plus fine que o , il suffit que toute forme linéaire p-continue sur BH(G) soit

a—-continue. Donc, soit

4 e (gla)) .
On sait qu'il existe k € K(G) tel que £ soit continue pour i Hk . Soit
A={kf, pour f e BH(G)] .
A est un sous~espace de CO(G) . Posons encore

L(kf) = 4(£) .

L est une forme linéaire bornée sur A , que l'on peut prolonger, d'aprés le théo-
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réme de Hahn-Banach, en une forme lindéaire bornée sur CO(G) . D'aprés le théorime

de Riesz, on a alors :

1 e M(6) telle que L(kf) = &(f) = J e dp = ) £(x daw)
soit '
2(f) = I £k dp) .
C. Q. F. D.
COROLLAIRE.
«(@) et 8(G) ont mémes convexes fermés.
a(@) et 8(G) ont mémes bornés (ce sont les bornés en norme Il ).

Le premidre assertion est triviale.

Rappelons que, dans un e. v. t., une partie S est dite bornée si, pour tout
voisinage U de 0 , il existe XN # 0 avec AS ¢ U . Un ensemble, borné pour une
topologie, est borné pour toute topologie moins fine. Il est donc suffisant de prou-
ver que toute partie a-bornée S est bornée en norme. Pour y € M(G) et U de
la forme {f , telle que lf £ aul <13,

AA#0 tel que f e S 2> IX f dpl = l(f , p>i<-% .

En considérant les éléments de S comme formes linéaires continues sur M(e) , et

en appliquant le théoréme de Banach-Steinhaus, on obtient le résultat cherché :

(”f“(M(G))! Z-Hf“m) .

7\
THEOREME 3. - Soit (fi)ieI un filtre uniformément borné dans BH(G)

(“fiuw <m<+eo, YielI) .Les propositions suivantes sont équivalentes.:

1° fi p~converge vers O ;

20 f., o-converge vers O ;

30 f. converge ponctuellement vers O ;

40 £, converge vers O uniformément sur tout compact.

10 =x 20 et 20 == 3° . 30 =2 4° est bien connu (1a seule valeur d'adhé-
rence possible est 0 ). Pour 4° => 1° , donnons-nous k € k() , ¢>0.0n

peut supposer de plus k(z) <m dans G . Il existe C compact < G tel que

k(z) <~% ’ pour z €G ~-C .
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D'aprés l'hypothése 4°, il existe un élément du filtre pour lequel on a
£
lfi(z)l < = dans C ,

d'ou
k(z)lfi(z)| < ¢ partout.
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. — Les topologies o et p ont méme trace sur les bornés. Ces

tracessont métriques.

COROLLAIRE 2. - Les topologies « &t B ont mémes compacts, & savoir les fermés

bornés.

Dans un e. v. t. 8., tout compact est fermé borné. Réciproquement, si S est a-
borné, ou p-borné, S est une famille normale. De toute suite dans S , on peut
donc extraire une sous-suite a-convergente ou p-convergente (théordme 3). D'aprds

le corollaire 1, ceci assure que S est compact.

COROLLAIRE 3. - o(G) et p(G) ont mémes suites convergentes, 3 savoir les sui-

tes bornées qui convergent ponctuellement.

Toute suite bornée convergeant ponctuellement est o-convergente et p-convergen-
te. Toute suite p-convergente est «o-convergente. Toute suite o=-convergente
converge pontuellement (mesures ponctuelles) et est bornée (corollaire du théoréme
2).

PROPOSITION., - Ni o« , ni B , ne satisfont au premier axiome de dénombrabilité

( a(G) et b(G) ne sont pas des espaces métriques).

La démonstration est due & R. C. BUCK.

Soit fe BH(G) , Hf”m =1, f non constante. La suite f° converge vers O

dans «(@) et 8(G) . Considérons 1'ensemble
S={fn+nfm;m,n=1’2,3,uoo}-

0€S : En effet, soient U voisinage de O et V voisinage de 0 , tels que
V+VeU.

Prenons n tel que e v s prenons alors m tel que nfe V.ona

M +afe U ’
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donc 0€eS .

e

m.
. k
Supposons maintenant qu'une sous-suite (Sk)],l v 8 = £+ n. f " ,de S,

converge vers O . Les Sy sont uniformément bornés. On a donc

e s, - nlle S <A< +e s

les n. sont donc bornds, et en passant a une sous-suite, on peut donc supposer

o, constant = n , soit

e

sk = fn + nf .

81 m_ —>+o avec k , alors s, —> % # 0, ee qui est impossible.

Si my est borné, m, prend une infinité de fois une valeur m , donc

ce qui entraine f constante ; d'ou 1'impossibilité.

PROPOSITION. - a(G) et B(G) ne sont ni tonnelés, ni bornologiques.

La boule unité fermée U de Hm(G) est un tonneau pour a(G) et B(G) . Cepen~
dant, cet ensemble n'est, ni un o-voisinage de O , ni un p-~voisinage de O .
En effet, si fe BH(G) , Hfu°° =1, f non constante, la suite of"  g-converge

et p-converge vers O . Pourtant, V n , 2fn'¢ U . D'ou la proposition.

Ceci compldte la liste des propriétés communes & «(G) et g(G) . Toutefois,

a# B .

PROPOSITION. - Les topologies «o et B sont distinctes.

Soient C wun compact de G , d'intérieur non vide, et ke K(G) , positif sur C.
Soit

E=E ,={fe By(G) telle que ||f]|, <1} .

Les f € E sont uniformément bornées sur C . Mais aucun @-voisinage de O ne

posséde cette propriété. En effet, étant donné un ensemble fini de mesures

{p,l s By s wee s}, il existe £ £0 dans BH(G) orthogonale aux p, ,
i=1,2, eee ,n (dimension de BH(G) infinie). Si m est un entier quelcon-
que, nf € N(p,1 N e) . Pourtant les mf ne sont pas uniformément
bornées sur C , car f ne peut &tre nulle en tout point de C qui a un intérieur

non vide.
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PROPOSITION. - L'espace B(G) est topologiquement complet alors que (@) ne
l'est pas.

«(G) n'est pas complet, car il est le dual d'un espace de Banach de dimension

infinie muni de la topologie weak star.

8(G) est complet. Soit (Fy) un filtre de Cauchy dans g(G) . Pour tout k de
kK(g) , (F k) est un filtre de Cauchy pour la convergence uniforme et, par suite,
est uniformément convergent. I1 en résulte que (F ) est uniformément convergent
sur tout compact de G . La limite F est analytizue et de plus elle est bornée

car, pour tout k de K(G) , on a

sup(lF(z) k(Z)I : zeG) <+ .

PROPOSITION. - B(G) est une algdbre topologique.

En effet, si (fi)ieI et (g.) g-convergent vers 0 , et si k€ K(G) ,

i‘iel
alors

£, g, x| = |£; vE| lgy vEI

et donc (fi gi)iEI B-converge vers O . On conclut de fagon classique.

3. Balayage.

DéFINITIONS. NOTATIONS. - Soient A 1la mesure de Lebesque du plan, et Ll(G)

le sous-espace de M(G) des mesures absolument continues par rapport & A\ .
/A 1
THEOREME. - ¥ we M(G) , 3 ve L(G) telle que :
vep et ] <l -

La théorie du potentiel a fourni 1'idée de la démonstration.
On balaye d'abord les mesures ponctuelles.

la mesure ponctuelle de w, d = distance(w , 3G) ,

t !
%r-, b = 2%— , E un ensemble borélien < G de fonction

caractéristique Xg Définissons v, par

Soient we G,

€W
d' = inf(1 , 4) , a=

b
1 1 ag
v(®) =53 ja (o Ilg-w|=t xg(Q) =) at
(cf. formule de Cauchy pour un couronne), on a bien

f(w) = f £av pour f € BH(G) ,
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de sorte que

I1 est clair de plus que
Ivl=1 et v ezl
W w :
Si maintenant u € M(G) , définissons sa balayée par intégration . On pose
v(E) = J vW(E) dp(w) = ) (I xE(z) de(z)) dulw) pour E borélien.
Donc,
[ 2(2) av(a) = 202) av (@) aw) =S o) aw(n) , powr 1 emy(0)

de sorte que

SRR

Si @e CO(E) , un calcul simple montre que

o vl < Jell, Il »
et donc
Ivll < fwll -
De plus, si E < G et ME) =0, ona

\)W(E)=O, v weg,

et donc
w(E) =0,
ce qui démontre le théoréme.
Posons
W (6) = {ue L) , w o},

NA(G) est un sous-espace fermé de Ll(G) . On a la proposition suivante :

1
PROPOSITION. - II\T‘—E%- est isomorphe isométriquement & M'(G) par 1'application
A

canonique. Donc M'(G) est un Banach séparable.
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THEOREME. - H_(G) est le dual topologique du Banach M (a) .

La démonstration est due & une remarque de G. CHOQUET. Le dual topologique de
M'(G) est contenu dans L7(G) , et contient Ew(G) . Montrons donc que, si f
appartient au dual de M'(G) , alors f est analytique dans G . Soit D wun dis-
que fermé de rayon non nul inclus dans G , de frontiere C . Soit w € 5 . On a

dz

€ N—-l-—xC(Z) — .

w 2im
Donc

1 j f(z) dz
2im C z - w

’
]
ce qui prouve que f est analytique dans D , donc en définitive dans G .

COROLLAIRE 1. - La topologie «o sur BH(G) est donc la weak-% topologie de
E”(G) comme dual de M'(@) .

COROLLAIRE 2. - Un sous-espace vectoriel de a(G) est fermé si, et seulement si,

il est séquentiellement fermé.

COROLLAIRE 3. - Un sous—espace vectoriel de B(G) est fermé si, et seulement si,

il est séquentiellement fermé.

COROLLAIRE 4. - «(G) et p(G) aussi sont séparables.

Le corollaire 2 provient du fait que M'(G) est un Banach séparable ([1], cha-
pitre 8, théordéme 5). Le corollaire 3 provient du fait que o et B ont mémes
convexes fermés et mémes suites convergentes. Le corollaire 4 provient encore de
[1] (chapitre 8, théordme 4).
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